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Function æ = æ(s), depending on the parameter α defined as the solution of the

following trancendental equation
b
∫

a
|f(x)−æ|ssgn(f(x)−æ)dx = 0, a < b when f(x) = xα

is studied.

Исследуется уравнение

b
∫

a

|f(x) − æ|ssgn(f(x) − æ)dx = 0, a < b, (1)

относительно неизвестной s, s > 0.
Уравнение (1) исследовалось В.И. Половинкиным [1, 2] в случае, когда функция f(x) —

полином Бернулли степени m. Четность степени полинома Бернулли играет важную роль.
На основе исследований уравнения (1) были решены некоторые задачи теории кубатурных
формул и получены следующие результаты.

Теорема 1. [1] При m — нечетном последовательности формул С.Л. Соболева с ре-
гулярным пограничным слоем являются асимптотически оптимальными в простран-
ствах L

(m)
p [a, b], p ∈ (1,∞].

В случае четного m были доказаны следующие теоремы.

Теорема 2. [2, 3] Решение уравнения (1) относительно æ = æ(s) не является посто-
янной величиной при s ∈ (0,∞].

Случаи, когда степени полинома Бернулли m = 2, m = 4, рассматривались в [2, 3];
m = 6, m = 8 исследовались в работах [4, 5]. Был получен следующий результат.

Теорема 3. Последовательности квадратурных формул С.Л. Соболева с регуляр-
ным пограничным слоем не являются асимптотически оптимальными в пространствах
L

(m)
p [a, b] ни при каких p 6= 2 при m = 2, 4, 6, 8.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(грант № 04–01–00823).
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В данной статье исследуется уравнение (1) в случае, когда f(x) = xα.

b
∫

a

|xα − æ|ssgn(xα − æ)dx = 0, α 6= 0. (2)

Решение уравнения (2) единственно при данном s, s > 0. Считаем, что æ ∈ [a, b] и спра-
ведливо неравенство

æ − aα < bα − æ. (3)

Основной результат работы можно сформулировать в виде следующей теоремы.

Теорема 4. Если α > 0, 0 ≤ a < b, или α — нечетное число и a < 0, b > 0, то
уравнение (2) может быть верно лишь при одном значении s ∈ (0,∞).

Доказательство. Уравнение (2) равносильно следующему:

c
∫

a

(æ − xα)sdx −

b
∫

c

(xα − æ)sdx = 0, (4)

где c = æ1/α, c ∈ (a, b). Сделаем в левом интеграле замену æ−xα = t, а в правом интегра-
ле — xα − æ = t. Тогда найдем последовательно.

При æ − xα = t получим
æ − xα = t,
xα = æ − t,
x = (æ − t)1/α,

dx = −
1

α
(æ − t)1/α−1dt,

t1 = æ − aα,
t2 = 0.

При xα − æ = t получим
xα − æ = t,
xα = æ + t,
x = (æ + t)1/α,

dx =
1

α
(æ + t)1/α−1dt,

t1 = 0,
t2 = bα − æ,

где
1

α
− 1 < 0; æ + t > æ − t, следовательно, æ − aα < bα − æ. Отсюда æ <

aα + bα

2
. Тогда

выводим
æ−aα
∫

0

ts
1

α
(æ − t)1/α−1dt −

bα
−æ

∫

0

ts
1

α
(æ + t)1/α−1dt = 0. (5)

Обозначим η(y) = y1/α — обратную функцию для xα и перепишем равенство (5) с учетом
данного обозначения

æ−aα
∫

0

tsη′(æ − t)dt −

bα
−æ

∫

0

tsη′(æ + t)dt = 0. (6)
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Сделаем в уравнении (6) новые замены переменных:

z = t/(æ − aα) ⇒ t = z(æ − aα), dt = (æ − aα)dz. (7)

Тогда (6) примет вид

1
∫

0

zs(æ − aα)s+1 [η′(æ − zæ + aαz) − η′(æ + zæ − aαz)] dz =

=

b
α
−æ

æ−aα
∫

1

zs(æ − aα)s+1η′(æ + zæ − aαz)dz

или
1

∫

0

zs [η′(æ − zæ + aαz) − η′(æ + zæ − aαz)] dz =

=

b
α
−æ

æ−aα
∫

1

zsη′(æ + zæ − aαz)dz. (8)

Рассмотрим функцию u(z), z ∈ [0, 1],

u = η′(æ − zæ + aαz) − η′(æ + zæ − aαz) =

=
1

α
(æ − zæ + aαz)1/α−1(aα − æ) −

1

α
(æ + zæ − aαz)1/α−1(æ − aα) =

=
aα − æ

α

(

(æ − zæ + aαz)1/α−1 + (æ + zæ − aαz)1/α−1
)

, (9)

u(0) = 0, u(1) =
æ − aα

α

(

a1−α + (2æ − aα)1/α−1
)

.

Докажем, что решение уравнения (2) монотонно зависит от s. Отметим неравенства,
справедливые для всех рассмотренных ниже случаев:

— при a ≤ x ≤ c выполняется неравенство æ − aα ≥ 0;
— при c ≤ x ≤ b выполняется неравенство æ − aα ≤ 0;

— для любых a, b, æ выполняется неравенство æ ≤
aα + bα

2
.

1. Положим 0 ≤ a < b, α = 1, æ> 0. Уравнение (2) примет вид

c
∫

a

(æ − x)sdx −

b
∫

c

(x − æ)sdx = 0, (10)

где c = æ, c ∈ (a, b). С учетом замен (7) получим уравнение

1
∫

0

zs
(

(æ − zæ + az)1−1 + (æ + zæ − az)1−1
)

dz =

b−æ

æ−a
∫

1

zsdz
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или

3 =

(

b − æ

æ − a

)s+1

.

Очевидно, что данное равенство будет верным при единственном значении s, а также, что
разным значениям s будут соответствовать различные значения æ.

2. Пусть далее α 6= 1. В данном случае η(y) = y1/α, η′(y) =
1

α
y1/α−1. Уравнение (8)

примет вид

1
∫

0

zs æ − aα

α

[

(æ − zæ + aαz)1/α−1 + (æ + zæ − aαz)1/α−1
]

dz =

=

b
α
−æ

æ−aα
∫

1

zs æ − aα

α
(æ + zæ − aαz)1/α−1dz. (11)

А. Положим 0 ≤ a < b, α > 1, æ> 0.
Функция u(z) будет иметь следующий вид:

u(z) =
æ − aα

α

[

(æ − zæ + aαz)1/α−1 + (æ + zæ − aαz)1/α−1
]

, z ∈ [0, 1].

Рассмотрим при z ∈ [0, 1] поведение функции

u1(z) = (æ − zæ + aαz)1/α−1. (12)

Известно, что æ − zæ ≥ 0, aαz ≥ 0,
1

α
− 1 < 0. Отсюда u1(z) ≥ 0 ∀z ∈ [0, 1].

Рассмотрим при z ∈ [0, 1] поведение функции

u2(z) = (æ + zæ − aαz)1/α−1. (13)

Имеем æ > 0. Так как æ− aα ≥ 0, то zæ− aαz ≥ 0, z ∈ [0, 1]. Отсюда u2(z) ≥ 0 при любых
z ∈ [0, 1].

Таким образом, u(z) ≥ 0 при всех z ∈ [0, 1].
Рассмотрим поведение выражения из правой части (11). Так как 2æ ≥ aα, то (æ+zæ−

aαz)1/α−1 ≥ 0, для всех z ∈

[

1,
bα − æ

æ − aα

]

.

Поскольку функция u(z) сохраняет знак при z ∈ [0, 1], а функция
æ − aα

α
(æ + zæ −

aαz)1/α−1 сохраняет знак на z ∈

[

1,
bα − æ

æ − aα

]

, решение всегда существует и будет единст-

венным при данном s.
Замечание. Так как основания степени функций u1 и u2 являются неотрицательными

функциями, выводы справедливы для любых α > 1 (как четных, так и нечетных, а также
не являющихся целыми числами).

Б. Положим 0 ≤ a < b, |α| < 1, æ> 0.
Данный случай аналогичен исследованному выше, за исключением того, что степени

подынтегральных функций 1/α−1 будут неотрицательными, что не влияет на сохранение
знака в обоих случаях.
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В. Рассмотрим следующий случай: α — нечетное число, a < 0, b > 0, æ > 0.
Исходное уравнение примет вид

1
∫

0

zs
[

(æ − zæ + aαz)
1

α
−1 + (æ + zæ − aαz)

1

α
−1
]

dz =

=

b
α
−æ

æ−aα
∫

1

zs(æ + zæ − aαz)
1

α
−1.

Исследуем поведение функции u(z) из (9) и правой части уравнения (11).
Так как a < 0, следовательно, aα < 0, поскольку α — нечетное число. Рассмотрим

степень
1

α
− 1 =

1 − α

α
. Число 1 − α является четным, поскольку α — нечетное. Тогда

функции u1 и u2 из (12), (13) являются неотрицательными при z ∈ [0, 1].
Рассмотрим поведение правой части (11). Так как aα < 0, то æ + zæ − aαz ≥ 0 при

z ∈

[

1,
bα − æ

æ − aα

]

. Таким образом, правая часть (11) сохраняет свой знак на соответствую-

щем интервале.
Из вышеизложенного следует, что уравнение будет иметь единственное решение при

фиксированном æ.
Отметим, что поскольку достаточно гладкие функции в малых окрестностях точек

определения хорошо приближаются многочленами, результаты исследования могут пред-
ставлять интерес при аппроксимациях таких функций кусочно-постоянными.
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