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	��&!&�H�3��0��1���-ý��>���"���-ÿ��('-��!½þ~ý��
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ÿ�+�������0.�K!"����ý��

u
�ÿ��T�3�1�&!"�&�����1�P���� ���0��"<=���1-������+��U�1+����V+�%/�
�������������-����������,������W>!" &�
�������X
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j=−n1 YBZ
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n =
n2
∑

j=−n1

cjun+j.
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	��-ÿ�!L���"�-ÿ��� "+��1�����]<�!��)!&��	��ÿ�!"�������D+��/�
���-ý��?*
��!"�ÿý�����ÿ^�ÿ����3�&��GJØý���	P�K!"����ý��
u
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���_��!>������ ='B���2ý������\���&��ý�,����1�����P�3�����&�
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`;+��1��	Q��!��"�-ÿ��1<=���
[−π, π]

�����T�3����!�ÿ�!"����������ÿ���!&�A���1����!]�L>!"#����
h =

π

N + 1

ý ý��a'B���3����0
�K!"����ý��L�ÿ��T�3�1�&!"�&�����1�������2ý����ÿ��1������� ÿB���3���cbd+Xÿ�	��

un =

N
∑

k=−N

ake
iknh.
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³ !��)!��2ý��´��ý������1�-ÿý�,�����0]�-ÿ��/'�����,���,�����0Vþ~ý��
	��-ÿ�þD�-ÿ��V+��
��0

uF
n = S(q)(u)n = qun + 0.5(1 − q)(un−1 + un+1), µ 5$¶

����#q�)!�*���!"�U�����/�
��J�����+� ��T�2ý���	����?*� B!&<�ý��������wþI+�����Eýý
Φk(n) = eiknh  "+=�
+��c���� ��1�������������_ý

þI+�����Eý����_ý�%1����#��Øþ~ý��
	��-ÿ�! µ  ��1<D+�,��1�&!�#�ÿ�!"�ý�,����('2+��/�
���-ý�0
¶��D���� ��1�������������_ý�<=��!�,����ý����_ý
η(k) = (q − (1 − q) cos rkπ), rk = (N + 1 − k)/(N + 1).

bd+�����Eý��
η(k)

�ÿ��T�3�1�&!"�&�����1�.���� ���02����ÿ��/'B���3��+��?þI+�����Eý��uþ~ý��
	��-ÿ�!�*
������!&<=���B!"� O +��d*
��!P��!$G����0]����%�þ~þ~ý�Eý������M+�������JP!"�1�����Q�ÿý�þ~ý��
	��-ÿ�!"Eýý^�&!øý���ý�ý���!&�]���������-ÿ�!$�
	���!&�]�����1�&!"�&����� O !&��K!"����ý��B!�8
·��/��ý2��������ÿ�	Øÿ�!"�������"�-ÿ��1��	M�1+�����ÿ����"<�ý�Eý��¸�3�"+B'.�������('ìþ~ý��
	��-ÿ�����*����L���D����ÿ��/'B���3��!&�
þI+�����Eý��¹ "+=�3�1�´�ÿ��-ý�<=���T�3���ý����º����ÿ��/'B���3���('�þI+�����Eý�0»%1�-ý�' þ~ý��
	��-ÿ�����8�¼���J����W�����1�-ÿ��-ý���	��ý������1�-ÿý�,�����0½��������0Q,��� ���-�������ý�0×þ~ý��
	��-ÿ¾�"���-ÿ���#��.���-ÿB���3��!�*?�ÿ��T�3�1�&!"�&����� O ý�0A���� ���0]�1+BG����ÿ����"<�ý�Eý��

Fu = S(q2)[S(q1)u] µ9¿ ¶�3�"+B' þ~ý��
	��-ÿ����Q�-ý��)! µ 5$¶D����!
ÿ�!"���1�-ÿ�!"�_ý?*@�����3�� -ÿ�!"�������_ýÀ�&!"�?*F,����� ��Á����ÿ��/'B���3��!&�KþI+�����Eý���� &�3!��)!$�3!N������0��1�������Q!$�
	�����ÿ���!"���=!H��!��������"���-ÿ����Q�"�-ÿ��1<=������ &��ý�<�ýd�ÿ�!"����0\#�ÿ�!"�ý�E��À-��!$�
�W���&��G�������('D,ý����/�C8"RD!"�ÿý�����ÿ?*1�����d�/��+�,�!&�
N = 512

���"<=	������
q1 = 0.4979269399

ý
q2 = 0.487605860

8`I��ÿ��/'B���3��!&��þI+�����Eý��]�����"�����1���1���"+�� O ��#���þ~ý��
	��-ÿ�!��ÿ��T�3�1�&!"�&�
����!M��!�ÿý��"8@5 µ �ÿý��B!&�]Â�¶/8):;��!�� &�3!��)!"�1�L������0��1�������_!$�
	�����ÿ���!"���=!��D�"�����
�������ý����_�"�L��+�������!P���/��ý�,ý���+
ε = 10−4 �>�-ÿ��/'2����,�G��!$'���!A�ÿ�!"0�����0_�ÿ�!"����0Ã�3����������0c,�!"�1�-ý_-��!$�
�Ä���&�
�������('�,ý����/�C*(�ÿý����T�3��������0c�_�T�2ý��ý�E��"8[\������ÿ�!"�������ý��.�ÿý����T�3����!d����ÿ��/'B���3��!&�ìþI+�����Eý��øþ~ý��
	��-ÿ�!

S(0.5) µ �ÿý��B!&�]Å�¶/8�Æ�ý��3����*�,����>,��/G ���-�������ý�0�þ~ý��
	��-ÿ^�"���-ÿ���#��L���-ÿB���3��!P���L��ÿ�!"�������ý��Ç�D�ÿ����1����� þ~ý��
	��-ÿ����_����ÿ�����#��L���-ÿB���3��!�� &�3!��)!"�1�]<�!"���1�����^��+�,��ý��_ýÀ'�!
ÿ�!"������ÿý��1�-ý���!"�_ý��],�!"�1�-ýÃ�����)!"�&�
���ý��W������������,�!"�1���"�����('Ã���&G�1�&!"�&����� O ý�'d�K!"����ý��B!S�)!"�����(')*$���3��!"�����ÿý\%1�����]���������&�
	�����'�+�J>�S�ÿ�����+�����!"�1�;�ý�<=����,�!"�1���"������������1�&!"�&����� O ý��"8

ÈmÉ�Ê ÝFËÛÝ)Ì�Í�Î�ÍaÏ&ÐTÑ�ÒBÓKÍ>Ô�Õ"ÒBÖB× ÉBÉ
Ø@ÙDÚÜÛ�Ý Ò�Ð=Þ/Ð�Ô É�ß�à1á Î�âLã�Í�Î Ý Ð=Þ/ÐLã�Ð=Î Û Ñ�Ö�â�äCå ÚÜÛ�Ý Ò�Ð=Þ/ÐLæ�ÍTç=Ó�è;Í Ý$Ê Ö"Ð=Þ/ÐÔ É�ß�à1á Î�â Ý�á Ð=Î�Ð=Þ/ÐDã�Ð=Î Û Ñ�Ö�â�ä�é Ú Ò�Í Û�Ý Ò�Ð=Þ/ÐDæ�ÍTç=Ó�è;Í Ý$Ê Ö"Ð=Þ/Ð\Ô É�ß�à1á Î�â á Î�Í á�à Í�Þ/ÐIã�Ð=Î Û Ñ�Ö�â-Ý



ê «�ë�ìH¨Hí�ë3¨�î�«�ë�ìH¨-ï�¨�©$ì�¯P¨T«�ðT±�í3¨dñHí�ò�óBôTõ)ì�í�í�ö2÷Bõ)í�ò)²1ø�¨Të�í�î ¡�ù
b�ý��
	��-ÿ µ9¿ ¶)�ÿý����������
���d�ÿýD,ý��/�
����������ÿ��1-���ýýd�����1>!"������0D<�!��)!�,ý;�����D+Xÿ�!"�������ý��dú(�ÿ�G#���ÿ��=!P�D�K!$�
��������%�þ~þ~ý�Eý����������

ν Z
∂u

∂t
+
∂ϕ(u)

∂x
= ν

∂2u

∂x2
+ f(u, t),

u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = u0(x), µ�û ¶
0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T.üF!"��,��1���¸���/��ý���	L����þD�-ÿ��V+��
�DE������-ÿ�!$�
	����('�ÿ�!&<=�����1����0]�I����,������1��	��

O(h6 + νh4) Z
4

5

dui

dt
+

1

10

(

dui+1

dt
+
dui−1

dt

)

+
1

30h
{17[ϕ(ui+1) − ϕ(ui−1)] − [ϕ(ui+2) − ϕ(ui−2)]} =

=
ν

60h2
[56(ui+1 + ui−1) + (ui+2 + ui−2) − 114ui] +

4

5
f(ui, t) +

1

10
[f(ui+1,t) + f(ui−1,t)] , µþý ¶

i = 1, 2, . . . n, u−1 = u0 = un+1 = un+2 = 0.`;+��1��	
ϕ(u) = u2/2, f(u, t) = 0, ν = 5 · 10−5, n = 512, T = 4

*�!A�ÿý
t = 0

���&�
��JØý��
ui = 0

�����
i = 1, . . . , 49, 151, . . . , 349, 451, . . . , 512

*
ui = 1

�����
i = 50, . . . , 150

ý
ui = −0.5

�����
i = 350, . . . , 450

8"ÿF��#q�)!
h2 = 3.8 ·10−6, ν ' 13h2 8��I������#�ÿýÿ����B!"�ý������\�-ÿ��������ý��ÿ��-ý�<=�����2ý��
����	�2������� O 	�� �ÿ���#�ÿ�!"�������������
	 4 ¿ 7����� -ÿ�! O ���ý���� ���1�����3��� �ÿ���#������ý´�-ÿ��/'B�2ý�!"#�����!$�
	�����0�K!&�-ÿý�E��¸�ÿý��ÿ��-ý�<=�����3���('^���L�-ÿ��������ý?8)RD!�ÿý��"8 ¿ �����/�
�T�3���B!&���/�
	�����������!&<�!"���<ÿ��1-���ý�� µþý ¶�ÿý

t = 0, 0.2, 0.5, 0.7, 1, 2, 3, 4
*@��#a�3!&J>�������������&�
	����À�ÿý����������3����!½����,�!&��	 þ~ý��
	��-ÿ���� µ9¿ ¶/8:H���3�/�
	�����ý�<=�� -ÿ�!&J>���½#�ÿ�!
þ~ý��½����þ~ý��
	��-ÿ����B!"������#���ÿ��1-���ý��A�ÿý

t = 0.2
8��ÿ�!
þ~ý��ý×ÿ��1-���ý�0������!&<=���B!"���$*F,����]+Xÿ�!"�������ý�� µþý ¶D�ÿ�!"�-ý��
	����]����ÿ��T�)!"���¾�"<�!
ý������3��0��1���-ý��Ã����ÿ��T�3�ý�'nýÀ<�!��3�ý�'þ~ÿ����������Øÿ�!&<�ÿ��������('�ÿ��1-���ý�0^<�!��)!�,ý µ�û ¶/*�����ÿ�!&<=�����B!&��ý�')*)!P%�þ~þD�������ý� � ��=!P��#a�3!&J>���^ &�3!$G#����)!
ÿB�^!$�
#��-ÿý����V+ìþ~ý��
	��-ÿ�!"Eýý?8üF!"�������"�-ÿý�����������ÿ�	L���
�='B�P�� "+��/�
���&�
������+��¸<�!��)!�,�+��I�"�ýL�����2��ý��1�����������/��ý�����0����('M�2ýþ;G

þD��ÿ�����Eý�!$�
	����('M+Xÿ�!"�������ý�0��
l
G�����ÿý����2ý�,������ý��_ý2#�ÿ�!"�ý�,������_ýM+��/�
���-ý����_ýL�����øþI+�����Eý�0¢ýøý�'�ÿ��-ý�<=�����3���('����L�-ÿ��������ý Z
utt = 9c2uxx + A(v3

x)x, µ�� ¶
vtt = c2vxx + 3A(uxv

2
x)x,

� �
ÈmÉ�Ê Ý��-Ý�� É�ß�à1á Î�Ð Ý â�ÒBÒBÓKÍ�� ��� É Ò�ÍTÔ É�ß�à1á Î�Ð Ý â�ÒBÒ�Ð�Í�� ��� Î�Í�è;Í�Ò ÉBÛ½Ê � Í�èIâ�ÒBÒ�Ð"!$#1â1Ñ�âTæ É Ñ ß�Û Õ"Î�â Ý Ò�Í�Ò ÉBÛ
%�& ÎBÞ/Í�Î Ê â-Ý
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� �
ÈmÉ�Ê Ý*)-Ý È Í�è;Í�Ò É Í�#1â1Ñ�âTæ É �,+ � � ��� É Ö"Ð"-/ÔNÔ É × É Í�Ò á ãBÎ É

vxx
Ý ÍTÍ Ý�á Ð=Î�Ð � Õ"Î�â Ý Ò�Í�Ò ÉBÉ � ��� Ý

#q�3�
u = u(x, t), v = v(x, t), u|t=0 = u0, v|t=0 = v0, ut|t=0 = u1, vt|t=0 = v1, 0 < x < l, t > 0. . �&!��ý��1�����K!�+Xÿ�!"�������ý�0]���ý������B!"�1�M�"<�!
ý������3��0��1���-ý��\�3�"+B'^!"��+��1�-ý�,������ý�'¾�����¾���ÿý��1�&!$����ý�,���������0

ÿ��1-�1�����^�.�"�����"-���ý���� �����-ÿ����1����0
1 : 3

ýÃ��!
ÿ�!"���1�-ÿý�,���������0����1+��1����0�,ý������1��	�� 4 û 798�`I��ÿ�������/�3!"#/!"�������;�d�ÿ�!"���('M,�!"�1����'�+Xÿ�!"�������ý�0�+���!&<=���B!"���P��!D����*�,���� µ�� ¶�/Á���/��ý�����0���!&�.#�ý�����ÿ� ��&��ý�G,�������!&�M��ý��1�����K!�8�:N�3��!"���d�ÿ�!"�B!&�L,�!"�1��	-�"���-ÿ���#��d+Xÿ�!"�������ý��M����J>�1�d �����	-�ÿ��T�3�1�&!"�&�
����!-�d�-ý��3��1+������
(c2 +6Auxvx)vxx +3Auxxv

2
x

8�`I��%1�����V+>���/��ý�,���ÿ��1<H�������"���-ÿ������-ÿ����V�L�1�&!"���1�-�������&�
������	&G���.����ÿ�!"�������1�����
c2 + 6Auxvx < 0

*����>�"���-ÿ����H+Xÿ�!"�������ý��I�1�&!"���1�L%/����ý����-ý�,������ý���*
,����>�ÿý������2ý�������"<=�ý������������ý�� ��ý���#1+����ÿ������1����0]�Ùÿ��1-���ýý?8Æ(�"<=	������
l = 100, c = 1, A = 0.6, u0 = −20 cos(2πx/l), v0 = 50 cos(2πx/l), u1 = 0, v1 =

cos(2πx/l).
`¸ÿý<ÿ��1-���ýýÇ��ý��1������� ���1�����3��� �ÿB�����('��� ���!
ÿ�+�JØý��B!"�1������ÿ��1<=�����À+B'�+=�
-���ý��#a�3!��3�����1�-ýnÿ��1-���ý��À�ÿý

t ≈ 0.08655
8mRI�-ÿ��K!ìÿ��1-���ý��wÿ��1<=���]���"<�ÿ�!"�1�&!"�1�]�����ÿ����1�������1�-ýW���&G,����

x = l/4, 3l/4
*B��ý���#1+����ÿ������1�-ýM�ÿý�%1�����À��!"�����_ý���!"���d����þD�-ÿ����N�ÿ��-ý�<=�����3��+��

δ
GÌþI+�����Eýý?8RD!ìÿý��"8 û �ÿý����T�3�����Á#�ÿ�!
þ~ý��ý ÿ��1-���ý��wýA����%�þ~þ~ý�Eý������&!]�ÿýA�"���-ÿ���0A�ÿ��-ý�<=�����3����0

vxx
����"���-ÿ����´+Xÿ�!"�������ýý���ý��1������� µ�� ¶/8[\���d�ÿ������3�&�
���ý��-%1����#��;%�þ~þD�����&!;�d�ÿ�!"����0d,�!"�1�-ý-��ý��1������� µ�� ¶?�ÿý���������� þ~ý��
	��-ÿd�-ý���! µ9¿ ¶/8`¸ÿý�ý������&�
	"<=���B!"�ýýd�&!"����0 þ~ý��
	��-ÿ�!"Eýý ÿ��1-���ý����1�&!"�����-ý������P#a�3!��3�ý��Vý-#a�3!��3���I��������� O ý���������L�-ÿ�������������*
!P���-ÿ��K! ÿ��1-���ý���/���#�ÿ�!"�ý�,���������0?8

0�å21Mí43Øè�êìëBíïîìíÏð�ëBñòíÏè!ó�ôìõìí9öéõø÷�ùúÚûìë

RD!
ÿB���
+-�����������_ýPEýþ~ÿ��������_ý�þ~ý��
	��-ÿ�!"�_ýP�����1�-ÿ��������\��������0��1�����\���1�������('P,��� ���-�������ý�'L�����/G
ÿ�!&���-ÿ����('Ùþ~ý��
	��-ÿ�����*��-ÿ��� "+�� O ý�'Ùÿ��1-���ý�����ý��1�������_+Xÿ�!"�������ý�0-�����P���&��+�,����ý��Ùþ~ý��
	��-ÿ����B!"��G����#��I�K!"����ý��B!�85�H'-����ÿ��/'B���3��!&�ÙþI+�����Eý��P����!&<=���B!"�1�����L &��ý�J>���>�T�2ý��ý�E����I�� &�3!"�1�-ýP�K!$�
�('-���&��G�������('-,ý����/�����;��ÿ�!"�������ý��c�(����ÿ��/'B���3����0ÙþI+�����Eý���0>�������('�þ~ý��
	��-ÿ����~ý-�� &�3!��)!"�1�H�
��#����~ÿ���#1+BG��ýÿ�+�������0]�L�ýÿ����ý�'^�ÿ��T�3�/�3!$'.����ý�����0]�"�-ÿ��1<=��!M!$�
	�����ÿ���!"���=!��L�� &�3!"�1�-ý] ��&�
	"�ý�'����&�
�������(',ý����/�C8�`¸ÿýL%1�����wþ~ý��
	��-ÿ�!"Eý�������J>�1�d�ÿ��-ý�<=�����2ý���	����M���\���� ��1�������������wþI+�����Eý����À�������"���-ÿ���#��
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������ÿ�!&���-ÿ�!�*�+�,ý������B!"� O ��#��>'�!
ÿ�!"������ÿ�ÿ��1>!"������0.<�!��)!�,ý?*%ýM�H����,������1��	��»�3� þI+�����Eýýìý�<;���2ÿ�!�&!"����#���������ÿ�!&���-ÿ�!�8`;+��1��	

0 < η < 1, δ > 0
/Ü<�!��)!"�������D,ý��/�3!�8�`;+��1��	P�&!"��J>�

L
*
D
�������1���D�

D−1 /Ü��ý�����0��������#�ÿ�!"�ý�,����������P�.�ÿ����1�-ÿ�!"���1�����
H
þ~ý��
	��-ÿ�+������('½%/�
��������������������ÿ�!&���-ÿ��I*

(νi, ψi)
/ ���� ��1��������G�����D��!
ÿ��U������ÿ�!&���-ÿ�!

L Z
Lψi = νiψi, 0 ≤ νi ≤ 1, νi ≤ νi+1,

�ÿý�,����
ψi
�� -ÿ�!&<�+����] B!&<�ý��L�

H
8C`;+��1��	

L̃n /éÿ�!"�1�ýÿ����ý��M������ÿ�!&���-ÿ�!
Ln * n ≥ 1

*m ��1<L+�,��1�&!#�ÿ�!"�ý�,����('\+��/�
���-ý�0?8&`I�����
�1JP! O ý�0�þ~ý��
	��-ÿ�!"Eýý-%/�
��������� w ∈ H
�ÿ��T�3�1�&!"�-ý��Q���-ý��3�

w = u+v
*#q�3�

Dv ∈ kerL̃n 876(,ý��&!&� Dv 8 #a�3!��3�ý���9D%/�
��������������*2þ~ý��
	��-ÿ�!"Eýý^�����3����ÿ�#���������ý�-	L%/�
���������
Du ∈ H

*����������"���-ÿ���#��L���ÿ�!"���T����ý����L�ÿ��T�3�1�&!"�&�
���ý��
Du =

∑

i

ūiψi, µ ¡ ¶
#q�3�K����%�þ~þ~ý�Eý��������

ūi
<�!"�-ý��������"������ ��-ÿ�!

v
8�`I��%1�����V+�*����/��ý\%1�������"<=����J�����*����ÿ��T�3�/��ý��^%/�
���������

v
�&!"�?*�,����� ��_,�!"�1�-ý�,������H�1+������_� µ ¡ ¶C�3���1�&!&����,����d ����1�-ÿ��d�1�-ÿ����_ý���ý���	-�L���������V+P�ÿ��T�3�/��+�8 . ������"<=���&��ý��L���/�3!" -ý���	L���"<=�ý���!"� O ý�0^�ÿý�þ~ý��
	��-ÿ�!"Eýý]%�þ~þD�����:�ý� � ��=!�8
. �
���������"+ u �����1�&!"�-ý��c�������"�����1���1���-ý��>�"�-þ~ý��
	��-ÿ����B!"������0Q%/�
��������� DuF ∈ H

*
���ÿ��T�3�/�����/G����0���!"��ÿ��1-���ý��\+Xÿ�!"�������ý��
(Pn(L) + δLn)DuF = Pn(L)Du. µ ¢ ¶

³ �3����	
Pn

/�������#���,��
���^�1���������ý
n ≥ 1

�-ý��)!

Pn(t) =

n
∏

i=1

(1 − γit),

��!
ÿ�!"���1�-ÿ��
γi
���"���-ÿ���#��À���ÿ��T�3�/�����������¹�ý�J>�^����#a�3!"�����À�ÿ��T�3���&�3!"#/!"�������Á'�!
ÿ�!"������ÿý��1�-ý���!"��1�-ÿ���� O ��#�������þ~ý��
	��-ÿ�!�8
ÿF��#q�)!\�����2����%�þ~þ~ý�Eý���������� DuF

i

�P�ÿ��T�3�1�&!"�&�
���ýý
DuF =

∑

i

uF
i ψi =

∑

i

Fn(νi)ūiψi µ £ ¶
þI+�����Eý��

Fn(t)
ÿ�!"����!

Fn(t) =
1

1 + δtn/Pn(t)
=

1

1 + δ/Qn(1/t)
,#q�3�

Qn(z) =
n

∏

i=1

(z − γi), µ ù ¶
�ÿýP%1�����

Fn(0) = 1, F
(k)
n (0) = 0, k = 1, . . . , n−1

8B:;�ÿ��T�3�/��ý��A��!
ÿ�!"���1�-ÿ��
γi
������#���,��
����!

Pn(t)�&!"�?*),����� ��uþI+�����Eý��
Fn(t)

 ��(�3!M�K!$�3!��M���ÿ����1�������1�-ý
t = 1

83ÿF��,������"*)��+��1��	
Fn(1) = (−1)nη

*����#q�)!
Qn(1) =

ηδ

(−1)n − η
. µ 5 ' ¶

�;< µ ù ¶��/�
�T�
+��1�$*�,����-����%�þ~þ~ý�Eý������>�ÿý zn � Qn(z)
ÿ�!"�������T�2ý��ý�E��"8�:;�ÿ��T�3�/��ý��ný�<�+��/�
���-ý�0

µ ù ¶_ý µ 5 ' ¶ Qn(z)
*��-ÿ��� "+"�?*�,����� ��¹�����/�
�H<�!"�������c����ÿ�������������0

z
��!

x = (z− 1− a)/a
������#���,��
���
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Qn(z)
���&�����
���_�ÿý����T�3��������� �_�"�-ÿ��1<=��+

[1, 1 + 2a]
������#���,��
�������<;I�� ���-���B!À����ÿ�����#�� ÿ����)!

Tn(x)
4 ý 798=�;<\%1�-ý�'2+��/�
���-ý�0^���ÿ��T�3�/��ý��

a =

(

2n−1ηδ

(1 − (−1)nη)

)1/n

.

ÿF��#q�)!>��!
ÿ�!"���1�-ÿ��
γi
������#���,��
����!

Pn(t)
ÿ�!"�����

γi = 1 + a(1 − xi), i = 1, ..., n,

#q�3�
xi

/ ���-ÿ��ýA������#���,��
����!
Tn(x)

*m���ÿ��T�3�/����� O ý������À����þD�-ÿ��V+��
� xi = cos θi
*
θi =

2i− 1

2n
π
8

`I��ÿ��/'B���3��!&� þI+�����Eý��-�&!"����#��¸þ~ý��
	��-ÿ�!N�����-������#���,��
����!��-ÿ��1��	���0P�1���������ýP�ÿý
η = 0.001

*
δ = 1�ÿý����T�3����!L��! ÿý��"8m5 µ �ÿý��B!&��>"¶/8³ !"���1�-ý���*F,����¾�-ý���þI+�����Eýý

Fn(t)
����<�!"�-ý���ý��Q�"�]�-ý���!Q������ÿ�!&���-ÿ�!

L
ýÀ��#��Q���� ��1�����������('%/�
�������������

ψi
*
���L�"�M�ý�'2<�!"�-ý���ý��øÿ�!&<1�
��J>���ý�� µ ¡ ¶/*3!P�/�
�T�3���B!&���/�
	�����* uF 8)¼���J>�1�M���"<=�ý�����+���	�ÿ��� &�
���K!À�]�����1�&!"����������0¹������+��
�����('¹#�ÿ�!"�ý�,����('_+��/�
���-ý�0¹�À+Xÿ�!"�������ý���' µ ¢ ¶/* µ £ ¶/8�`I��%1�����V+<�!"�ý�-����+Xÿ�!"�������ý��;�����2�����ÿ�!"���ý

Φ = Du−DuF Z
(Pn(L) + δLn)Φ = δLnDu µ 5�5$¶�����3���-ÿ����3�����_ýÀ�ÿ�!"�������_ýÀ+��/�
���-ý����_ý?*C�-ÿ��� "+"�?*F,����� ��

Φ ≡ 0
�ÿý

Du ∈ kerL̃n 8FRD!"�ÿý�����ÿ?*�´�������"���-ÿ��('¹�3�����&�
�ý����/�
	����('¹�����
Φ
#�ÿ�!"�ý�,����('»+�<1�3!$'U���1���ý�����J����´���&�
��JØý���	

Φ = 0
*

LkΦ = 0, k = 1, .., n− 1
8`¸ÿ����1����0��ý��_ý´�ÿý�����ÿ�!"�_ýW������ÿ�!&���-ÿ����

L
*C<�!��)!"�����('W��!^����+��-ÿ������ý�'À+�<1�3!$'W���1���ý?*F���&����G�������

L±Φk = 0.5Φk ±
0.5(pkΦk+1 + qkΦk−1)

pk + qk
, k = 1, ..., m, Φ0 = Φm+1 = 0, µ 5 ¿ ¶���������3��������ÿ����('����1�����?*3!"��!$�
��#�ý�,����

L±Φk,j = 0.5Φk,j ±
0.125(pΦk,j+1 + qΦk,j−1 + rΦk+1,j + sΦk−1,j)

p+ q + r + s
µ 5 û ¶

�����c�3�"+�����ÿ����('����1�����?*
pk, qk, p, q, r, s > 0

*âý¹�$8��@8 µ L+ = I − L−

¶/8�:;����ÿ�!&���-ÿ�� �-ý���!
L−�-ÿý������-ýÿ����B!"���Ü��!M�2ýþ~þD��ÿ�����Eý�!$�
	�������<�!��)!�,ýA�K!&�����K!&�-ý�,���������0Kþ~ý�<�ý��ý?*F!

L+
/ ��!���#a�3!$GJØý��B!"�ý��Ùÿ��1-���ý�0W���
�='B�Q�� "+��/�
���&�
�������('A+Xÿ�!"�������ý�0?8?�I���1�Q�3�����&�
�ý����/�
	���+��çý��þD�-ÿ��K!"Eý���M���3!"�����>�������
�1JP! O ý�' þ~ý��
	��-ÿ�!"Eýý þI+�����Eý�0?*?����J����M��+������U�����3 ��-ÿ�!�����%�þ~þ~ý�Eý������������ L±���� -ÿ�!&��	L������'B���
� O +���������%1����#��L���3!"���=!P��ý��1�����V+����� ��1�����������('�þI+�����Eý�0�ý2�������=!"�����´+���+�,�G�ý���	�!$�
#��-ÿý�����þ~ý��
	��-ÿ�!"Eýý?8CRD!"�ÿý�����ÿ?*
�����Q���3��������ÿ����('Q<�!��)!�,?*?���"��<�!"�����('Q�\�2ýþ~þI+�<�ý���0

ý�������������Eý���0?*�'�!
ÿ�!"������ÿ������´�������������"���-ÿ���#��
b
���&�����1�����^������ÿ�!&���-ÿ

Lb =
d2

dx2
+ b

d

dx
= exp(−bx)

d

dx
exp(bx)

d

dx
,

���V+.�����"�����1���1���"+��1�½4 ¿ 7�ÿ�!&<=�����1������0]��!P���1����� xk = kh
������ÿ�!&���-ÿ

L−Φk = 0.5Φk − 0.25

(

exp

(

bh

2

)

Φk+1 + exp

(

−
bh

2

)

Φk−1

)

×

(

exp

(

bh

2

)

+ exp

(

−
bh

2

))−1

.

6(�� ��1�������������þI+�����EýýL������ÿ�!&���-ÿ����
Lb, L±

ý��������d�-ý��
exp(−0.5bx± iωx)

8A@H��!$�
��#�ý�,������½þD�-ÿ�G�V+��
�Ç���ÿ�!"���T����ý����¸�������3�"+�����ÿ����('½������ÿ�!&���-ÿ�����8C:H�����1�-ý���*m,����2�¾4 � 7_ý����/�
�T�3���B!"��� ���1���������
þ~ý��
	��-ÿ����ÿý

LΦk = L−Φk = 0.5Φk − 0.25(Φk−1 + Φk+1), k = 1, . . . , m,
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Pn(L) = (I − L)n, D = I

8VÆ %1�����Ç�/��+�,�!"�
ker L̃n �����1���-ý�� ý�<2�����/'À������#���,��
�������^�3�]�1���������ý

2n−1
�����
�H,ý����/�
	�����8�ÿF��#q�)!\�\�ÿ��T�3�1�&!"�&�
���ýý.%/�
���������&!

w = (w1, ..., wm)
�d�-ý��3�

wk = uk +vk����J����P���&�
��JØý���	
Dvk

ÿ�!"��������������#���,��
����+2�1���������ý
2n− 1

8�RD!"�ÿý�����ÿ?*��ÿý
n = 3

���&�3!"#/!"���
vk
ÿ�!"�������

g5(k) =
1

2
(Dw1 +Dwm + (Dw1 −Dwm)y(xk)) , k = 1, . . . , m,#q�3�

y(x) =
15

8

(

x−
2

3
x3 +

1

5
x5

)

, xk =
m+ 1 − 2k

m− 1
, y(±1) = ±1, y

′

(±1) = y
′′

(±1) = 0.

ÿF��#q�)!
u1 = um = 0

8V:;����ÿ�!&���-ÿ
D
� µ ¢ ¶H�����W���1����,����('W<�!��)!�,Ã����J>�1�Q �����	 ÿ��=!$��ý�<=���B!"�W��!"��3�/�
���ý��Q��!½�&!"�¹��!&<=���B!"���V+��éþD�-ÿ��FGÌþI+�����Eý��d*K'�!
ÿ�!"������ÿ���+�� ����� ÿ��1>!"������0c�ÿ�!"���-ý�,���������0<�!��)!�,ý?8�RD!"�ÿý�����ÿ?*��>�/��+�,�!"�I<�!��)!�,.���3��ÿ�����0�þ~ý�<�ý��ý2���¸����J>�1�P���&������	����2%���������������Eý�!$�
	���!&�

þI+�����Eý��?8`¸ÿ���ý��V+ O ���1�����À�ÿý����T�3��������#��A!$�
#��-ÿý����K! þ~ý��
	��-ÿ�!"EýýB/ %1���½���1+ O ���1���-ý������1��	A<�! O(m)�3��0��1���-ý�0��������1���L���I���������
O(m logm)

*��-ÿ��� "+������('��ÿý�ý������&�
	"<=���B!"�ýý2 ����1�-ÿ���#��L�ÿ����� -ÿ�!&<=�&G�B!"�ý��Lbd+Xÿ�	��"8B`¸ÿýP�� -ÿ�!" ��"����������ÿýýL�K!"����ý������I���2ý���!"��������0d����ý����´,�!"�1��	D����,ý��/�
���ý�0 µ �K!&�-ÿý�GE�!~ý�,�!"�1��	d����%�þ~þ~ý�Eý����������-�� ��� O ��������0L�ÿ���#������ý>��������ý��1������� µ 5�5$¶a¶V����J>�1�d �����	d�-þD�-ÿ��F�
�/G��!D�\�-ý��3���"���3�/�
	�����0M�����3�ÿ���#�ÿ�!"�����I*�����<=���B!"������0����2ý��Øÿ�!&<�8�ÿV!"��!&��ÿ��=!$��ý�<�!"Eý��M����!&<=���B!"�1��������&�
�1<=����0?*���!"�ÿý�����ÿ?*��ÿý������1�-ÿ������ýýM������#�������ÿ����('Øþ~ý��
	��-ÿ����d�\�-ý��3�������� -ý���!"Eýý����3��������ÿ�G���(')*S,����A���&�����1�����c ��&�
�����ÿ����1�����Ü������'B���3���Ü���A��ÿ�!"�������ý�� � µ 5 û ¶/8S`I��ÿ��/'B���3��!&� þI+�����Eý���3�"+�����ÿ�����#��Ùþ~ý��
	��-ÿ�!L�ÿ��T�3�1�&!"�&�
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v = g5
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Φ
�ÿ��T�3�1�&!"�&�����1�A���� ���0Kÿ��1<�+��
	��&!&�A�ÿý��������/G�ý��À�wý��a'B���3�����V+À�K!"����ý��"+

Du
�ý�<=����,�!"�1���"������#��×þ~ý��
	��-ÿ�!]������ÿ��/'B���3����0KþI+�����Eý���0?*tÿ�!"������0

� �
ÈmÉ�Ê ÝAF#ÝBÌ�Í�Î�ÍaÏ&ÐTÑ�Ò�â Û Ô�Õ"ÒBÖB× ÉBÛ Ñ Ý Õ � Í�ÎBÒ�Ð=Þ/ÐDÔ É�ß�à1á Î�âG� ��� ÉPá Í Ê�á Ð Ý â Û #1â1Ñ�âTæ�â Ê Ð Ê�á Õ"ã�Í�Ò à Ö"Ð"!�� ��� Ý



¢ ý ¤;¥a¦P¥�§-¨�©�¨�ªF¨T«�¬)P¥a¤;¥V®F¯>°&±�²$«

� �
ÈmÉ�Ê Ý*+-ÝBÌ�Í�Î�ÍaÏ&ÐTÑ�Ò�â Û Ô�Õ"ÒBÖB× ÉBÛ Ò É #TÖ"Ð=æ�â Ê�á Ð á Ò�Ð=Þ/Ð-Ô É�ß�à1á Î�âH� ��� É æ�â Ê�á�à ÍTÍ�ÞTÎ�â=Ô É Ö�â Ý Õ Ý Í ß�É æ�Í�ÒBÒ�Ð � ã�ÐÐ Ê�É Ð=Î$Ñ É Ò�â áI� â Ê è á â=ç�ÍI� ��� Ý

1 − Fn(νi)
8m·��>#�ÿ�!
þ~ý��^�����¾�/��+�,�!&�

η = 0.001, δ = 0.1
ý�<=�� -ÿ�!&J>���¾��!øÿý��"8 � 8?ÿV!"��J>�d��!.%1�����ÿý��1+������-�ÿý����T�3����!L�P+����/��ý�,����������c��������ý^�-ÿ"�2ý���!&���K!"�1d�&!" ��d�ÿ�!"�B!&��,�!"�1��	M#�ÿ�!
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Ω ⊂ Rm

du

dt
= −Au+ f, u|t=0 = u0, 0 ≤ t ≤ T,

�ÿ��T���
��J>���A���1������ÿ���#1+����ÿý�<�!"EýýÀ�P������� O 	�� ������ ���#��.�-ý���!�þ~ý��
	��-ÿ�!�/ ��ý�����0�����#��]�������$�3�&G
ÿ�!&<=�����1������#���������ÿ�!&���-ÿ�! Z

du

dt
= −R(t, τ(t))q(u). µ 5 ý ¶³ �3����	

A
/?ÿ�!&<=�����1������0.!"��!$�
��#�%/����ý����-ý�,���������#��\�2ýþ~þD��ÿ�����Eý�!$�
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Ω�S��+��
�������_ýd#�ÿ�!"�ý�,������_ýd+��/�
���-ý����_ýUT
q(u)

/���#��H�ÿ����3�&��J>���ý��S��!��������"���-ÿ�+����ÿB�����"+�#��&�
	���+���� &�3!"�1��	
Pm ⊂ Rm *�ÿ�!"�������>��+��
�Ü�����>�� &�3!"�1�-ý

Ω
T
R(t, τ(t))

/ ��ý�����0�����0A�������$�3�-ÿ�!&<=�����1������0������ÿ�!&���-ÿ?*@<�!"�-ý���� O ý�0W�"�Q��!
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ω = ω(x, t), r(x) 6= 0

/»���1����,�������þI+�����Eýý\��!
Pm 8�Æ(���T�3���^���3!"���K�������$�3�-ÿ�!&<=�����1�����('������ÿ�!&���-ÿ����L�D������� O 	���þD�-ÿ��V+��
�

R(t, τ(t))ω = r−1(x)F−1(S(s, t, τ(t))F (r(x)ω(x))),

#q�3�
v(s) = F (ω(x))

/
m
G�����ÿ������@�2ý����ÿ��1�������S�ÿ����� -ÿ�!&<=���B!"�ý��Sbd+Xÿ�	��K�

Pm * ω(x) = F−1(v(s))
/�� -ÿ�!&�������]�c�����V+��ÿ����� -ÿ�!&<=���B!"�ý��"*�!

S(s, t, τ(t))
/ ��ý������&�¹�������$�3�-ÿ�!&<=�����1������#��´������ÿ�!&���-ÿ�!�*
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τ → 0
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S = (1 + ατ |s|2)−1 8
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���~ý�<��������('->!"#����D���1�����)! . 0��
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τk+1
4 ¿ 7 Z

uk+1 = uk − τk+1R(tk, τ(tk))q(uk). µ 5 � ¶
@H��!$��ý�<\%�þ~þD�����-ý��������1�-ý�ÿ���#1+����ÿý�<�!"Eýý µ 5 ý ¶K+��ÿ�� O !"�1�����]�P�/��+�,�!"�"*�����#q�)!P������ÿ�!&���-ÿ�� R

ý
A�������V+��-ýÿ�+����$8CÆU%1�����c�/��+�,�!"�-�d������� O 	�� ���1�����)! µ 5 � ¶�����#1+��. �����	øÿ��=!$��ý�<=���B!"����ý�<=�����1����������1���������M�a'B�����7ýÀ�������"���-ÿ����2���1�����3�Bÿ�!"� O �����
���ý��?8 . ���"�¾���1�����_�&'B���2ý��¾�]��!"���1�$�������
	d8

;¸ý��/�
���������L%���������ÿý����������Á������!&<�!$��ý?*m,����������¾�������"���-ÿ��('½<�!��)!�,¾���¾���"<=���&�����1���1+ O ���1�����������+������-ÿý���	M��,��1�$8
W Rìõ�óXM�ô ÷�õìúÚíÏûON~úZYØûìë
[ Ë]\S^
_*`4`XacbcdGe?fhg�f�i É Ô�Î�Ð Ý ÓKÍNÔ É�ß�à1á ÎBÓâÝ�j�Ý Ø�k ÍaÑ�Î�â5l
Ë�monqp
Ý
[ ��\SrI_�st_(uv_�wxg�fhyGf{z Ý ÒBÓKÍPÎ�âD#TÒ�Ð Ê�á ÒBÓKÍ Ê Ï&Í � Ó Ñ ß�Û Î�Í�è;Í�Ò ÉBÛ}| Í Ê�á Ö É Ï�#1â1Ñ�âTæ Ê Ö"Ð � ã ß Í�Ö Ê ÒBÓ �UÉ�ß�ÉÎ�âD#�Ñ�Í ß�É�� Ó �ÁÊ ã�Í�Ö á Î�Ð ��~o~$� Õ"ÎBÒ�Ý Ý Ó�æ É�Êaß Ý � â á Í � â á�É Ö É¹Éx� â á Ý�Ô É # É Ö É Ý4�o�o�o�-Ý4��Ý4F��5l�� Ë��-Ý

� Ý�Ë�no��Ë���Ë�n�Ë��-Ý
[ )�\����c�cbc_(�v�����cb���fhyGf��v����_��{a=�v�cw���fhg�fc��Ð ßBß Í�Ö á�ÉBÝ ÒBÓKÍ Û�Ý=ß Í�Ò ÉBÛ2Ý Ñ É Ò�â �?É Ö"Í\Î�Í�è;Í á Ö É�É�� ÍaÏ"â��Ò É # � Ó Ý Ð"#TÒ É ÖBÒ�Ð Ý Í�Ò ÉBÛ2Ê�á ÎBÕ"Ö á Õ"ÎBÒ�Ð"!.Ò�Í�Õ Ê�á Ð"!Bæ ÉBÝ Ð Ê�á�É�~o~ � É # É Ö�â � Í á â ßBßBß Ð ÝPÉ�� Í á â ßBß Ð Ý ÍaÑ�Í�Ò É ÍÛÝË�monqp
Ý���Ý*�DF�l(� F#Ý � Ý��o�om��5�DF��-Ý
[ F"\SrI_�st_(uv_�wxg�fhyGf�¡@Ö Ê�á Î�Í � â ß�à ÒBÓKÍ � Ò�Ð=Þ/Ð=æ ß Í�ÒBÓ É$� Í á ÐTÑ�Ó Ð=ã á�É��?É #1â�× ÉBÉAÝ Ó�æ É�Êaß�ÉBá Í ß�à ÒBÓVÏÀâ ß Þ/ÐD�Î ÉBáq� Ð Ý�~o~ jMâ á Ý Ê ç�Ý*�o�o�DF#Ý���Ý
Ë�mo+5l5� Ë��-Ý � Ý*��Ë��5�o�-Ý
[ +�\�¢¤£�¥�¦X§c¨ª©�«¬fhIft®.·ºÔÛÈ5�g¼�ÑÐÆ�¾ÃÑ�¹Â¼�¯?�zÀXµ�ËÐË.·º¶¸À�¹º·ÂÁÃ·ºÄ�ÄÕµ�Å�Ôã¾ÃÅÊÄ.Î#¹ºÄÐ¾ÃÑÐË�´ ¼�Ñ.Ó#ËÐ¾Ï·ºÅ�Î#Å�·ºÄÐ¾µ�ÑÐ¾�µ~Á�µ�¹ÂÁÃÓ�¹Üµ�ÄÌ·Â¼�Å#Ë ~o~

° ¼�Å�Ý5±ì¾�µ-Ý�².¾ÃÍÝ�Ë�monon-ÝA³*¼�¹zÝ
Ë�Ë��-ÝA´+Ýt��Ë�)o���5��ËµF�ËÛÝ
[ ��\�¶v·�¸t·�©7·5¹}ºHfh»�f�¼¦¿-ÄÌÑÐ¾Ã¶�µ�¹�À¼�¹º»
Å#¼�¶¸·Üµ�¹ÂË�l-À#ËÐ¾ÃÓ#Æ�¼D�gÆ-·áà�¾ÃÑÐ¾ÃÅ#ÁÒ¾Ï¼�À¾ÃÑÕµ�ÄÐ¼�ÑÐË�l#µ�Å#Æ ËÌÄÕµ�É�¹Â¾]¾�¿-À�¹º·ÂÁÃ·ºÄ�ËÐÁÐÈ#¾Ã¶~¾ÒËt´ ¼�Ñ
ÄÌÈ#¾âËÐ¼�¹ºÓ�ÄÌ·Â¼�ÅØ¼�´�ËÌÄÌ·áà¢Å#¼�Å#ËÌÄÕµ�ÄÌ·Â¼�ÅXµ�ÑÌ» À�ÑÐ¼�É�¹Â¾Ã¶~Ë�¼�´�¶�µ�ÄÌÈ#¾Ã¶�µ�ÄÌ·ÂÁ�µ�¹+À�ÈÊ»-ËÌ·ÂÁÒË ~o~ ´�ÑÐ¼
ÁÛÝ#¼�´�ÄÌÈ#¾�½gÅÊÄÐ¾ÃÑÌÅ�ÝÇ�¼�Å-´ÌÝ
¼�ÅØÇ�¼�¶¸À�Ý ° µ�ÄÌÈ�Ý�´�Ä¾½�ÝA¿�¼�Íã¼ÛËÌ·ºÉ�·ºÑÐËÌÖ�l��o�o�o�-Ý

[ p�\HÀ¤�cst�t�v_�w�À
f r:f�Á Ý ÍaÑ�Í�Ò É Í ÝIá ÍTÐ=Î ÉA& ÖBÕ�ç$â á Õ"ÎBÒBÓVÏPÔNÐ=Î � Õ ß ÝAj�Ý ØAk âTÕ"Ö�â5l3Ë�mqp�F#Ý

Â�ÃDÄ Å�ÆqÇ�È(É �IÊ4Ë�ÌµÍD�"ÎqÏ È�ÐÒÑoÓÔÄ ÌµÕ Å�Ö �×Ë Ö:Ø5ÙqÙqÚSÛ Ü


