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ts−1P2n−1(t
a),
Õ�¬#©r´Æ©

s > 0, 0 < a < 1,
P2n−1(t)
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ØÚÙ²Û.ÜÝÛcÞàßàÛ
á¦â ã+â ä�âÏå-æ-ç�â|è�é¹êë%ì�ëê%í-é¹î¹ç�âÅï�ð-êå-î¹åjñçé¹å-æ-ç�â|ò¤å-ó�â
êë%ì²ô!â
ñ^ï2â
õ¤âÏõ¹å-õöí-å-ë%íjóÒê�âÅ÷�å øÌã2é¹êëë�çéöù�é¹êë%ì
ú ç�â
ó-êé¹êë%ì

F (p) =

∞
∫

0

e−pxf(x) dx,

ó�û#å
í-å-çå-ü
F (p) ý ë%ò¤ó-é¹õöí-êå-é¶ë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êëé
þ

f(x) ý ëõ¹û#å-ü�ÿ��på-çëî¹ëê�âÅï����²ï�ì ñçå-õöí-å
í-ÿSæ ú��ã2é¹üZõ¹äë%í|â|í-ð	�+ä%í-å�
 ú êû	�ë%ì F (p)
çé¹î ú ï�ìçê�â¢ó¢ñå|ï ú ñ^ï�å-õ¹û#å-õöí-ë Re(p) > 0

��äé¹î¹å¢ó-õ¹é¹î¾ã+â¢ü�å øªêå
ã2å-æ-ë%í-ð-õrìàã2å-ü�êå øÌé¹êëé¹ü å-çëî¹ëê�âÅï2âªê�â�õ¹å-å
í-ó-éöí-õöí-ó ú� è ú��� û#õ¹ñå-êé¹ê%í ú ����â
û�ñç�â
ó-ë^ï�å	��í-å-äêå-éå-æ-ç�â|è�é¹êëéjå-õ ú è�é¹õöí-ó-ë%í-ðªêé ú ã+â
éöí-õrì���ë ñå
í-å-ü ú ó-å
ò¤êëû^â
éöí¢êé¹å-æ¤÷�å¹ã2ëü�å-õöí-ð¢ç�â|ò¤ç�â
æ-å
í-ûëàë ñçë �ü�é¹êé¹êë%ì�ñçëæ|ï�ë%øÌé¹êêÿ�÷�ü�éöí-å¹ã2å-ó	����â
ëæ-å|ï�é¹é�ñå|ï�êåÏó-å
ò¤ü�å øªêÿcé�ñå¹ã�÷�å¹ã2ÿÉû²ò â ã+â äé�å-æ-ç�â|è�é¹êë%ì
ëàë^÷àçé¤âÅï�ë%ò â��ë%ì�å-ñëõ¤â
êÿ ó���������� ñé¹çó ú� å-äé¹çé½ã2ð¢õwï�é½ã ú éöí ê�â|ò¤ó�â|í-ð�ñå-õöí-çå-é¹êëé!ûó�â ã2ç�â|í ú ç �êÿ�÷�
�å-çü ú ïàã�ï�ì ñçëæ|ï�ë%øÌé¹êêå-î¹å¢ó-ÿcäëõwï�é¹êë%ì�ëê%í-é¹î¹ç�âÅï2â! �ëü�â
ê�â ý#" éwïï�ëê�â

f(t) = (L−1F )(t) =
1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

ep tF (p) dp, c > 0,

ò â ã+â  è�é¹î¹åªå-æ-ç�â|è�é¹êëé�ñçé¹å-æ-ç�â|ò¤å-ó�â
êë%ìàô!â
ñ^ï2â
õ¤â$��jéÒõ ú è�é¹õöí-ó ú éöí ú êëó-é¹çõ¤âÅï�ð-êå-î¹åÌü�éöí-å¹ã+âÌó-ÿcäëõwï�é¹êë%ì � í-å-î¹åÌëê%í-é¹î¹ç�âÅï2â$�^ã+â  è�é¹î¹å ú ã2å-ó|ï�éöí �ó-å-çë%í-éwï�ð-êÿcéuçéöò ú ï�ð í|â|í-ÿYã�ï�ì ñçå-ë%ò¤ó-å|ï�ð-êå-î¹å ë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êë%ì
F (p)

�Ïô  æ-å%� ü�éöí-å¹ã å-æ-ç�â|è�é �êë%ì!ã2å|ï�øÌé¹ê ú äë%í-ÿcó�â|í-ð!õ¹ñé��ë	
�ëû ú ñå-ó-é½ã2é¹êë%ì¢ë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êë%ì'& ë^ï�ë�
 ú êû	�ëë � å-çëî¹ëê�âÅï2â�()�#ä%í-åñçéöøÌã2é²ó-õ¹é¹î¹åªê�âÅ÷�å¹ã2ë%í¶å
í-ç�â|øÌé¹êëé²ó¢ó-ÿcæ-å-çé²ñå¹ã�÷�å¹ã�ì%è�ë^÷�õ¹ëõöí-é¹ü*
 ú êû	�ë	��ó¢ñçå-õöí-ç�â
êõöí-ó�âÅ÷å-çëî¹ëê�âÅï�å-ó�ë ë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êë	���^õÒû#å
í-å-çÿcü�ëªï�é¹î¹û#å�ç�â
æ-å
í|â|í-ð�ë õañå-ü�å
è�ð  û#å
í-å-çÿ�÷ ü�å-î ú í�æ-ÿfí-ð÷�å-çå
ù�å¢ñçëæ|ï�ë%øÌé¹êÿ ò â ã+â
êêÿcé²å-æ-ç�â|ò¤ÿ(ë å-çëî¹ëê�âÅï�ÿ+�
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�Éê�â
õöí-å ì%è�é��¢ç�â
æ-å
í-é ñå-õöí-çå-é¹êÿZêå-ó-ÿcécûó�â ã2ç�â|í ú çêÿcéJ
�å-çü ú ï�ÿ�ê�â
ëó-ÿcõöù�é��¢õöí-é¹ñé¹êë¢í-å-ä �êå-õöí-ëÉå-æ-ç�â|è�é¹êë%ìpñçé¹å-æ-ç�â|ò¤å-ó�â
êë%ì ô!â
ñ^ï2â
õ¤â óÝñçé½ã2ñå|ï�å øÌé¹êëë���ä%í-åÝò â ã+â
êêå-éªë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êëé
F (p)


²â
û%í-ëäé¹õ¹ûë ò â
ó-ëõ¹ë%íÉå
í
pa,

î¾ã2é
a ý ñçå-ë%ò¤ó-å|ï�ð-êå-é�ñå|ï�å øªë%í-éwï�ð-êå-é�äëõwï�å	�U� õwï ú ä�â
é

a = 1
ñå|ï ú ä�â  í-õrì ë%ò¤ó-é¹õöí-êÿcéM
�å-çü ú ï�ÿ{�������óÌñçå
í-ëó-êå-üZõwï ú ä�â
é�ñå|ï ú ä�â
é¹ü�êå-ó-ÿcé+
�å-çü ú ï�ÿ+�å-æ|ï2â ã+â  è�ëé æ}|å|ï�ð
ù�é��Éí-å-äêå-õöí-ð  ñåËõ¹ç�â
ó-êé¹êë  õ ë%ò¤ó-é¹õöí-êÿcü�ëÉã�ï�ìuå-ñçé½ã2éwï�é¹êêå-î¹åtû^ï2â
õ¹õ¤â

ë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êë	� ë ëü�é  è�ëé²æ-å|ï�ð
ù�å-éjñçëû^ï2â ã2êå-é�ò¤ê�â äé¹êëé��

~M�����L�U�j��� ÛcÞàßàÛ��àÙL�aÜ � � �i�!� Þ������ �M���W�J���M�M� �4�LÛcÞàß��
� çé½ã2ñå|ï�å øªëü��^ä%í-åÌñçë êé¹û#å
í-å-çå-ü

s > 0

 ú êû	�ë%ì ϕs(p) = psF (p)

çé¹î ú ï�ìçê�â�ó�ñå|ï ú ñ^ï�å-õ¹û#å �õöí-ë����
(p) > 0

��á¦â
ñë%ù�é¹ü�
�å-çü ú ï ú å-æ-ç�â|è�é¹êë%ì� �ëü�â
ê�â ý#" éwïï�ëê�â¢ó�ó-ë#ã2é

f(t) =
1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

ep tp−sϕs(p) dp =
ts−1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

epp−sϕs(p/t) dp .
&B�7(

��ÿcæ-é¹çé¹üÉñçå-ë%ò¤ó-å|ï�ð-êÿcéañå-ñ�â
çêå!ç�â|òöï�ëäêÿcéÒäëõwï2â
p1, . . . , pn

ó²ñå|ï ú ñ^ï�å-õ¹û#å-õöí-ë���� (p) > 0ë ñå-õöí-çå-ëüZëê%í-é¹çñå|ï�ì	�ëå-êê ú� ûó�â ã2ç�â|í ú çê ú� 
�å-çü ú ï ú &��4�j� (fó-ë#ã+â

1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

epp−sϕ(p) dp ≈
n

∑

k=1

Akϕ(pk),
&�¡%(

í-å-äê ú� ã�ï�ì�
 ú êû	�ë	� ϕ(p) = p−j, j = 0, 1, . . . , n− 1,
ä%í-å�ç�â
ó-êå-õ¹ë^ï�ð-êåÌó-ÿcñå|ï�êé¹êë  ú õwï�å-ó-ë	�

n
∑

k=1

Akp
−j
k =

1

Γ(j + s)
, j = 0, 1, . . . , n − 1.

&�¢�(

£Òäé¹ó-ë#ã2êå	��õ¹ëõöí-é¹ü�â�&�¢�(�å¹ã2êå
ò¤ê�â äêåªç�â|ò¤çéöù�ëü�â$�
¤ é¹ñé¹çðHñå
í-çé¹æ ú é¹ü���ä%í-å-æ-ÿ¥�4�j�Wó-ë#ã+â¦&�¡%(�ëü�éwï2âÝê�â
ëó-ÿcõöù ú� õöí-é¹ñé¹êðËí-å-äêå-õöí-ë

2n − 1
�

í7��é���ä%í-å-æ-ÿ ç�â
ó-é¹êõöí-ó�â�&�¢�(�ó-ÿcñå|ï�ê%ì^ï�ëõ¹ð�ã�ï�ì
j = 0, 1, . . .

�
2n − 1

�
§.í-ëü�ë ú õwï�å-ó-ë%ìü�ëÝûó�â ã2ç�â|í ú çê�â|ì¨
�å-çü ú ï2â¢ê�â
ëó-ÿcõöù�é��Hõöí-é¹ñé¹êëHí-å-äêå-õöí-ë©&��j�D�Mª ¤ (có-ë �ã+â�&�¡%(�å-ñçé½ã2éwï�ìéöí-õrìHå¹ã2êå
ò¤ê�â äêå'������«�é¹é ú òöï�ÿ pk

õ ú í-ðªû#å-çêë ú ç�â
ó-êé¹êë%ì P
(s)
n (1/pk) = 0

�î¾ã2é

P (s)
n (x) =

n
∑

k=0

(−1)n−k

(

n

k

)

(n + s − 1)k xk,

ak =

{

1, k = 0,

a(a + 1) · · · (a + k − 1), k ≥ 1.
�jå � 
4
�ë	�ëé¹ê%í-ÿ¬�j�D�Mª ¤ å-ñçé½ã2éwï�ì  í-õrìÝë%ò ú õwï�å-ó-ë%ì ëê%í-é¹çñå|ï�ì	�ëå-êêå-õöí-ë©&�¢�()�� çëü�é¹ê%ì%ì��j�D�Mª ¤ ó-ë#ã+â'&�¡%(�ã�ï�ì ó-ÿcäëõwï�é¹êë%ìÝñå-õwï�é½ã2êé¹î¹åªëê%í-é¹î¹ç�âÅï2âªó�
�å-çü ú ï�é!&B�7()��ñå �ï ú ä�â
é¹ü�j�D�Mª ¤ å-æ-ç�â|è�é¹êë%ì ñçé¹å-æ-ç�â|ò¤å-ó�â
êë%ìàô!â
ñ^ï2â
õ¤â

f(t) ≈ ts−1
n

∑

k=1

Akϕs(pk/t), t > 0.
&¯®l(

� å�ñå-õöí-çå-é¹êë  å-ê�âÌí-å-äê�â!ã�ï�ì�
 ú êû	�ë	� f(t) = ts−1+j , j = 0, 1, . . . , 2n − 1
�
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�Òí|â
û��%õ¹ê�â ä�âÅï2â!ê�âÅ÷�å¹ã�ì%í-õrì ú òöï�ÿW�j�D�Mª ¤ ë%ò ú ç�â
ó-êé¹êë%ì P
(s)
n (1/pk) = 0,

â�ò â|í-é¹üuå-ñçé½ã2éwï�ì �
 í-õrì�é¹é�û#å � 
4
�ë	�ëé¹ê%í-ÿ ë%ò²õ¹ëõöí-é¹ü�ÿË&�¢�()���ÿcæ-å-ç�ó�û^â äé¹õöí-ó-é

s
ü�â
û#õ¹ëü�âÅï�ð-êå�ó-å
ò¤ü�å øªêå-î¹åjñå|ï�å øªë%í-éwï�ð-êå-î¹å²äëõwï2â$��ç�â
ó-êå-î¹å�õ¹û#å-çå-õöí-ë

ú æ-ÿcó�â
êë%ìHë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êë%ìËê�â¶æ-é¹õ¹û#å-êé¹äêå-õöí-ë��*ñå
ò¤ó-å|ï�ìéöí í-å-äêåàå-ñëõ¤â|í-ðàñå-ó-é½ã2é¹êëéÌå-çëî¹ëê�âÅï2âñçë
t → +0

�%êåÌñçë
t → ∞

ñçëæ|ï�ë%øÌé¹êêå-é�çéöù�é¹êëé�êëû^â
ûëüZâ
ñçëå-çêÿcü ú õwï�å-ó-ë%ìü ú ã2å-ó|ï�é �í-ó-å-ç�ì%í-ðªêé�æ ú ã2éöí7�á+ê�â äé¹êë%ìªëõ¹û#å-ü�å-î¹å!å-çëî¹ëê�âÅï2â
f(+0)

�
f(+∞)

ó�ñçé½ã2ñå|ï�å øÌé¹êëë¶ë^÷¢õ ú è�é¹õöí-ó-å-ó�â
êë%ì¶ü�å ø �êå�ó-ÿcäëõwï�ë%í-ð¶ñå 
�å-çü ú ï2â
ü

f(+0) = lim
p→∞

p F (p), f(+∞) = lim
p→0

p F (p).

�jó�â ã2ç�â|í ú çê�â|ì�
�å-çü ú ï2â�ê�â
ëæ-å|ï�ð
ù�é��¢õöí-é¹ñé¹êëªí-å-äêå-õöí-ë¨&¯®l(�ñçë t → 0
ë

t → ∞
ñçëó-å¹ã2ë%í

û ó-é¹çêÿcüZçéöò ú ï�ð í|â|í|â
üZï�ë%ù�ðÌã�ï�ì s = 1
�

Ì �����L�U�j��� ÛcÞàßàÛ �M�M�M� �LÛcÞàÞ����Í�àÙL�aÜ � � �i�!� Þ����Î� �M���W�J�
£Òñëõ¤â
êêÿcé²ó-ÿfù�é�ûó�â ã2ç�â|í ú çêÿcéL
�å-çü ú ï�ÿ å-æ-ç�â|è�é¹êë%ì å-æ|ï2â ã+â  í¢ó-ÿcõ¹å-û#å%� õöí-é¹ñé¹êð  í-å-äêå �õöí-ë���é¹õwï�ëàëõ¹û#å-ü�ÿ�� å-çëî¹ëê�âÅïà÷�å-çå
ù�å�ñçëæ|ï�ë%ø�â
éöí-õrì�
 ú êû	�ë%ìü�ë ó-ë#ã+â ts−1Q2n−1(t)

��£ ã2ê�â
û#å
í|â
û#å-é²ñçé½ã2ñå|ï�å øÌé¹êëé²êé�ó-õ¹é¹î¾ã+â¢õ¹ñç�â
ó-é½ã�ï�ëó-å	�
¤ â
û��óÌò â ã+â ä�âÅ÷¶ï�ëêé��êå%��ó
ì%ò¤û#å ú ñç ú î¹å-õöí-ëÏ� ¡7����å-ñëõ¹ÿcó�â  è�ë^÷ ê�â
ñç�ì%øÌé¹êêå-é�õ¹å-õöí-å ìêëé!ê�âå-õ¹êå-ó-é�å-ñçé½ã2éwï�ì  è�é¹î¹å¶õ¹å-å
í-êå
ù�é¹êë%ì¨Ð�å|ï�ð%�ü�â
ê�â ý ��å|ï�ð í-é¹çç�â¨& ñçå-õöí-ç�â
êõöí-ó-é¹êêÿcé�û#å-å-ç
ã2ë �ê�â|í-ÿ ã�ï�ìàñçå-õöí-å
í-ÿ å-ñ ú è�é¹êÿJ(

ε(t) =
1

E



σ(t) + β

t
∫

0

K(t − τ)σ(τ) dτ



 ,
&�p%(

õ¹ç�â
ó-êë%í-éwï�ð-êåZñçå-õöí-å�ê�âÅ÷�å¹ã�ì%í-õrì ë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êë%ì ñåuô!â
ñ^ï2â
õ ú çéöù�é¹êë	��& ã2é�
�å-çü�â��ë	� ε(t)
ë

ê�â
ñç�ì%øÌé¹êë	�
σ(t)

(Ïë%ò�õ¹å-å
í-ó-éöí-õöí-ó ú� è�ë^÷ ëê%í-é¹î¹ç�âÅï�ð-êÿ�÷ ú ç�â
ó-êé¹êë	�Ëó-ë#ã+â¨&�p%()��ªfâ
ü�ëHçéöù�é¹êë%ìü�é½ã�ï�é¹êêå ë%ò¤ü�é¹ê%ì  í-õrìHó-åªó-çé¹ü�é¹êëHë ã2å-ñ ú õ¹û^â  í¶÷�å-çå
ù�ëé�ñçëæ|ï�ë%øÌé¹êë%ìÝó-ë#ã+â ts−1Q(ta)
ñçë

0 < a < 1
��î¾ã2é

Q(t) ý êé¹û#å
í-å-çÿ��Ýü�êå-î¹å-ä^ï�é¹ê�� ¤ â
û^â|ìàõ¹ë%í ú â��ë%ì ÷#â
ç�â
û%í-é¹çê�â�ã�ï�ì¶ã�ï�ë%í-éwï�ð-êÿ�÷ñçå%�é¹õ¹õ¹å-ó!ã2é�
�å-çü�ëçå-ó�â
êë%ìÑ� ¡��	¢������Òò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êë%ì¶í|â
ûë^÷�
 ú êû	�ë	�àëü�é  í¢ó-ë#ã p−sR(p−a),
î¾ã2é

R(x) ý ü�êå-î¹å-ä^ï�é¹êàí-å%� øÌéjõöí-é¹ñé¹êë��2ä%í-å¢ë
Q(x)

�
��å-çü�âÅï�ð-êå ã�ï�ìÉå-æ-ç�â|è�é¹êë%ìuë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êë	�Éí|â
û#å-î¹åËó-ë#ã+âÝü�å øªêåÝëõ¹ñå|ï�ð
ò¤å-ó�â|í-ðËó-ÿfù�é¹å-ñë �õ¤â
êêÿcéM
�å-çü ú ï�ÿ å-æ-ç�â|è�é¹êë%ì ê�â
ëó-ÿcõöù�é���õöí-é¹ñé¹êë�í-å-äêå-õöí-ë���ñå|ï2â
îwâ|ì���ä%í-å a ≈ 1

�
Ò ã2çå

K
ã2å|ï�øªêåtëü�éöí-ð ëê%í-é¹î¹çëç ú é¹ü ú� å-õ¹å-æ-é¹êêå-õöí-ðpóËí-å-äû#é

t = 0
� ¡7���ÔÓ�â|è�é�ó-õ¹é¹î¹å ó

û^â äé¹õöí-ó-é²í|â
û#å-ó-å-î¹å¢æ-é¹ç ú íÌã2çå-æ-êå �R� û#õ¹ñå-êé¹ê	�ë�âÅï�ð-ê ú� 
 ú êû	�ë   �â
æ-å
í-êå-ó�â�� ¡7�

§
α(β, t) = tα

∞
∑

k=0

(βt1+α)k

Γ((1 + α)(1 + k))
, −1 < α ≤ 0.

&�q�(

ª�ñå-õ¹å-æ²å-ñçé½ã2éwï�é¹êë%ìªñ�â
ç�â
ü�éöí-çå-ójã2çå-æ-êå �R� û#õ¹ñå-êé¹ê	�ë�âÅï�ð-êå%�!
 ú êû	�ëëªñå²ë%ò¤ü�é¹çé¹êêå%�!
 ú êû ��ëë ñå|ï�ò ú äé¹õöí-ëÝå-ñëõ¤â
ê ó�ç�â
æ-å
í-é!� ¢�����jê%í-é¹î¹ç�âÅï å
í � í-å-î¹å!ì#ã2ç�â!ñå!ñå|ï ú å-õ¹ë t ≥ 0
ã2å|ï�øÌé¹ê¶æ-ÿfí-ð�û#å-êé¹äêÿcü���ã�ï�ì¶äé¹î¹å�êé¹å-æ¤÷�å¹ã2ëü�å

β < 0.
�jé ú ü�âÅï�ì%ìtå-æ
è�êå-õöí-ë��¦ã+âÅï�é¹é¢õ¹äë%í|â
é¹ü���ä%í-å β = −1,

ëtñ ú õöí-ðÝõ¹ëü�ó-å|ï©§
α(t)

å
ò¤ê�â ä�â
éöí
§

α(−1, t)
�
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�uê�â
õwï�é½ã2õöí-ó-é¹êêå%�¶ü�éw÷#â
êëû#éÏí-ó-é¹ç
ã2å-î¹å²í-éwï2â�ê�â
ç�ì#ã ú õ�
 ú êû	�ëé��¨&�q�(�ù�ëçå-û#å!ëõ¹ñå|ï�ð
ò ú éöí-õrìë�ëê%í-é¹î¹ç�âÅïtå
íªêé¹é!õ²ñé¹çé¹ü�é¹êêÿcü ó-é¹ç-÷%êëü ñçé½ã2éwï�å-üÅ� ¡��·®����$�²ï�ì å-æ|ï�é¹î¹äé¹êë%ìÝëõ¹ñå|ï�ð
ò¤å-ó�â
êë%ì
� í-ë^÷ ó-éwï�ëäëê�õ¹å-õöí|â
ó|ï�é¹êÿ í|â
æ|ï�ë	�ÿÖ
 ú êû	�ë	�×� ¡���®��

F1(α, x) = t−α §
α(t), F2(α, x) = t−α−1

t
∫

0

§
α(τ) dτ, x = tα+1.

£ ã2ê�â
û#åËñçë�çéöù�é¹êëë û#å-êûçéöí-êÿ�÷�ò â ã+â ä�êé¹å-æ¤÷�å¹ã2ëü�å óËñ�â
ümì%í-ðtó-ÿcäëõwï�ë%í-éwï�ð-êå%�Zü�â|ù�ëêÿ
ó-ó-å¹ã2ë%í-ð¢ä�â
õöí-ë � í-ë^÷ í|â
æ|ï�ë	����õ¹å-å
í-ó-éöí-õöí-ó ú� è�ëéÌê�â��#ã2é¹êêÿcü ñ�â
ç�â
ü�éöí-ç�â
ü*§

α ý 
 ú êû	�ë	����û#å �í-å-çÿcé ûÉí-å-ü ú øÌé¶ò â
ç�â
êé¹éàêéàë%ò¤ó-é¹õöí-êÿ_ë�å-ñçé½ã2éwï�ì  í-õrìZóËñçå%�é¹õ¹õ¹é çéöù�é¹êë%ì�ò â ã+â äëÖ& ëuóë%í-å-î¹éÏí|â
û#å-ó-ÿ�÷¶ó²í|â
æ|ï�ë	�éÒü�å øÌéöí�êéÏå-û^â|ò â|í-ð-õrì·()� � çëªë%ò¤ü�é¹êé¹êëë ñ�â
ç�â
ü�éöí-çå-ó�ñçë^÷�å¹ã2ë%í-õrì � í úç�â
æ-å
í ú ñçå¹ã2éwï�ÿcó�â|í-ð¢ò â
êå-ó-å	�ä%í-åªêé ú ã2å-æ-êå�ë õ¹å-ñç�ì%øÌé¹êå¢õ�ó-êé¹õ¹é¹êëé¹ü å
ù�ëæ-å-û���Òò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êë%ìàñå�ô!â
ñ^ï2â
õ ú 
 ú êû	�ëë¨§
α(t)

ë ëê%í-é¹î¹ç�âÅï2â¢å
í¢êé¹é²ç�â
ó-êÿ(õ¹å-å
í-ó-éöí-õöí-ó-é¹êêå
1

pa + 1
,

1

p(pa + 1)
, a = 1 + α.

� çëü�é¹êé¹êëéÏó-ÿfù�é¹å-ñëõ¤â
êêÿ�÷!�j�D�Mª ¤ ã�ï�ì�å-æ-ç�â|è�é¹êë%ì�í|â
ûë^÷�ë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êë	�¢æ ú ã2éöíÒã+â
ó�â|í-ð÷�å-çå
ù�ëé�çéöò ú ï�ð í|â|í-ÿ(ã�ï�ì¶ò¤ê�â äé¹êë	� ñ�â
ç�â
ü�éöí-ç�â a
�æ|ï�ë%ò¤ûë^÷àû é½ã2ëêë	�é���å¹ã2ê�â
û#å�ñçë ú ü�é¹êð
ù�é �êëë

a
ñå-î¹çéöù�êå-õöí-ðªü�éöí-å¹ã+â¢æ ú ã2éöíªó-å
ò¤ç�â
õöí|â|í-ð	��²ï�ì ú õöí-ç�â
êé¹êë%ì � í-å-î¹å êé½ã2å-õöí|â|í-û^â õwï�é½ã ú éöí ëõ¹ñå|ï�ð
ò¤å-ó�â|í-ð(å-æ-å-æ
è�é¹êêÿcéuûó�â ã2ç�â|í ú çêÿcé
�å-çü ú ï�ÿ ê�â
ëó-ÿcõöù�é���õöí-é¹ñé¹êë�í-å-äêå-õöí-ëÏ&�£+�j�D�Mª ¤ (fó-ë#ã+â

1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

epp−sϕ(p) dp ≈

n
∑

k=1

Akϕ(pk),
&�Ê%(

í-å-äêÿcé�ã�ï�ì4
 ú êû	�ë	� ϕ(p) = p−aj
�
j = 0, 1, . . . , 2n−1

�¤ë^ï�ëaã�ï�ì�å-çëî¹ëê�âÅï�å-ó ó-ë#ã+â
ts−1Q2n−1(t

a)
�

¤ â
ûëé4
�å-çü ú ï�ÿ ó-ó-é½ã2é¹êÿ ó�ç�â
æ-å
í-é�� p7�*ë ñå¹ã2çå-æ-êå�ëõ¹õwï�é½ã2å-ó�â
êÿ ó�õöí|â|í-ð-é?� q����� õöí|â|í-ð-é!� q��+ã2å-û^â|ò â
ê�â
���#�·Ø��#�j$ ��ÙgÚ Û$ÜÑÝ Þ7ß)Þ!à�Ý Þeá7âÖãÔÞFälå+æ7Û·çÑè2é;ê?á7â�Û·ç�Ý Þeà�ë�ç�ì0Û$Ü×ãíæ�ë�î�ï�ð�ñ

ϕ(p) = p−aj ò j =
0, 1, . . . , 2n − 1 ò ë·ó�Þeá�ô·Þeì7ð�å4Þ�ð�ì�Þ7õ0ÝDç�Ý Þeà�ë·Þ�ö�âí÷·ÞZÛ·ë·ó0ë�ð·ó4ì�ö�æ�ô¨ælõBÛgÞ7ö�ð�ñgøù ãÔÞFälå+æ7Û·ç¨è2é;ê ù ð�ë�Ý óRä·÷·ÞZÛ$Ü�ï�ð·Þeë�ë�çeÜ$ú

ù ÷·Þ7õ0ÝiägÞ7ó0ë�ë�âíñ¨÷·ÞDæ�û�Û·çeå�ãÔÞFälå+æ7Û·âÅè2é;êLå+ë·Þ7ß)Þeà�Ûgó0ë

ωn(x) =

n
∏

k=1

(

x − p−a
k

)

æ�ì�Þ7ö�Ûgó0Ý ö�ÞFä$Ü·ó0ÝüælõBÛgÞ7ö�ð�Ü�å
c+i∞
∫

c−i∞

epp−sωn(p
−a)p−am dp = 0, m = 0, 1, . . . , n − 1.

��å-û^â|ò â
êå!� q����-ä%í-å²í|â
û#å%�ªü�êå-î¹å-ä^ï�é¹ê¢õ ú è�é¹õöí-ó ú éöí�ë¢å-ñçé½ã2éwï�ìéöí-õrì å¹ã2êå
ò¤ê�â äêå	�#â�é¹î¹å²û#å-çêë��í7��é�� ú òöï�ÿ¥£+�j�D�Mª ¤ � ú ã2å-ó|ï�éöí-ó-å-ç�ì  íËêé¹ç�â
ó-é¹êõöí-ó�â
üý��� (p a
k) > 0

�
k = 1, 2, . . . , n

�@£aí-ü�éöí-ëü��
ä%í-å ú òöï�ÿZë�û#å � 
4
�ë	�ëé¹ê%í-ÿ
�å-çü ú ï�ÿ¬&�Ê%(�õ ú í-ð²û#å-ü�ñ^ï�é¹û#õ¹êÿcéÏäëõwï2â$��§.í-ë�
�å-çü ú ï�ÿ�å-û^â|ò âÅï�ëõ¹ðó-é¹õ¹ð-ü�â � 
4
�é¹û%í-ëó-êÿcü�ëÝñçë çéöù�é¹êëë�ò â ã+â ä ï�ëêé��êå%� ó
ì%ò¤û#å ú ñç ú î¹å-õöí-ë¦� ¢����



°²±g³2´	µ·¶7¸�¹%º	»i³j¼	zl¶)½·¾�¶l¿)À�¾Áº	»i³LÂ4y0¾ÁÃÄÀ�¸�»Åy%x0¾�¶�Æ ³2º	µ$w�±�¾�³�y%x0¾�¶�Çey7zl¶�º	µ$w�ÈL¶�±$¸g¶�É0¶ �eo%þ

��ç ú î¹å%� õ¹ñå-õ¹å-æ�ñå-õöí-çå-é¹êë%ì�ñçëæ|ï�ë%øÌé¹êêÿ�÷ ü�éöí-å¹ã2å-ó¢å-æ-ç�â|è�é¹êë%ìàñçé¹å-æ-ç�â|ò¤å-ó�â
êë%ì ô!â
ñ^ï2â �õ¤â¶õ¹å-õöí-å-ë%í ó¢ã2é�
�å-çü�â��ëëËû#å-ê%í ú ç�âàëê%í-é¹î¹çëçå-ó�â
êë%ìtó?
�å-çü ú ï�éÌå-æ-ç�â|è�é¹êë%ìËñçëHêé¹û#å
í-å-çÿ�÷ñçé½ã2ñå|ï�å øÌé¹êë%ì^÷ å�ñå-ó-é½ã2é¹êëë�ë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êë%ì��
� çëó-é½ã2é¹êêÿcépó-ÿfù�é ñçé¹å-æ-ç�â|ò¤å-ó�â
êë%ì ô!â
ñ^ï2â
õ¤â©
 ú êû	�ëëÅ§

α(t)
ë ëê%í-é¹î¹ç�âÅï2âZå
í êé¹étêé

ëü�é  íªå-õ¹å-æ-é¹êêå-õöí-é���ê�â�û#å-ü�ñ^ï�é¹û#õ¹êå%��ñ^ï�å-õ¹û#å-õöí-ë C \ R−

õ�ç�â|ò¤çéöò¤å-ü óÅã2å|ï�ð�ñå|ï ú ñç�ìü�å%�

R− = {p ∈ C : ÿ�� (p) = 0,
���

(p) ≤ 0}.

��â|ù�ë ë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êë%ì
F (p)


²â
û%í-ëäé¹õ¹ûë�ò â
ó-ëõrì%íªå
í
pa,

í7��é��
F (p) = Φ1(p

a).��ó-é½ã2é¹üZó¢ç�â
õ¹õ¹ü�å
í-çé¹êëéL
 ú êû	�ëë

F±(t) = Φ1(t
a exp(±iaπ)), t > 0.

£Òäé¹ó-ë#ã2êå	�
F+(t) = F−(t)

ó¢õ¹ë^ï ú ó-éöè�é¹õöí-ó-é¹êêå-õöí-ë¨
 ú êû	�ëë � å-çëî¹ëê�âÅï2â$���å-õ¹ñå|ï�ð
ò ú é¹ü�õrìÝñå|ï ú äé¹êêÿcü ó�ç�â
æ-å
í-é!� Ê7��õwï�é½ã ú� è�ëü çéöò ú ï�ð í|â|í-å-ü�����#�·Ø��#�j$p/�Ù��Mælõ0Ý���ö�âí÷·ÞZÛ·ë·ó0ë�âælõBÛgÞ7ö�ð�Ügø
&��+(

F (p) = o
&B�7( ÷�ä·ð

|p| → ∞ ò F (p) = o(|p|−1)
÷�ä·ð

|p| → 0
älç%ö�ë·Þ2å4óRä·ë·Þ�öLÛ	��á�Þ2åËõ�ó0î�Ý ÞFägó

| arg p| < π − η ò π > η > 0
ú

&�Ð�( õ0æ�
 ó�õ0Ý ö�æló0Ý
ε > 0

ÝDç�îlÞ7ó ò à�Ý Þuì0Û$ÜÛ	��á�Þ7ß)Þ ϕ ò æ�ì�Þ7ö�Ûgó0Ý ö�ÞFä$Ü��
 ó�ß)ÞÏë·óRälç%ö�ó0ë·õ0Ý ö�æ
π − ε < ϕ ≤ π,

õ0÷�älç%ö�ó0ì0Û·ð·ö�â*õ�Þ7ÞeÝDë·Þ�� ó0ë�ð�Ü
F (r exp(±iϕ))

1 + r
∈ L1(R+), |F (r exp(±iϕ))| ≤ α(r),

ß2ì�ó
α(r)

ë·ó+û�ç%ö�ð·õ0ð�Ý#ÞeÝ
ϕ
ð

α(r) exp(−δr) ∈ L1(R+)
ì0Û$Ü�Û	��á�Þ7ß)Þ

δ > 0 ��� Þ7ß2ì7ç

f(x) = (L−1F )(x) =
1

π

∞
∫

0

e−xt ÿ�� F−(t) dt.
&�Õ�(

� ú õöí-ð F (p) = 1/(pa + 1)
�%í-å-î¾ã+â

ÿ�� F−(t) = ÿ�� 1

ta exp(−iπa) + 1
=

ta sin πa

1 + 2ta cos πa + t2a
,

í|â
û ä%í-åªó-ÿcñå|ï�êé¹êÿ ó-õ¹é ú õwï�å-ó-ë%ìàí-é¹å-çé¹ü�ÿÅ¡Ìë�
�å-çü ú ï2â'&�Õ�(�ã+â
éöí

§
α(x) =

sin πa

π

∞
∫

0

e−xt ta dt

1 + 2ta cos πa + t2a
=

= xa−1 sin πa

π

∞
∫

0

zae−z dz

z2a + 2zaxa cos πa + x2a
.

&�þ�(

� çë
x → 0

ñå-õwï�é½ã2êë	��ëê%í-é¹î¹ç�âÅï�óD&�þ�(¦õöí-çé¹ü�ë%í-õrì�û²ó-éwï�ëäëêé
Γ(1−a),

ë!õ ú äéöí-å-ü¨
�å-çü ú ï�ÿ
Γ(a)Γ(1 − a) = π/ sin πa

ñçë
x → 0

ë%ò²ñçé½ã2õöí|â
ó|ï�é¹êë%ì¦&�þ�(�ñå|ï ú ä�â
é¹ü*§
α(x) ≈ xa−1/Γ(a),

ä%í-å
õ¹å-ó-ñ�â ã+â
éöí¢õ�ñé¹çó-ÿcü ä^ï�é¹êå-üZç�ì#ã+â�&�q�()�
� å|ï�å øªëü

ga(x) =

x
∫

0

§
α(t) dt.

&B�eo�(
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�Òò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êëé � í-å%��
 ú êû	�ëë�ç�â
ó-êå

Ga(p) =
1

p(pa + 1)
.

�²ï�ì�êé¹é²êé²ó-ÿcñå|ï�ê%ìéöí-õrì ú õwï�å-ó-ëé�&��+(�í-é¹å-çé¹ü�ÿ{¡�& ñçë p → 0
ó-éwï�ëäëê�â

|Ga(p)|
õwï�ë%ù�û#å-ü

æ-ÿcõöí-çåªó-å
ò¤ç�â
õöí|â
éöíl()�
� çé½ã2õöí|â
ó-ëü

Ga(p)
ó¢ó-ë#ã2é

Ga(p) =
1

p
−

pa−1

pa + 1

&B�%�7(
ë ñå|ï�å øªëü

Qa(p) =
pa−1

pa + 1
.

&B�7¡%(
£Òæ-å
ò¤ê�â äëü�äé¹çéöò

qa(x)

 ú êû	�ë �� å-çëî¹ëê�âÅï�õ�ë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êëé¹üÏ&B�7¡%()�7��å-çü ú ï2âL&B�%�7(+å
ò¤ê�â ä�â
éöí7�ä%í-å

ga(x) = 1 − qa(x).�Òò¤å-æ-ç�â|øÌé¹êëé!&B�7¡%( ú ã2å-ó|ï�éöí-ó-å-ç�ìéöí ú õwï�å-ó-ë%ìüZí-é¹å-çé¹ü�ÿÅ¡��#ã�ï�ì êé¹î¹å¢ê�âÅ÷�å¹ã2ëü

ÿ�� F−(t) = ÿ�� ta−1 exp(−iπ(a − 1))

ta exp(−iπa) + 1
=

ta−1 sin πa

1 + 2ta cos πa + t2a
.

ª�ï�é½ã2å-ó�â|í-éwï�ð-êå	�

qa(x) =
sin πa

π

∞
∫

0

e−xt ta−1 dt

1 + 2ta cos πa + t2a
=

= xa sin πa

π

∞
∫

0

za−1e−z dz

z2a + 2zaxa cos πa + x2a
.

&B�e¢�(

�Òò å-ñçé½ã2éwï�é¹êë%ì¨&B�eo�(�ê�âÅ÷�å¹ã2ëü
ga(0) = 0,

ñå � í-å-ü ú êé¹å-æ¤÷�å¹ã2ëü�å qa(0) = 1.
� å¹ã2õöí|â
ó-ëó

x = 0ó ñé¹çó-ÿ��²ëê%í-é¹î¹ç�âÅï�ó ñçé½ã2õöí|â
ó|ï�é¹êëë�&B�e¢�(2ë�õ¾ã2éwï2â
ó ò â
ü�é¹ê ú ta = z,
ñçë#ã2é¹ü�ûjí|â
æ|ï�ëäêå-ü ú ï�é¹î¹û#åó-ÿcäëõwï�ìé¹ü�å-ü ú ëê%í-é¹î¹ç�âÅï ú ë�í|â
ûëü å-æ-ç�â|ò¤å-ü ú æ-é½ã2ëü�õrìªó�õ¹ñç�â
ó-é½ã�ï�ëó-å-õöí-ëªç�â
ó-é¹êõöí-ó�â qa(0) = 1ñçë ó-õ¹éw÷

a > 0.�Òí|â
û���ê�â|ù�ëtò â ã+â äë å-æ-ç�â|è�é¹êë%ìpñçé¹å-æ-ç�â|ò¤å-ó�â
êë%ìËô!â
ñ^ï2â
õ¤â õ¹ó-éwï�ëõ¹ð�û ó-ÿcäëõwï�é¹êë  ëê%í-é �î¹ç�âÅï�å-ó
§

α(x) = xa−1 sin πa

π

∞
∫

0

zae−z dz

z2a + 2zaxa cos πa + x2a
;

&B�I®l(

qa(x) = xa sin πa

π

∞
∫

0

za−1e−z dz

z2a + 2zaxa cos πa + x2a
.

&B�7p%(

�²ï�ìuë^÷uñçëæ|ï�ë%øÌé¹êêå-î¹åtó-ÿcäëõwï�é¹êë%ìZü�å øªêåHñçëü�é¹êë%í-ð ûó�â ã2ç�â|í ú çêÿcé�
�å-çü ú ï�ÿ í-ëñ�â� â ú õ¹õ¤â � Õ���õtó-é¹õ¹å-ü ô!â
î¹é¹çç�â zae−z ã�ï�ì(ñé¹çó-å-î¹åZëê%í-é¹î¹ç�âÅï2âZë(õtó-é¹õ¹å-ü za−1e−z ã�ï�ì(ó
í-å-çå �î¹å ëê%í-é¹î¹ç�âÅï2â$��£ ã2ê�â
û#å	��û^â
ûZå
í-ü�é¹ä�âÅï�å-õ¹ðpó-ÿfù�é��.õ ú ü�é¹êð
ù�é¹êëé¹ü a
í-å-äêå-õöí-ðÏ
�å-çü ú ï æ ú ã2éöí

ú ü�é¹êð
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