
Вычислительные технологии Том 11, № 2, 2006

СУЩЕСТВОВАНИЕ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ
ДИХОТОМИЙ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ

ВЫРОЖДЕННЫХ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ∗

В.Е. Федоров, М.А. Сагадеева

Челябинский государственный университет, Россия

e-mail: kar@csu.ru, sam@csu.ru

Sufficient conditions for the existence of invariant subspaces and exponential dichotomies
for some classes of the first order linear equations in Banach spaces that unsolved with
respect to the derivative are found. The obtained results are illustrated on the example of
the linearized system of equations describing the phase field.

Введение

Пусть U и F — банаховы пространства, оператор L ∈ L(U ;F) (линеен и непрерывен), опе-
ратор M ∈ Cl(U ;F) (линеен замкнут и плотно в U определен). Рассмотрим вырожденное
(ker L 6= {0}) операторно-дифференциальное уравнение

Lu̇(t) = Mu(t) (1)

и редуцируемое к нему с помощью известной замены [1] неавтономное уравнение

Lu̇(t) = a(t)Mu(t), (2)

a : R → R+. В теории устойчивости динамических и эволюционных дифференциаль-
ных уравнений важную роль играет понятие экспоненциальной дихотомии уравнения как
одной из моделей асимптотического поведения его решений [2, 3]. В данной работе иссле-
дован вопрос существования экспоненциальных дихотомий уравнений (1) и (2).

Известно, что единица разрешающей полугруппы вырожденного уравнения (1) обла-
дает нетривиальным ядром, которое называют ядром полугруппы [4, 5]. Всюду в даль-
нейшем будет предполагаться выполнение условия (L, p)-радиальности оператора M , из
которого, как показано в [6, 7], следует существование сильно непрерывной разрешаю-
щей полугруппы уравнения (1) с ядром, содержащим собственные и M -присоединенные
векторы оператора L высоты не больше p.

В более узких случаях существования аналитической группы или аналитической по-
лугруппы с аналогичным вырождением условия существования экспоненциальных дихо-
томий уравнения (1) на прямой получены в работах [8, 9].

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ и Правитель-
ства Челябинской области (грант № 04-01-б).
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При условии непрерывной обратимости оператора L уравнения (1), (2) редуцируются
к уравнению из класса

u̇(t) = A(t)u(t). (3)

К настоящему времени существует большое число работ, посвященных исследованию во-
просов существования экспоненциальных дихотомий уравнений вида (3) в бесконечномер-
ном случае [2, 3, 10–13].

Первые два параграфа носят вспомогательный характер, в них приведены необходи-
мые для дальнейшего изложения результаты, полученные ранее. Основные результаты
приведены в третьем и четвертом параграфах. В пятом эти результаты приложены к ис-
следованию линеаризованной системы уравнений фазового поля.

1. Относительно p-радиальные операторы и

разрешающие полугруппы

Сформулируем необходимые для дальнейшего изложения результаты. Обозначим

ρL(M) = {µ ∈ C : (µL − M)−1 ∈ L(F ;U)}, σL(M) = C \ ρL(M),

RL
µ(M) = (µL − M)−1L, LL

µ(M) = L(µL − M)−1, µ ∈ ρL(M),

RL
(λ,p)(M) =

p
∏

k=0

RL
λk

(M), LL
(λ,p)(M) =

p
∏

k=0

LL
λk

(M), (λ0, . . . , λp) ∈ (ρL(M))p+1,

U0 = ker RL
(µ,p)(M), F0 = ker LL

(µ,p)(M), L0 = L
∣

∣

U0 , M0 = M
∣

∣

domM∩U0 .

Замечание 1. Очевидно, что imL0 ⊂ F0, imM0 ⊂ F0.
Определение 1. Оператор M называется p-радиальным относительно оператора L

(короче, (L, p)-радиальным), если:
(i) ∃ω∈ R (ω, +∞) ⊂ ρL(M);
(ii) ∃K > 0 ∀µ = (µ0, µ1, . . . , µp) ∈ (ω, +∞)p+1 ∀n∈ N,

max{‖(RL
(µ,p)(M))n‖L(U), ‖(L

L
(µ,p)(M))n‖L(F)} ≤

K
p
∏

k=0

(µk − ω)n

.

Лемма 1 [7]. Пусть оператор M (L, p)-радиален. Тогда:
(i) множество ker RL

(µ,p)(M) состоит из собственных и M -присоединенных векторов
оператора L высоты не больше p;

(ii) существует оператор M−1
0 ∈L(F0;U0).

При условии (L, p)-радиальности оператора M введем обозначения H = M−1
0 L0,

J = L0M
−1
0 . Через U1 (F1) обозначим замыкание линеала imRL

(µ,p)(M) (imLL
(µ,p)(M)), а

через Ũ (F̃) — замыкание линеала U0+̇imRL
(µ,p)(M) (F0+̇imLL

(µ,p)(M)) в норме простран-

ства U (F).
Лемма 2 [7]. Пусть оператор M (L, p)-радиален. Тогда:
(i) операторы H и J нильпотентны степени не больше p;
(ii) Ũ = U0 ⊕ U1, F̃ = F0 ⊕F1.
Решением уравнения (1) будем называть вектор-функцию u(t)∈C1(R+;U), удовлетво-

ряющую этому уравнению на R+ = {0} ∪ R+.
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Определение 2. Замкнутое множество P ⊂ U называется фазовым пространством
уравнения (1), если:

(i) любое решение u(t) уравнения (1) лежит в P (поточечно);

(ii) для любого u0 из некоторого линеала
◦

P, плотного в P, существует единственное
решение задачи Коши

u(0) = u0 (4)

для уравнения (1).
Вместе с уравнением (1) рассмотрим эквивалентное ему при α∈ρL(M) уравнение

L(αL − M)−1ġ = M(αL − M)−1g. (5)

Теорема 1 [14]. Пусть оператор M (L, p)-радиален. Тогда фазовым пространством
уравнения (1) (уравнения (5)) является множество U1 (F1).

Отображение U(·) : R+ → L(U) называется разрешающей полугруппой уравнения (1),
если:

(i) U(s)U(t) = U(s + t) ∀s, t ∈ R+;
(ii) u(t) = U(t)u0 есть решение этого уравнения для любого u0 из некоторого плотного

в U линеала;
(iii) сужение единицы полугруппы на фазовое пространство P уравнения есть

U(0)
∣

∣

P
= I.

Полугруппу {U(t) ∈ L(U) : t ∈ R+} будем называть экспоненциально ограниченной с
константами C, ω, если ∃C > 0 ∃ω ∈ R ∀t ∈ R+ ‖U(t)‖L(U) ≤ Ceωt.

Теорема 2 [7]. Пусть оператор M (L, p)-радиален. Тогда существует экспонециально
ограниченная c константами K,ω из определения 1 и сильно непрерывная разрешающая
полугруппа уравнения (1) (уравнения (5)), рассматриваемого на подпространстве Ũ (F̃).

Замечание 2. Операторы полугруппы уравнения (1) (уравнения (5)) при t > 0 можно
представить в виде

U(t) = s- lim
k→∞

(

(

L −
t

k(p + 1)
M

)−1

L

)k(p+1)

,



F (t) = s- lim
k→∞

(

L

(

L −
t

k(p + 1)
M

)−1
)k(p+1)



 .

Замечание 3. Единицей полугруппы {U(t) ∈ L(Ũ) : t ∈ R+} ({F (t) ∈ L(F̃) : t ∈ R+})
является проектор P (Q) вдоль U0 (F0) на U1 (F1).

Замечание 4. В качестве плотного в U1 (F1) линеала допустимых начальных значений
задачи Коши для уравнения (1) (уравнения (5)) можно взять множество imRL

(µ,p+1)(M)

(imLL
(µ,p+1)(M)), на котором полугруппа {U(t)∈ L(Ũ) : t ∈ R+} ({F (t) ∈ L(F̃) : t ∈ R+})

дифференцируема в сильной топологии.

2. Относительно спектральная теорема

Приведенные в этом параграфе результаты получены в [15].
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Пусть выполнено условие

σL(M) = σL
1 (M) ∪ σL

2 (M), (B)

где σL
1 (M) и σL

2 (M) — непустые множества, такие, что существует замкнутый контур
Γ ⊂ ρL(M), ограничивающий область, внутри которой лежит σL

1 (M), а σL
2 (M) лежит вне

этой области.
Считаем контур Γ положительно ориентированным. Имеют смысл интегралы

S =
1

2πi

∫

Γ

RL
µ(M)dµ, T =

1

2πi

∫

Γ

LL
µ(M)dµ.

Лемма 3. Пусть выполнено условие (B). Тогда операторы S : U → U и T : F → F —
проекторы.

Положим ker S = U2, imS = U3, ker T = F2, imT = F3 и через Lk (Mk) обозначим
сужение оператора L (M) на Uk (domM ∩ Uk), k = 2, 3.

Теорема 3. Пусть выполнено условие (B). Тогда:
(i) Lk : Uk → Fk, k = 2, 3;
(ii) Mk : domM ∩ Uk → Fk, k = 2, 3;
(iii) σLk(Mk) = σL

k (M), k = 2, 3.

3. Инвариантные подпространства и экспоненциальная

дихотомия автономного уравнения

Перейдем к изложению основных результатов.
Лемма 4. Пусть оператор M (L, p)-радиален и выполнено условие (B). Тогда для

любого k ∈ N U3 ⊂ imRL
(µ,k)(M), F3 ⊂ imLL

(µ,k)(M).

Доказательство. Докажем утверждение о подпространстве U3. Используя аналог то-
ждества Гильберта

RL
µ(M) − RL

λ (M) = (λ − µ)RL
λ (M)RL

µ(M) (6)

и теорему о вычетах, для u ∈ U , λ ∈ ρL(M) получим

Su =
1

2πi

∫

Γ

(RL
λ (M) + (λ − µ)RL

λ (M)RL
µ(M))udµ =

=
RL

λ (M)

2πi

∫

Γ

(λ− µ)RL
µ(M)udµ = · · · =

(RL
λ (M))k+1

2πi

∫

Γ

(λ− µ)k+1RL
µ(M)udµ. ¤

Следствие 1. Пусть оператор M (L, p)-радиален и выполнено условие (B). Тогда
S = PS = SP , T = QT = TQ.

Доказательство. Возьмем в утверждении леммы 4 k = p, тогда imS ⊂ imRL
(µ,p)(M) ⊂

U1 = imP . Поэтому Su = PSu. По определению проекторов имеем

PSu = lim
k→∞

(kRL
k (M))p+1 1

2πi

∫

Γ

RL
µ(M)udµ = SPu.

Второе утверждение доказывается аналогично. ¤
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Определение 3. Пусть P — фазовое пространство уравнения (1). Множество
P1 ⊂ P называется инвариантным подпространством этого уравнения, если при любом
u0 из некоторого плотного в P1 линеала существует единственное решение u = u(t)
задачи (1), (4), причем u(t) ∈ P1 ∀t ∈ R+.

Теорема 4. Пусть оператор M (L, p)-радиален и выполнено условие (B). Тогда суще-
ствует не менее двух инвариантных подпространств уравнения (1) (уравнения (5)).

Доказательство. Согласно следствию 1 имеем (P − S)2 = P 2 − SP − PS + S2 =
P −2S +S = P −S. Поэтому P −S = P (I−S) = (I−S)P ∈ L(U) — проектор на некоторое
подпространство U4 ⊂ (U1∩U2). В силу тождеств S(P −S) = (P −S)S = O, P = S +P −S
имеем U1 = U3 ⊕ U4.

Согласно замечанию 3 верны соотношения: U(t) = U(t)P = U(t)S + U(t)(P − S). Ком-
мутирование операторов S и U(t) следует из тождества (6), замечания 2 и непрерывности
оператора S. Тогда для u0 ∈ U3 имеем U(t)u0 = U(t)Su0 = SU(t)u0 ∈ U3. Из теоремы 1,
замечания 4 и леммы 4 следует, что U3 – инвариантное подпространство уравнения (1).

Аналогично с заменой проектора S на P − S показывается инвариантность подпро-
странства U4. При этом начальные значения u0 можно брать из линеала imRL

(µ,p+1)(M)∩U4,

который плотен в U4, поскольку линеал imRL
(µ,p+1)(M) плотен в U1.

Таким же образом доказывается утверждение теоремы об уравнении (5), инвариант-
ными подпространствами которого являются F3, F4 = im(Q − T ). ¤

Определение 4. Пусть P — фазовое пространство уравнения (1), P = P1 ⊕ P2,
где Pk — инвариантные подпространства, k = 1, 2. Будем говорить, что уравнение (1)
имеет экспоненциальную дихотомию (или, короче, э-дихотомично) на J ⊂ R, если вы-
полняются следующие условия:

(i) ∃N1, ν1 > 0 ‖u1(t)‖ ≤ N1e
−ν1(s−t)‖u1(s)‖ ∀s, t ∈ J , s ≥ t;

(ii) ∃N2, ν2 > 0, ‖u2(t)‖ ≤ N2e
−ν2(t−s)‖u2(s)‖ ∀s ∈ J ∀t ∈ J ∩ [s, +∞),

где решения уравнения uk(t) ∈ Pk ∀t ∈ J , k = 1, 2.
Теорема 5. Пусть оператор M (L, p)-радиален, существует β > 0 такое, что

σL(M)∩ {µ ∈ C : −β ≤ Reµ ≤ β} = ∅ и множество σ+ = σL(M)∩ {µ ∈ C : Reµ > 0} огра-
ничено. Тогда уравнение (1) (уравнение (5)) имеет экспоненциальную дихотомию на R.

Доказательство. Из условий теоремы следует выполнение условия (B). Переобозна-
чим инвариантные многообразия U3 = U+, U4 = U−. Пусть L± = L

∣

∣

U±
, M± = M

∣

∣

domM±
,

domM± = domM ∩U±. Согласно теореме 3 L± ∈ L(U±;F±), M± ∈ Cl(U±;F±), σL±(M±) =
σ±, где σ− = σL(M) ∩ {µ ∈ C : Reµ < 0}. Отсюда следует, что оператор M+ (L+, σ)-
ограничен [4], а оператор M− (L−, p)-радиален с константой ω ≤ −β.

Введем обозначения U±(t) = U(t)
∣

∣

U±
. При доказательстве теоремы 4, в частности, по-

казано, что U±(t) ∈ L(U±). Из (L+, σ)-ограниченности оператора M+ и результатов [4]
следует, что полугруппа {U+(t) : t ∈ R+} аналитически продолжима до группы во всю
плоскость, а ее операторы представимы в виде

U+(t) =
1

2πi

∫

Γ

RL+

µ (M+)eµtdµ, t ∈ R,

где замкнутый контур Γ ограничивает σ+, как в условии (B).
Для u ∈ U1 имеем u = u+ + u−, u± ∈ U±. Так, если s ≥ t, то

u+(t) = U+(t − s)u+(s) =
1

2πi

∫

Γ

RL+

µ (M+)eµ(t−s)u+(s)dµ =



СУЩЕСТВОВАНИЕ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ ДИХОТОМИЙ 87

= e−ν1(s−t) 1

2πi

∫

Γ

RL+

µ (M+)e(µ−ν1)(t−s)u+(s)dµ.

Можно выбрать такой контур Γ, что ν1 = min{Reµ : µ ∈ Γ} > 0. Отсюда вытекает оценка

‖u+(t)‖ ≤ e−ν1(s−t) 1

2π

∫

Γ

‖RL+(M+)‖|dµ|‖u+(s)‖ ≤ e−ν1(s−t)N1‖u
+(s)‖.

Здесь использована непрерывность RL
µ(M) по µ на компакте Γ ⊂ ρL(M).

Далее, пусть t ≥ s, тогда u−(t) = U−(t − s)u−(s) и

‖u−(t)‖ ≤ N2e
−ν2(t−s)‖u−(s)‖.

В силу теоремы 2 здесь можно взять ν2 = β, N2 = K. Теорема доказана. ¤

4. Неавтономное уравнение

Рассмотрим задачу Коши (4) для уравнения

L u̇(t) = a(t)Mu(t), (7)

где a ∈ C(R; R+). Покажем, что для неавтономных уравнений такого вида пригодно по-
нятие фазового пространства.

Теорема 6. Пусть оператор M (L, p)-радиален, a ∈ C(R+; R+). Тогда фазовым про-
странством уравнения (7) является множество U1.

Доказательство. Сделав в (4), (7) замену

τ =

t
∫

0

a(z)dz ∈ R+, T =

+∞
∫

0

a(z)dz ≤ +∞, (8)

мы приходим к задаче Коши

L v̇(τ) = Mv(τ), τ ∈ [0, T ),

v(0) = u0.

Здесь v(τ) = u(ϕ(τ)), а t = ϕ(τ) – обратное к (8) преобразование, которое существует,
поскольку a(z) > 0, и поэтому функция τ(t) монотонно возрастает. По теореме 1 получим
требуемое. ¤

Теорема 7. Пусть оператор M (L, p)-радиален, существует β > 0 такое, что
σL(M) ∩ {µ ∈ C : −β ≤ Reµ ≤ β} = ∅, множество σ+ = σL(M) ∩ {µ ∈ C : Reµ > 0}
ограничено, а для функции a ∈ C(R; R+) выполняется inf

z∈R

a(z) > 0. Тогда уравнение (7)

имеет экспоненциальную дихотомию на R.
Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 6, воспользуемся заменой (8),

подразумевая теперь, что переменная t, а значит, и τ могут принимать любые отрица-
тельные значения. Понятно, что упомянутые прежде подпространства U+ и U− являются
инвариантными и для уравнения (7). Для v(τ) ∈ U1 имеем v(τ) = v+(τ)+v−(τ), v±(τ) ∈ U±.
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По теореме 5, если τ ≤ ζ, то ‖v+(τ)‖ ≤ N1e
−ν1(ζ−τ)‖v+(ζ)‖ при некоторых N1, ν1 > 0 и по-

этому для t = ϕ(τ) ≤ s = ϕ(ζ)

‖u+(t)‖ = ‖v+(τ)‖ ≤ N1e
−ν1

sR
t

a(z)dz
‖v+(ζ)‖ = N1e

−ν1a(r1)(s−t)‖u+(s)‖ ≤

≤ N1e
−ν3(s−t)‖u+(s)‖,

где r1 ∈ (t, s) по теореме о среднем; ν3 = ν1 inf
z∈R

a(z).

Аналогичным образом для s ∈ R, t ∈ [s, +∞) получим

‖u−(t)‖ ≤ N2e
−ν2

tR
s

a(z)dz
‖u−(s)‖ = N2e

−ν2a(r2)(t−s)‖u−(s)‖ ≤

≤ N2e
−ν4(t−s)‖u−(s)‖,

r2 ∈ (s, t), ν4 = ν2 inf
z∈R

a(z). ¤

5. Экспоненциальные дихотомии линеаризованной

системы уравнений фазового поля

Рассмотрим систему уравнений

θt(x, t) + ϕt(x, t) = ∆θ(x, t), (x, t) ∈ Ω × R+; (9)

∆ϕ(x, t) + αϕ(x, t) + βθ(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω × R+, (10)

снабженную граничными условиями

∂θ

∂n
(x, t) + λθ(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × R+; (11)

∂ϕ

∂n
(x, t) + λϕ(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × R+, (12)

которая является линеаризацией в нуле системы уравнений фазового поля, описывающих
в рамках мезоскопической теории фазовые переходы первого рода [16, 17]. Здесь Ω ⊂ R

s —
ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞, λ ∈ R, α, β ∈ C. Искомыми функциями
являются θ(x, t), ϕ(x, t).

Редуцируем систему (9)–(12) к уравнению (1). Сначала сделаем замены θ(x, t)+ϕ(x, t) =
u(x, t), ϕ(x, t) = v(x, t). Тогда система примет вид

ut(x, t) = ∆u(x, t) − ∆v(x, t), (x, t) ∈ Ω × R+; (13)

∆v(x, t) + (α − β)v(x, t) + βu(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω × R+; (14)

∂u

∂n
(x, t) + λu(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × R+; (15)

∂v

∂n
(x, t) + λv(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × R+. (16)
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Возьмем U = F = (L2(Ω))2,

L =

(

I O

O O

)

, M =

(

∆ −∆
βI (α − β)I + ∆

)

,

domM =

{

(u, v)∈(H2(Ω))2 :

(

∂

∂n
+ λ

)

u(x) =

(

∂

∂n
+ λ

)

v(x) =0, x ∈ ∂Ω

}

.

Тем самым опpеделены опеpатоpы L ∈ L(U), M ∈ Cl(U). Причем ker L = {0} × L2(Ω).

Обозначим Aw = ∆w, domA = {w ∈ H2(Ω) :
∂w

∂n
(x) + λw(x) = 0, x ∈ ∂Ω}. Через

{ϕk : k ∈ N} обозначим ортонормированные в смысле скалярного произведения 〈·, ·〉 в
L2(Ω) собственные функции оператора A, занумерованные по невозрастанию собственных
значений {λk : k ∈ N} с учетом их кратности.

Теорема 8. Пусть β − α /∈ σ(A). Тогда оператор M (L, 0)-радиален.

Доказательство. Используя разложение по базису {ϕk : k ∈ N}, нетрудно получить
операторы

µL − M =

(

µI − ∆ ∆
−βI (β − α)I − ∆

)

,

(µL − M)−1 =













∞
∑

k=1

(β − α − λk)〈·, ϕk〉ϕk

µ(β − α) + (α − µ)λk + λ2
k

∞
∑

k=1

−λk〈·, ϕk〉ϕk

µ(β − α) + (α − µ)λk + λ2
k

∞
∑

k=1

β〈·, ϕk〉ϕk

µ(β − α) + (α − µ)λk + λ2
k

∞
∑

k=1

(µ − λk)〈·, ϕk〉ϕk

µ(β − α) + (α − µ)λk + λ2
k













∈ L(U),

RL
µ(M) =



















∞
∑

k=1

〈·, ϕk〉ϕk

µ −
(α + λk)λk

α + λk − β

O

∞
∑

k=1

β〈·, ϕk〉ϕk

(β − α − λk)

(

µ −
(α + λk)λk

α + λk − β

) O



















∈ L(U),

LL
µ(M) =









∞
∑

k=1

〈·, ϕk〉ϕk

µ −
(α + λk)λk

α + λk − β

∞
∑

k=1

−λk〈·, ϕk〉ϕk

(β − α − λk)

(

µ −
(α + λk)λk

α + λk − β

)

O O









∈ L(U).

Поскольку последовательности {β(β − α − λk)
−1} и {−λk(β − α − λk)

−1} ограничены, а
последовательность {(α + λk)λk(α + λk − β)−1} ограничена справа, то существует K > 0
такое, что для всех

µ > ω = max
k∈N

(α + λk)λk

α + λk − β

max
{

‖RL
µ(M)‖L(U), ‖L

L
µ(M)‖L(U)

}

≤
K

|µ − ω|
.
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Найдем полугруппу системы (13)–(16) по формуле

U(t) = s − lim
n→∞

(

(n/t)RL
n/t(M)

)n

(см. [5, 7]). Имеем

(

(n/t)RL
n/t(M)

)n
=



















∞
∑

k=1

(n/t)n〈·, ϕk〉ϕk
(

n

t
−

(α + λk)λk

α + λk − β

)n O

∞
∑

k=1

β(n/t)n〈·, ϕk〉ϕk

(β − α − λk)

(

n

t
−

(α + λk)λk

α + λk − β

)n O



















,

поэтому

U(t) =

















∞
∑

k=1

exp

(

(α + λk)λkt

α + λk − β

)

〈·, ϕk〉ϕk O

∞
∑

k=1

βexp

(

(α + λk)λkt

α + λk − β

)

β − α − λk

〈·, ϕk〉ϕk O

















.

Полученная полугруппа вырождается на ядре оператора L. Фазовым пространством си-
стемы (13)–(16) является подпространство

U1 = {(u, β(β − α − A)−1u) ∈ (L2(Ω))2 : u ∈ L2(Ω)}.

Введем обозначение µk =
(α + λk)λk

α + λk − β
.

Теорема 9. Пусть β − α,−α, 0 /∈ σ(A) и существуют такие λk, что Reµk > 0. Тогда
система (13)–(16) имеет экспоненциальную дихотомию.

Доказательство. Нетрудно показать, что σL(M) = {µ ∈ C : µ = µk}. Из доказа-
тельства теоремы 8 следует, что в правой полуплоскости чисел µk конечное количество.
Поэтому условия теоремы 5 выполняются в силу дискретности спектра σ(A), а значит, и
относительного спектра σL(M). ¤

Замечание 5. Очевидно, что

U+ = span{ϕk : Reµk > 0}, U− = span{ϕk : Reµk < 0},

U+(t) =

















∑

k:Reµk>0

exp

(

(α + λk)λkt

α + λk − β

)

〈·, ϕk〉ϕk O

∑

k:Reµk>0

βexp

(

(α + λk)λkt

α + λk − β

)

β − α − λk

〈·, ϕk〉ϕk O

















,

U−(t) =

















∑

k:Reµk<0

exp

(

(α + λk)λkt

α + λk − β

)

〈·, ϕk〉ϕk O

∑

k:Reµk<0

βexp

(

(α + λk)λkt

α + λk − β

)

β − α − λk

〈·, ϕk〉ϕk O

















.
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В рассматриваемой системе уравнение (13) заменим на уравнение

b(t)ut(x, t) = ∆u(x, t) − ∆v(x, t), (x, t) ∈ Ω × R+, (17)

где b(t) > 0 — скалярная функция.
Следствие 2. Пусть β − α,−α, 0 /∈ σ(A), существуют такие λk, что Reµk > 0,

функция b ∈ C(R; R+) ограничена. Тогда система (14)–(17) имеет экспоненциальную
дихотомию.

Доказательство. Система (14)–(17) редуцируется к уравнению (7) с функцией a(t) =
1/b(t), которая удовлетворяет условиям теоремы 7 в силу положительности и ограничен-
ности функции b(t). ¤

Замечание 6. Эволюционный процесс [2, 11] неавтономной системы (14)–(17) имеет
вид

U(t, s) =























∞
∑

k=1

exp





(α + λk)λk

α + λk − β

t
∫

s

dτ

b(τ)



 〈·, ϕk〉ϕk O

∞
∑

k=1

βexp





(α + λk)λk

α + λk − β

t
∫

s

dτ

b(τ)





β − α − λk

〈·, ϕk〉ϕk O























, s ≤ t.
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