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An iteration scheme for the numerical solution of stationary Navier — Stocks equations
written for the velocity and pressure variables is discussed. For the suggested algorithm,
the convergence of the iteration procedure has been proved. In the case of Stocks linear
problem, it has been proved that the convergence rate does not depend on the number of
grid knots.

В прямоугольной области D = {0 ≤ xα ≤ lα, α = 1, 2, ..., N} рассмотрим систему урав-
нений Навье — Стокса

(

~U,∇
)

~U + gradp = ν∆~U + ~f, (1)

div ~U = 0 (2)

с краевыми условиями
~U

∣

∣

∣

∂D
= 0, (3)

где ~U = (U1, U2, ..., UN ) — вектор скорости; ~f = (f1, f2, ..., fN ) — вектор-функция источни-
ков; p — давление; ν — коэффициент вязкости; N = 2, 3 — пространственная размерность
задачи.

Для численного решения дифференциальной задачи (1)–(3) широко используются ите-
рационные схемы, основанные на идее “слабой сжимаемости”, впервые предложенной в
работе [1]. Основная идея этого метода состоит в том, что уравнение неразрывности регу-
ляризуется уравнением вида

ε
∂p

∂t
+ div~U = 0, (4)

где ε > 0 — числовой параметр.
Информацию об итерационных схемах, применяемых для решения задачи (1)–(3) с

использованием уравнения (4), можно найти в работе [2].
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Для численного решения задачи (1)–(3) конечно-разностным методом рассмотрим ите-
рационную схему вида

Un+1
m − Un

m

τ
+ Lh,m

~Un+1
m + (pn − τ0divh

~Un)xm
= ν∆hU

n+1
m + τ0δ(U

n+1
m − Un

m)xmx̄m
+ fm, (5)

m = 1, 2, ..., N,
pn+1 − pn

τ0

+ divh
~Un+1 = 0 (6)

с однородными краевыми условиями

~Un+1
∣

∣

∣

∂Dh

= 0, (7)

где τ , τ0, δ — положительные итерационные параметры. Здесь и в далее приняты общеиз-
вестные обозначения из теории разностных схем [3].

Предполагается, что компоненты вектора скорости Um, m = 1, N , определены в узлах
соответствующих сеток:

Dh,m = {(l1h, l2h, ..., lm−1h, (lm + 1/2)h, lm+1h, ..., lNh),

lk = 0,M, k 6= m, lm = 0,M − 1, Mh = 1
}

,

а значения давления — в узлах сетки

Dh = {(l1h, l2h, ..., lNh), lk = 0,M − 1, k = 1, N }.

Также предполагается, что операторы ÃLh,m, m = 1, N , соответствующие аппроксима-
ции конвективных членов, являются энергетически “нейтральными”, т. е.

(Lh,mUm, Um) = 0 ∀m = 1, N. (8)

Для удовлетворения условию (8), например для N = 2, выбираем ÃLh,1 следующим
образом:

Lh,1(U)k+1/2l =
1

2h1

(ak+1lUk+3/2l − aklUk−1/2l)+

+
1

2h2

(bk+1/2l+1/2
Uk+1/2l+1 − bk+1/2l−1/2

Uk+1/2l−1),

где
ak+1l = 0, 5(Uk+3/2l + Uk+1/2l); bk+1/2l+1/2

= 0, 5(Vk+1l+1/2
+ Vkl+1/2

).

Для получения априорных оценок для итераций (5)–(7) умножим соотношение (5) на
2τUn+1

m , просуммируем по внутренним узлам соответствующих сеток Dh,m и, используя
формулы суммирования по частям, запишем

∥

∥

∥

~Un+1 − ~Un
∥

∥

∥

2

+
∥

∥

∥

~Un+1
∥

∥

∥

2

−
∥

∥

∥

~Un
∥

∥

∥

2

+ 2τ(pn − τ0divh
~Un, divh

~Un+1)+

+2τν
∥

∥

∥
∇h

~Un+1
∥

∥

∥

2

+ 2ττ0δ
∑

m

(Un+1
m,xm

− Un
m,xm

, Un+1
m,xm

) = 2τ(~f, ~Un+1).

Отсюда, учитывая соотношение (7), получим
∥

∥

∥

~Un+1
∥

∥

∥

2

−
∥

∥

∥

~Un
∥

∥

∥

2

+
∥

∥

∥

~Un+1 − ~Un
∥

∥

∥

2

+
2τ

τ0

(pn+1 − pn, pn) + ττ0(
∥

∥

∥
divh

~Un+1
∥

∥

∥

2

+

+
∥

∥

∥
divh

~Un
∥

∥

∥

2

−
∥

∥

∥
divh(~U

n+1 − ~Un)
∥

∥

∥

2

) + 2τν
∥

∥

∥
∇h

~Un+1
∥

∥

∥

2

+

+ττ0δ
∑

m

(
∥

∥Un+1
m,xm

∥

∥

2
−

∥

∥Un
m,xm

∥

∥

2
+

∥

∥Un+1
m,xm

− Un
m,xm

∥

∥

2
) ≤ 2τ

∣

∣

∣
(~f, ~Un+1)

∣

∣

∣
. (9)
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Надо отметить, что

(pn+1 − pn, pn) = 0.5

(

‖pn+1‖
2
− ‖pn‖2 − τ 2

0

∥

∥

∥
divh

~Un+1
∥

∥

∥

2
)

,
∥

∥

∥
divh(~U

n+1 − ~Un)
∥

∥

∥

2

≤ N
∑

m

∥

∥Un+1
m,x̄m

− Un
m,x̄m

∥

∥

2
.

С учетом этих замечаний из энергетического тождества (9) получим следующее нера-
венство:

En+1 + ττ0

∥

∥

∥
divh

~Un
∥

∥

∥

2

+ 2ντ
∥

∥

∥
∇h

~Un+1
∥

∥

∥

2

+ ττ0 (δ − N)
∑

m

∥

∥Un+1
m,x̄m

− Un
m,x̄m

∥

∥

2
≤

≤ 2τ
∣

∣

∣
(~f, ~Un+1)

∣

∣

∣
+ En,

где

En =
∥

∥

∥

~Un
∥

∥

∥

2

+
τ

τ0

‖pn‖2 + ττ0δ
∑

m

∥

∥Un
m,x̄m

∥

∥

2
.

Отсюда легко получится неравенство

En+1 + ττ0

∥

∥

∥
divh

~Un
∥

∥

∥

2

+ 2ντ(1 − ε)
∥

∥

∥
∇h

~Un+1
∥

∥

∥

2

+ ττ0 (δ − N)
∑

m

∥

∥Un+1
m,x̄m

− Un
m,x̄m

∥

∥

2
≤

≤ En +
τ

2εν

∥

∥

∥

~f
∥

∥

∥

(−2h)
,

справедливое при ∀ ε > 0, где

∥

∥

∥

~f
∥

∥

∥

(−2h)
= sup

∀ϕ 6=0

|(f, ~ϕ)|

‖∇h~ϕ‖
.

Выбирая ε, δ, удовлетворяющие неравенствам

1 − ε ≥ ε0 > 0, δ − N ≥ δ0 > 0,

окончательно получаем следующую оценку ограниченности итерации (5)–(7):

En+1 + ττ0

∥

∥

∥
divh

~Un
∥

∥

∥

2

+ 2ντε0

∥

∥

∥
∇h

~Un+1
∥

∥

∥

2

+
∥

∥

∥

~Un+1 − ~Un
∥

∥

∥

2

+

+ττ0δ0

∑

m

∥

∥Un+1
m,x̄m

− Un
m,x̄m

∥

∥

2
≤ En +

τ

2εν

∥

∥

∥

~f
∥

∥

∥

(−2h)
. (10)

Заметим, что в случае отсутствия источников (~f = 0) из неравенства (10) следует, что
{En, n = 0, 1, ...} является монотонно невозрастающей числовой последовательностью и
имеет конечный предел

lim
n→∞

En = E∗ ≤ E0 < ∞.

Следовательно, рассматривая неравенство (10) при n → ∞, убеждаемся в том, что

lim
n→∞

∥

∥

∥
divh

~Un
∥

∥

∥
= 0,

lim
n→∞

∥

∥

∥
∇h

~Un
∥

∥

∥
= 0,

lim
n→∞

∥

∥

∥

~Un+1 − ~Un
∥

∥

∥
= 0,
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т. е. при любом задании начальных значений ~U0, p0 итерации при n → ∞ сходятся к нуле-
вому решению. В линейном случае из оценки неравенства (10) также следует сходимость
итераций (5)–(7) к решению соответствующей стационарной задачи Стокса.

Исследуем скорость сходимости итерационного алгоритма (5)–(7) в случае линейной
задачи Стокса. Тогда разностное соотношение для погрешности решения будет иметь вид

zn+1
m − zn

m

τ
+ (πn − τ0divh~z

n)xm
= ν∆hz

n+1
m + τ0δ(z

n+1
m − zn

m)xmx̄m
, (11)

πn+1 − πn

τ
+ divh~z

n+1 = 0, (12)

где
~zn

m(x) = Un
m(x) − Um(x), x ∈ Dh,m,

πn = pn − p(x), x ∈ Dh.

Для задачи (11), (12) поступаем, как и в случае получения априорной оценки (10).
Можно показать справедливость следующего неравенства:

‖~zn+1‖
2
+ ττ0‖divh~z

n‖2 + 2ντ ‖∇h~z
n+1‖

2
+ ‖~zn+1 − ~zn‖

2
+

+ττ0 (δ − N)
∑

m

∥

∥zn+1
m,x̄m

− zn
m,x̄m

∥

∥

2
+ ττ0δ

∑

m

∥

∥zn+1
m,x̄m

∥

∥

2
+

τ

τ0

‖pn+1‖
2
≤

≤ ‖~zn‖2 +
τ

τ0

‖pn‖2 + ττ0δ
∑

m

∥

∥zn
m,x̄m

∥

∥

2
. (13)

Далее воспользуемся “inf-sup” неравенством [4]

c0‖p‖L2(Dh) ≤ sup
∀ v 6=0

|(p, divh~v)|

‖∇~v‖
, (14)

которое справедливо при ∀p ∈ L2(Dh), удовлетворяющем дополнительному условию
∑

Dh

p(x) = 0.

Как и в работе [5], оценим норму ‖πn‖ из уравнения (11). Умножая обе части (11)

скалярно в ÃL2 на ~ϕ , где ~ϕ ∈
0

W
1

2, получим

(πn, divh~ϕ) = τ0(divh~z
n, divh~ϕ) + ν(∇h~z

n+1,∇~ϕ)+

+τδ0

∑

m

(zn+1
m,x̄m

− zn
m,x̄m

, ϕm,x̄m
) −

1

τ
(~zn+1 − ~zn, ~ϕ).

Поделив обе части этого соотношения на ‖∇~ϕ‖ и оценивая правую часть по неравенству
Коши — Буняковского, запишем

τ
|(πn, div ~ϕ)|

‖∇~ϕ‖
≤ M(ττ0‖divh~z

n‖ + ντ
∥

∥∇h~z
n+1

∥

∥ + ττ0δ
∑

m

∥

∥zn+1
m,x̄m

− zn
m,x̄m

∥

∥ +
∥

∥~zn+1 − ~zn
∥

∥),

где M < ∞ — положительная константа, которая не зависит от итерационных параметров
и шагов пространственной сетки. Отсюда с учетом неравенства (14) получим

τ 2c2
0‖π‖

2 ≤ M(
∥

∥~zn+1 − ~zn
∥

∥

2
+ ττ0‖divh~z

n‖ + ντ
∥

∥∇h~z
n+1

∥

∥

2
+ ττ0δ

∑

m

∥

∥zn+1
m,x̄m

− zn
m,x̄m

∥

∥

2
),
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где M = M2(1 + ττ0 + ντ + ττ0δN).
Умножая последнее неравенство на β > 0 и складывая с неравенством (13), получим

‖~zn+1‖
2
+ ττ0(1 − βM)‖divh~z

n‖2 + (1 − βM)‖~zn+1 − ~zn‖
2
+ (2 − βM)ντ‖∇h~z

n+1‖
2
+

+ττ0

(

δ − N − βδM
)
∑

m

∥

∥zn+1
m,x̄m

− zn
m,x̄m

∥

∥

2
+ ττ0δ

∑

m

∥

∥zn+1
m,x̄m

∥

∥

2
+

τ

τ0

‖pn+1‖
2
≤

≤ ‖~zn‖2 +
τ

τ0

(1 − ττ0c
2
0)‖p

n‖2 + ττ0δ
∑

m

∥

∥zn
m,x̄m

∥

∥

2
. (15)

Далее воспользуемся неравенствами

d1

∥

∥~zn+1
∥

∥ ≤
∥

∥∇h~z
n+1

∥

∥,
∑

m

∥

∥~zn+1
m,xm

∥

∥ ≤
∥

∥∇h~z
n+1

∥

∥,

где 0 < d1 < ∞ — равномерно ограниченная, не зависящая от параметров итерации и ша-
гов пространственной сетки константа. С учетом этих замечаний из (15) можем получить

(1 + τνε1d1)‖~z
n+1‖

2
+ (1 − βM)(‖~zn+1 − ~zn‖

2
+ ττ0‖divh~z

n‖2)+

+(ττ0δ + ντε2)
∑

m

∥

∥zn+1
m,x̄m

∥

∥

2
+ (2 − ε1 − ε2 − βM)ντ‖∇h~z

n+1‖
2
+

+
τ

τ0

‖pn+1‖
2
+ ττ0

(

δ − N − βδM
)
∑

m

∥

∥zn+1
m,x̄m

− zn
m,x̄m

∥

∥

2
≤

≤ ‖~zn‖2 +
τ

τ0

(1 − ττ0c
2
0)‖p

n‖2 + ττ0δ
∑

m

∥

∥zn
m,x̄m

∥

∥

2
. (16)

Затем выбираем β, ε1, ε2 таким образом, чтобы выполнялись неравенства

1 − Mβ ≥ 0, 2 − ε1 − ε2 − Mβ ≥ 0, ττ0(δ − N − δMβ) ≥ 0. (17)

Тогда из неравенства (16) следует, что

(1 + τνε1d1)‖~z
n+1‖

2
+ ττ0δ

(

1 +
νε2

τ0δ

)

∑

m

∥

∥zn+1
m,x̄m

∥

∥

2
+

τ

τ0

‖pn+1‖
2
≤

≤ ‖~zn‖2 +
τ

τ0

(1 − ττ0c
2
0)‖p

n‖2 + ττ0δ
∑

m

∥

∥zn
m,x̄m

∥

∥

2
.

Обозначим d2 = min

{

1 + τνε1d1, 1 +
νε2

τ0δ

}

и поделим обе части последнего неравен-

ства на d2 > 1:

‖~zn+1‖
2
+ ττ0δ

∑

m

∥

∥zn+1
m,x̄m

∥

∥

2
+

τ

τ0d2

‖pn+1‖
2
≤

≤
1

d2

(

‖~zn‖2 + ττ0δ
∑

m

∥

∥zn
m,x̄m

∥

∥

2
)

+
τ

τ0d2

(1 − ττ0c
2
0)‖p

n‖2
.

Обозначим q = max

{

1 − ττ0c
2
0,

1

d2

}

< 1, тогда имеем

∥

∥~zn+1
∥

∥

2
+ ττ0δ

∑

m

∥

∥zn+1
m,x̄m

∥

∥

2
+

τ

τ0d2

∥

∥pn+1
∥

∥

2
≤ q

(

‖~zn‖2 + ττ0δ
∑

m

∥

∥zn
m,x̄m

∥

∥

2
+

τ

τ0d2

‖pn‖2

)

,
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F n+1 ≤ qF n, (18)

где F n = ‖~zn‖2 + ττ0δ
∑

m

∥

∥zn
m,x̄m

∥

∥

2
+ τ

τ0d2

‖pn‖2
.

Таким образом, мы показали, что при выборе параметров ε1, ε2, β, удовлетворяю-
щих условиям (17), итерации (5)–(7) сходятся со скоростью геометрической прогрессии
и скорость сходимости не зависит от шага пространственной сетки, так как q не зависит
от h.

В случае нелинейной задачи исследование сходимости итерационного алгоритма (5)–(7)
накладывает ограничение на невязку, совпадающую по порядку с условием, гарантирую-
щим существование и единственность решения исходной задачи (1)–(3).

Для сравнения с другими известными алгоритмами и иллюстрации возможностей пред-
ложенного алгоритма (5)–(7) рассмотрена задача о течении жидкости в каверне с двигаю-
щейся верхней границей для Re = 100, N = 2. Для сравнения выбрана неявная разностная
схема вида [6]

U
n+1/2
m − Un

m

τ
+ Lh

~Un+1/2
m + gradhp

n = ν∆hU
n+1/2
m + ~f ; (19)

Un+1 − Un+1/2

τ
+ gradh(p

n+1 − pn) = 0, (20)

divh
~Un+1 = 0.

Решения на этапе (20) найдены с помощью введения сеточной функции тока [7]. Вну-
тренние итерации осуществлялись по переменно-треугольному методу [8] с точностью до
10−10. Итерации производились до выполнения критерия сходимости

∑

m

∥

∥

∥
(pn − τ divh

~Un)xm
− ν∆hU

n
m

∥

∥

∥
+

∥

∥

∥
divh

~Un
∥

∥

∥
≤ 10−4. (21)

В табл. 1 и 2 приведены значения n0(ε) — количество итераций для достижения кри-
терия сходимости (21). Как следует из табл. 1, с уменьшением шага сетки количество
итераций для алгоритма (19), (20) увеличивается. Из табл. 2 видно, что для итерацион-
ной схемы (5)–(7) с увеличением количества узлов сетки количество итераций остается
практически неизменным.

Были выполнены расчеты по алгоритму (5)–(7) и для нелинейной задачи течения
несжимаемой жидкости в квадратной каверне. Внутренние итерации для реализации ре-
шений разностных уравнений, имеющие вид

(E + τ Lh − ν τ ∆h + ττ0δΛxmxm
)ξm = gn

m,

Таблица 1. Результат расчетов по схеме
(19), (20)

Таблица 2. Результат расчетов по схеме (5)–(7)
для τ = 2.0

τ 33×33 65×65 129×129

0.15 85 281 1222

0.2 88 373 1627

0.3 129 557 2438

0.35 150 650 2844

τ0 33×33 65×65 129×129

0.01 45 45 45

0.0125 42 43 43

0.025 42 42 43

0.03 40 43 43
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где

gn
m = ν∆hU

n
m + τ0(divh

~Un)xm
− pn

xm
+ fm, ξm =

Un+1
m − Un

m

τ
,

производились по вариационному явному методу минимальных невязок [8]. Результаты
проведенных расчетов показывают также равномерную сходимость итераций, не завися-
щую от шага пространственной сетки.
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