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The paper is devoted to the numerical modelling of two- and three-dimensional incompressible
fluid flows. Finite element methods (the Uzawa algorithm, a mixed finite element method,
a stabilized finite element method) and the finite difference method are employed for the
numerical modelling of fluid flows. The results of some numerical experiments demonstrating
numerical convergence are presented.

Введение

Численное моделирование течений несжимаемой жидкости имеет важное практическое
значение в прикладных задачах различных областей науки. Эффективность моделирова-
ния зависит от многих факторов, первый из которых — выбор математической модели.

Для анализа уравнений движения несжимаемой вязкой жидкости существуют следую-
щие математические модели [1]: в естественных переменных вектор скорости — давление,
в переменных векторный потенциал — вектор завихренности и в переменных вектор ско-
рости — вектор завихренности [2]. Каждая постановка имеет свои преимущества и недо-
статки.

Следующим важным этапом математического моделирования после выбора математи-
ческой модели является выбор метода решения. Для численного решения применяются
метод конечных разностей [1, 3], метод конечных элементов [4, 5], метод контрольных
объемов, метод граничных элементов, метод спектральных элементов и др. (см., напри-
мер, [1]).

Несмотря на достоинства стандартного МКЭ при решении задач гидродинамики, такие
как консервативность, абсолютная устойчивость, возможность конструирования конечно-
элементных аппроксимаций на неструктурированных сетках, остаются актуальными сле-
дующие проблемы: выбор интерполяционных полиномов для вектора скорости и давления,
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гарантирующих существование и единственность решения; учет нелинейности, связанной
с конвективными членами; выбор способа взаимосвязи полей скорости и давления [4 – 6].
Одним из методов реализации условия несжимаемости является метод штрафных функ-
ций [5].

В настоящей работе рассматриваются и сравниваются вычислительные схемы метода
конечных элементов (алгоритм Удзавы, смешанный метод конечных элементов, стабили-
зированный метод конечных элементов) для задачи в естественных переменных и метода
конечных разностей для задачи в переменных функция тока — функция вихря [7].

1. Математическая модель

Математическая постановка задачи об установившемся протекании идеальной жидкости
через односвязную область Ω в плоскости декартовых координат x1Ox2 заключается в
определении вектора скорости u и давления p, удовлетворяющих в Ω уравнениям нераз-
рывности и движения:

∇ · u = 0, (1)

(u · ∇)u + ∇p = f , x = (x1, x2) ∈ Ω, (2)

с заданным вектором массового расхода u на входе Γ1, условиями непротекания на твердых
стенках и с заданной нормальной составляющей u ·n вектора потока массы на выходе Γ2.
Плотность жидкости положена равной 1.

Постановка задачи в переменных функция тока ψ — функция вихря ω, которые вво-
дятся как

u1 =
∂ψ

∂x2
, u2 = −

∂ψ

∂x1
, ω = rotu ≡ −

∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1
, (3)

имеет вид
∆ψ = −ω; (4)

u · ∇ω = rot f . (5)

При этом граничные значения для ψ однозначно определяются из условий (3) с точностью

до аддитивной постоянной ψ0,
∂ψ

∂n

∣

∣

∣

Γ1

находится из этих же условий, ω
∣

∣

Γ1

можно определить

с помощью условий для ψ при численном решении задачи [7].
Таким образом, давление исключается из вычислительного процесса, а при необходи-

мости может быть восстановлено после окончания вычислений ψ и ω.

2. Конечно-элементные вычислительные схемы для

решения задачи в естественных переменных

Конечно-элементное решение уравнений (1), (2) ищется в пространствах H
1
0(Ω) := (H1

0 (Ω))2

для u и L2(Ω) для p. Для вывода слабой формулировки задачи умножим два уравнения
в (2) на произвольные v1 ∈ H1

0 (Ω), v2 ∈ H1
0 (Ω), уравнение (1) умножим на q ∈ L2(Ω).

Вариационная постановка в форме Галёркина имеет следующий вид. Найти u ∈ H
1
0(Ω)

и p ∈ L2(Ω) такие, что ∀v ∈ H
1
0(Ω), q ∈ L2(Ω),

∫

Ω

([u · ∇]u)vdΩ −

∫

Ω

p(divu)dΩ =

∫

Ω

f · vdΩ,
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∫

Ω

(∇ · u)qdΩ = 0.

Выполним триангуляцию расчетной области. Пусть заданы пространства конечных
элементов U

h и P h для аппроксимации u и p. Конечно-элементное решение определяется
из следующих соотношений. Найти u

h ∈ U
h и ph ∈ P h такие, что ∀vh ∈ U

h, qh ∈ P h,

∫

Ω

([uh · ∇]uh)vhdΩ −

∫

Ω

ph(divu
h)dΩ =

∫

Ω

f · vhdΩ,

∫

Ω

(∇ · uh)qhdΩ = 0.

Для того чтобы перейти от дискретной вариационной постановки к системе алгебраи-
ческих уравнений, перенумеруем все базисные функции из U

h: wi, i = 1, . . . , nu (сначала
для первого компонента вектора скорости, потом — для второго), далее занумеруем все
базисные функции из P h: qi, i = 1, . . . , np. Получим систему уравнений вида

(

C −Q
QT 0

) (

u

p

)

=

(

f

0

)

,

где u ∈ U
h; p ∈ P h; C — конвективная матрица; Q — матрица, соответствующая дивер-

гентному оператору; f — вектор правой части.
Одним из методов реализации условия несжимаемости является метод штрафных функ-

ций [6]. Для расчета полей скорости и давления запишем вычислительные алгоритмы в
матрично-векторном виде.

Смешанный метод конечных элементов. Начальные значения вектора скорости
u

0 и давления p0 заданы, ǫ > 0, n ≥ 0, компоненты вектора скорости и давления на (n+1)-й
итерации вычисляются по алгоритму:

(

C −Q
QT ǫMp

)(

u
n+1

pn+1

)

=

(

f

ǫMppn

)

, (6)

где матрица Mp — матрица массы; матрицы C, Q и вектор f определены выше; ǫ — про-
извольный параметр; n — шаг итерации.

Алгоритм Удзавы. Начальные значения вектора скорости u
0 и давления p0 заданы,

ǫ > 0, n ≥ 0, компоненты вектора скорости и давления на (n+1)-й итерации вычисляются
по следующему алгоритму

(

C +
1

ǫ
QM−1

p QT

)

u
n+1 = f + Qpn, (7)

pn+1 = pn −
1

ǫ
M−1

p QT
u

n+1. (8)

Здесь матрицы Mp, C, Q и вектор f определены выше, ǫ — произвольный параметр, n —
шаг итерации.

Для существования и единственности решения u
h и ph необходимо выполнение условия

согласованности на пространствах U
h и P h (условие Ладыженской — Бабушки — Брецци

(ЛББ)) [5, 6].
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Стабилизированные методы конечных элементов (SUPG/PSPG) позволяют использо-
вать пространства, для которых уcловие ЛББ не выполняется [4]:

(

C −(Q + KSUPG)
(Q + KPSPG)T DPSPG

) (

u

p

)

=

(

(M + CT
SUPG

)f

QPSPGf

)

, (9)

где матрицы KSUPG, KPSPG, DPSPG, CSUPG, QPSPG — матрицы стабилизации; M — матрица
массы; матрицы C, Q определены выше.

Для аппроксимации конвективных членов рассмотрены противопотоковые схемы с рас-
четом неизвестных в узлах симплекса и серединах его сторон [8].

3. Итерационный конечно-разностный метод для

решения задачи в переменных функция тока —

функция вихря

С помощью взаимно-однозначного невырожденного отображения единичного квадрата Q,
лежащего в плоскости координат q1Oq2, на область Ω уравнения (4), (5) записываются
в новых независимых переменных qα [7]. Полученные уравнения аппроксимируются на
криволинейной сетке, которая строится методом эквираспределения [9].

Конечно-разностные уравнения для сеточных функций тока и вихря получаются инте-
гроинтерполяционным методом путем аппроксимации интегральных соотношений — инте-
гральных аналогов дифференциальных уравнений. Используются разнесенные сетки: се-
точная функция тока вычисляется в целочисленных узлах сетки, компоненты метрическо-
го тензора, якобиан преобразования и функция вихря — в центрах ячеек. Использование
разнесенных сеток позволяет сохранить некоторые свойства решения дифференциальных
уравнений, в частности, уравнение неразрывности на криволинейной сетке выполняется
на каждом шаге итерационного процесса с точностью до ошибок округления.

При аппроксимации интегрального соотношения для функции тока интегралы по сто-
ронам контура интегрирования вычисляются по квадратурной формуле трапеций. Девя-
титочечное разностное уравнение на гладких решениях и для достаточно гладких коэф-
фициентов аппроксимирует дифференциальное уравнение для функции тока со вторым
порядком по пространственным переменным q1 и q2. Полученная система уравнений от-
носительно ψj решается методом последовательной верхней релаксации.

При аппроксимации во внутренних узлах интегрального соотношения для функции ви-
хря интегралы по сторонам контура интегрирования вычисляются с учетом знаков контр-
вариантных компонент скорости, и функция вихря на стороне контура берется либо из
центра ячейки, охватываемой контуром, либо из центра соседней ячейки. Получается схе-
ма с направленными против потока разностями. Переменный шаблон разностного уравне-
ния может состоять из одного, трех или четырех узлов. При отсутствии замкнутых линий
тока и точек покоя жидкости значение ω в любом узле можно вычислить только через
значения на входе в область.

Система разностных уравнений для вихря решается прямым методом. Если в окрестно-
сти некоторого узла P есть узлы, в которых значения ω еще не вычислялись, то переходим
от узла P к любому из этих узлов и начинаем просматривать их окрестности. В результа-
те такого перехода от узла к узлу вверх по потоку мы либо придем к узлу, для которого
значения ω в узлах его окрестности уже вычислены, либо придем на вход в область, где
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значения вихря предполагаются известными. Далее в обратном порядке вниз по потоку
рассчитываются значения ω во всех узлах области зависимости, а затем и в самом узле P .

Граничные значения вихря на входе аппроксимируются на основе соотношения, связы-
вающего функцию вихря с ковариантными компонентами скорости. В разностной формуле
для вихря ковариантные компоненты скорости на границе известны и в ходе глобального
итерационного процесса не меняются, а их значения во внутренних приграничных узлах
вычисляются через значения других сеточных функций, взятых с предыдущей итерации.
При расчете граничных значений вихря используется процедура релаксации.

4. Результаты расчетов

4.1. Сравнение конечно-элементных вычислительных схем

Сравнительный анализ конечно-элементных вычислительных схем учета конвективных
членов в уравнениях (1), (2) проводился на задаче конвективно-диффузионного типа с
гладким решением на последовательности вложенных пространственных сеток

−div (νT grad T ) + u · grad T = f, Ω = [0, 1]2, (10)

с известным полем скоростей

u = (x2y + y3,−y2x − x3)T . (11)

Точное решение имеет вид T = x3 + y3. Краевые условия и правая часть задачи задаются
в соответствии с этими функциями. В расчетной области задано регулярное симплици-
альное разбиение. Исследуются интерполяционные свойства следующих вычислительных
схем: метода конечных элементов, в котором используется противопотоковая схема с рас-
четом неизвестных в вершинах симплексов (схема 1) [8], стандартного метода конечных
элементов (МКЭ), метода конечных элементов, в котором используется противопотоковая
схема с расчетом неизвестных в серединах сторон симплексов (схема 2) [8], стабилизиро-
ванного метода конечных элементов Петрова — Галёркина (SUPG) [4], метода конечных
элементов/конечных объемов (МКЭ/МКО). В табл. 1 и 2 приведены значения евклидовой

Таблица 1. Значения rT , полученные на сетке 41 × 41

νT SUPG МКЭ/ МКО Схема 1 МКЭ Схема 2

1 7.32E-5 2.09E-5 4.16E-5 1.44E-4 4.62E-5

1.0E-1 2.00E-4 2.06E-4 3.77E-4 1.42E-3 3.89E-4

1.0E-2 3.55E-5 1.05E-3 1.39E-3 7.56E-3 1.15E-3

1.0E-3 6.36E-6 1.54E-3 1.69E-3 1.11E-2 1.36E-3

Таблица 2. Значения rT , полученные на сетке 81 × 81

νT SUPG МКЭ/ МКО Cхема 1 МКЭ Cхема 2

1 2.14E-5 1.05E-5 1.38E-5 7.41E-5 7.21E-5

1.0E-1 6.70E-5 1.04E-4 1.29E-4 7.31E-4 7.17E-4

1.0E-2 1.96E-5 5.39E-4 5.12E-4 3.88E-3 5.75E-4

1.0E-3 3.03E-6 7.80E-4 6.46E-4 5.73E-3 5.65E-4
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Таблица 3. Исследование интерполяционных свойств метода SUPG/PSPG на уравнениях Эйлера

N
∥

∥Ux − Uh
x

∥

∥

∥

∥Uy − Uh
y

∥

∥

∥

∥Uz − Uh
z

∥

∥

∥

∥p − ph
∥

∥ n

3115 3.42E-3 3.44E-3 1.17E-3 3.23E-2 77

7041 2.03E-3 2.03E-3 8.48E-4 2.52E-2 130

9108 1.76E-3 1.76E-3 7.93E-4 2.46E-2 260

нормы вектора погрешности rT =
∥

∥T − T h
∥

∥ для различных значений νT . При доминиро-
вании конвективных членов МКЭ дает наихудший результат. Метод SUPG показывает
хорошие результаты при уменьшении значений νT .

Численно решаются уравнения Эйлера в области Ω ∈ R
3, задача имеет точное решение

для компонент вектора скорости

U =





sin (πx) · cos (πy) cos (πz)
cos (πx) sin (πy) cos (πz)
−2 cos (πx) cos (πy) sin (πz)





и давления p = 3π cos (πx) cos (πy) cos (πz).
Краевые условия и правая часть задаются в соответствии с аналитическим выражени-

ем. В расчетной области задано разбиение на тетраэдральные конечные элементы. Полу-
ченные результаты расчетов стабилизированным методом конечных элементов для ком-
понент вектора скорости и давления приведены в табл. 3, где N — число узлов расчетной
сетки, n — число итераций метода решения системы уравнений.

4.2. Сравнение схем методов конечных элементов и конечных

разностей

Проведем сравнительный анализ описанных вычислительных схем методов конечных эле-
ментов и конечных разностей для задачи о плоском существенно вихревом течении несжи-
маемой жидкости в канале с разворотом потока на 270◦ с известным точным решением.

Граница канала состоит из прямолинейных отрезков Γ1 и Γ2:

Γ1 =

{

(x, y)
∣

∣

∣ −
3π

8
≤ x ≤ −

3π

16
, y =

π

2

}

,

Γ2 =

{

(x, y)
∣

∣

∣
x = 0,

11π

16
≤ y ≤

7π

8

}

,

и криволинейных участков Γ′

0 и Γ′′

0, заданных в параметрическом виде

x = f 1(q), y = f 2(q), 0 ≤ q ≤ 1,

где

f 1(q) = x0 cos π

(

3

2
q − 1

)

, f 2(q) = arcsin

(

cos x0

cos f 1(q)

)

,

x0 = 3π/8 для Γ′

0 и x0 = 3π/16 для Γ′′

0.
В качестве точного решения задачи (1)–(3) для данной области Ω возьмем функции

uexact = u1(x, y) = cos x cos y, vexact = u2(x, y) = sin x sin y,
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Рис. 1. Криволинейная сетка, построенная при
управляющей функции w = 1 + α|ωexact|, раз-
мерность сетки 31 × 11.

Рис. 2. Конечно-элементная сетка (466 узлов и
796 треугольников).

pexact = p(x, y) = p0 −
1

4
(cos 2x − cos 2y).

Тогда

ψexact = ψ(x, y) = cos x sin y, ωexact = ω(x, y) = 2 cos x sin y.

Сетка строится методом эквираспределения [9] и адаптируется к решению путем зада-
ния управляющей функции w в виде w = 1 + α|ωexact| (рис. 1), конечно-элементная сетка
представлена на рис. 2.

В табл. 4 показана точность решения задачи всеми описанными методами, где P i,
i = 0, 1, 2, — полиномы нулевого, первого и второго порядка для аппроксимации компонент
вектора скорости и давления.

Для моделирования течения в криволинейном канале с разворотом потока на 180◦

[10, 11] рассмотрим уравнения Эйлера в области Ω ⊂ R
3 с краевыми условиями вида

u|
x∈Γ1

= v1(x), u · n|
x∈Γ0

= 0, u · n|
x∈Γ2

= v2(x),

где n — внешняя нормаль к границе области Γ = Γ1 ∪ Γ0 ∪ Γ2; Γ1 — входное отверстие в
области Ω; v1 ·n < 0 на Γ1, Γ0 — непроницаемая часть границы, Γ2 — выходное отверстие;
v2 > 0 на Γ2 (v1 = (0, 1), v2 = 1).

Таблица 4. Исследование методов моделирования течения несжимаемой жидкости в канале с
разворотом потока на 270◦

Метод
∥

∥Ux − Uh
x

∥

∥

∥

∥Uy − Uh
y

∥

∥

Метод конечных разностей 1.95E-2 1.96E-2

SUPG/PSPG (P 1 − P 1) 2.11E-2 2.08E-2

Смешанный МКЭ (P 2 − P 1) 2.25E-2 2.24E-2

Смешанный МКЭ (P 1 − P 0) 2.29E-2 2.31E-2
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Таблица 5. Значения дискретной дивергенции (DDIV), полученные при расчете трехмерного те-
чения в криволинейном канале

N Cтабилизированный МКЭ,
DDIV

Смешанный МКЭ,
DDIV

1188 0.183E-3 0.198Е-3

3078 0.105E-3 0.119Е-3

Рис. 3. Значения компоненты вектора скорости Uy в правом изгибе канала: 1 — результаты,
полученные методом конечных разностей, 2 — смешанным МКЭ, 3 — стабилизированным МКЭ.

Проведено моделирование на измельчающихся сетках стабилизированным методом
SUPG/PSPG, смешанным методом конечных элементов и методом конечных разностей с
использованием переменных вектор-потенциал — вектор завихренности. Вектор скорости
направлен перпендикулярно к входной границе Γ1 канала. В табл. 5 приведены значения
дискретной дивергенции. При расчете стабилизированным методом конечных элементов
значения дискретной дивергенции меньше по сравнению со значениями, полученными сме-
шанным МКЭ. На рис. 3 даны результаты расчета (значения компоненты вектора скорости
Uy в правом изгибе канала), полученные при моделировании течения стабилизированным
МКЭ, смешанным МКЭ и методом конечных разностей [10]. Численные значения компо-
нент скорости, полученные этими методами, отличаются друг от друга на величину 10−3.

Заключение

Анализ вычислительных схем моделирования течений жидкости позволяет сделать следу-
ющие выводы.

Сравнение данных, полученных при моделировании двумерных уравнений конвекции-
диффузии с доминированием конвективного переноса, говорит о преимуществе метода
SUPG и рассмотренных противопотоковых схем метода конечных элементов над методами
МКЭ/МКО, стандартным МКЭ.
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При моделировании поля течения в 2D смешанным МКЭ, алгоритмом Удзавы на ба-
зисных функциях Тейлора —Худа, удовлетворяющих условию ЛББ, более точное решение
достигается на квадратичных базисных функциях для скорости и линейных — для дав-
ления (P 2 −P 1). Стабилизированные методы, в которых интерполяционные пространства
скорости и давления одного порядка (линейные), позволяют более точно вычислять дав-
ление по сравнению с рассмотренными методами на базисных функциях Тейлора —Худа.
Использование функций P 2 − P 1 приводит к увеличению размерности систем линейных
алгебраических уравнений (СЛАУ) по сравнению с размерностью СЛАУ стабилизирован-
ных методов на величину, равную числу узлов, лежащих на серединах сторон конечных
элементов расчетной области.

Проведено моделирование течения в криволинейных каналах в двумерном и трехмер-
ном случаях стабилизированным МКЭ, смешанным МКЭ и методом конечных разностей.
Результаты расчетов, полученные рассмотренными методами, отличаются друг от друга
на величину 10−3.
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