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õ�ö
÷Ë÷Ëø7�
ù úûø!üS��(��4ö
÷¶ù û

G[0,T ] = {(t, x, z) | 0 ≤ t ≤ T, x ∈ En, z ∈ E1}
ÿßö � ö����@89�
5�û

ut(t, x, z) = Lx(u) + uzz + λ1(t)M(t, u(t, x, z)) + λ2(t)f(t, x, z); ª E:«
u(0, x, z) = u0(x, z). ª M�«¬ (��
ÿO��ö��ûø

Lx(u) =

n
∑

k=1

ck(t)uxkxk
,

& � ý ck(t) ∈ C[0, T ]  �9������	ûû M(t, y)
�
u0(x, z)

�
f(t, x, z) � ý��÷¶ù ü û(ù ý��������
ÿO��ö���� < ý û!ÿßö � ö
� <÷����
ù ü ý¶ù ÷¶ù ü ý������rü

E2
�
En+1

û
G[0,T ]

-®W������	ûû
λ1(t)

�
λ2(t)

 �� � ��ý6;�ö�ùJ�� úý � ý���ý��û�+¯� � ��� ü úýËø�ý�������÷púý65�ý��ûýËø
u(t, x, z)

ÿßö � ö��û
ª E:«�� ª M�«���� � � ü���ý¶ù ü�� ú�þ�+X��ûøD� ÷���� ü û(þøZ ýËúý��� úý � ý���ý��û(þ

u(t, a(t), b(t)) = ϕ1(t), uz(t, a(t), b(t)) = ϕ2(t), ª±° «
& � ý a(t) = (a1(t), a2(t), ..., an(t))

��û�� ÷���� ü û(þø!÷���&2�4ö
÷�� ü�ö
�û(þ
u0(a(0), b(0)) = ϕ1(0),

∂

∂z
u0(a(0), b(0)) = ϕ2(0). ª � «

¬ ù���� ÷Ëû(ù ý��������~�9������	ûû
M(t, y)

ù�ö
��;uý� úý �  ����4ö
&�ö
ýËøg�:�(ù��X����ö � � ÷¶ù�ö�ù��������~&2�4ö � �}ö�þ!�ßûø�ýËý¶ùü ÷Ëý��ý� úýËú < ü�� < ýW ú�� û(ÿÃü�� � � < ý
��ü��� � þ���ûý�ü�÷����
ù����
5�ý��ûý
∣

∣

∣

∣

∂k

∂yk
M(t, y)

∣

∣

∣

∣

≤ M0(1 + |y|p), k = 0, 1, . . . , 9, 0 ≤ t ≤ T, y ∈ E1. ªH² «

[ � ýË÷�� M0 ³  �� ÷¶ù��ßþ�����ö�þ  p ³ ��û��'÷Ëûú�� ü�ö
����� ý1��ö�ù
�}ú�ö:������� ý1�û÷����  M (k)(t, y) =
∂k

∂yk
M(t, y)

�
k ≥ 1 ³ 	ý���� ý  M (0)(t, y) = M(t, y)

-4|� ÷¶ù��� úû ü ÷Ëý��
t ∈ [0, T ]

ü <  ������(þý¶ù ÷Èþ�÷����
ù����
5�ý��ûý
∣

∣M(t, ϕ1(t))fz(t, a(t), b(t)) − M (1)(t, ϕ1(t))ϕ2(t)f(t, a(t), b(t))
∣

∣ ≥ δ > 0, δ − ´�µ�¶�·r¸ . ª P«
4xúûü ý � ýËø[ÿßö � ö���� ª E:«HN ª±° «*���ý����
ù�� ú����Zü ÷� �� ø7��&�ö�ù ý���������� ÿßö � ö��ý
-�49������;¼ûü

x = a(t)
�

z = b(t)
ü ª E:«��� ����%���ûø

ut(t, a(t), b(t)) =

n
∑

k=1

ck(t)uxkxk
(t, a(t), b(t)) + uzz(t, a(t), b(t))+

+λ1(t)M(t, ϕ1) + λ2(t)f(t, a(t), b(t)).

¹ìÿ ª±° «x ����%���ûø
∂

∂t
u(t, a(t), b(t)) = ut(t, a(t), b(t)) +

n
∑

k=1

uxk
(t, a(t), b(t))a′

k(t) + uz(t, a(t), b(t))b′(t) =

= ut(t, a(t), b(t)) +

n
∑

k=1

uxk
(t, a(t), b(t))a′

k(t) + ϕ2(t)b
′(t) = ϕ′

1(t),
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ut(t, a(t), b(t)) = ϕ′
1(t) −

n
∑

k=1

uxk
(t, a(t), b(t))a′

k(t) − ϕ2(t)b
′(t),

ϕ′
1(t) −

n
∑

k=1

uxk
(t, a(t), b(t))a′

k(t) − ϕ2(t)b
′(t) =

n
∑

k=1

ck(t)uxkxk
(t, a(t), b(t))+

+uzz(t, a(t), b(t)) + λ1(t)M(t, ϕ1) + λ2(t)f(t, a(t), b(t)). ª � «4xú�� � û�����ýËúý���	ûú�� ýËø ª E:«x �� z
�� �������;¼ûø

x = a(t)
�
z = b(t)

�����û(ù < ü�ö�þ ª±° «��� ����%���ûø

utz(t, a(t), b(t)) =

n
∑

k=1

ck(t)uxkxkz(t, a(t), b(t))+

+uzzz(t, a(t), b(t)) + λ1(t)M
(1)(t, ϕ1)ϕ2 + λ2(t, x)fz(t, a(t), b(t)).

¹ìÿ ª±° «x ����%���ûø
∂

∂t
uz(t, a(t), b(t)) = utz(t, a(t), b(t)) +

n
∑

k=1

uxkz(t, a(t), b(t))a′
k(t) + uzz(t, a(t), b(t))b′(t) = ϕ′

2(t),

utz(t, a(t), b(t)) = ϕ′
2(t) −

n
∑

k=1

uxkz(t, a(t), b(t))a′
k(t) − uzz(t, a(t), b(t))b′(t),

ϕ′
2(t) −

n
∑

k=1

uxkz(t, a(t), b(t))a′
k(t) − uzz(t, a(t), b(t))b′(t) =

n
∑

k=1

ck(t)uxkxkz(t, a(t), b(t))+

+uzzz(t, a(t), b(t)) + λ1(t)M
(1)(t, ϕ1(t))ϕ2(t) + λ2(t)fz(t, a(t), b(t)). ª º «¹ìÿ ª � «�� ª º «x��ö:�� � ûø

λ1(t) =
[ϕ′

1(t) − ϕ2(t)b
′(t) − K1(t) − uzz(t, a(t), b(t))] fz(t, a(t), b(t))

D(t)
−

−
[ϕ′

2(t) − K2(t) − uzzz(t, a(t), b(t)) − uzz(t, a(t), b(t))b′(t)] f(t, a(t), b(t))

D(t)
, ª±É «

λ2(t) =
[ϕ′

2(t) − K2(t) − uzzz(t, a(t), b(t)) − uzz(t, a(t), b(t))b′(t)]M(t, ϕ1(t))

D(t)
−

−
[ϕ′

1(t) − ϕ2(t)b
′(t) − K1(t) − uzz(t, a(t), b(t))] M (1)(t, ϕ1(t))ϕ2(t)

D(t)
. ª E�Ê«

[ � ýË÷��
K1(t) =

n
∑

k=1

ck(t)uxkxk
(t, a(t), b(t)) + uxk

(t, a(t), b(t))a′
k(t),

K2(t) =
n

∑

k=1

ck(t)uxkxkz(t, a(t), b(t)) + uxkz(t, a(t), b(t))a′
k(t),

D(t) = M(t, ϕ1(t))fz(t, a(t), b(t)) − M (1)(t, ϕ1(t))ϕ2(t)f(t, a(t), b(t));
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λ1(t)
�
λ2(t)

ü�÷���ý � ��+X��ýËønü û � ý
Ë
λ1(t) = A1(t) + A2(t)K1(t) + A3(t) [K2(t) + uzzz(t, a(t), b(t))] + A4(t)uzz(t, a(t), b(t)),

λ2(t) = B1(t) + B2(t)K1(t) + B3(t) [K2(t) + uzzz(t, a(t), b(t))] + B4(t)uzz(t, a(t), b(t)).[ � ýË÷��
A1(t) =

[ϕ′
1(t) − ϕ2(t)b

′(t)] fz(t, a(t), b(t)) − ϕ′
2(t)f(t, a(t), b(t))

D(t)
,

A2(t) =
−fz(t, a(t), b(t))

D(t)
, A3(t) =

f(t, a(t), b(t))

D(t)
,

A4(t) =
b′(t)f(t, a(t), b(t)) − fz(t, a(t), b(t))

D(t)
;

B1(t) =
ϕ′

2(t)M(t, ϕ1(t)) − [ϕ′
1(t) − ϕ2(t)b

′(t)] M (1)(t, ϕ1(t))ϕ2(t)

D(t)
,

B2(t) =
M (1)(t, ϕ1(t))ϕ2(t)

D(t)
, B3(t) =

−M(t, ϕ1(t))

D(t)
,

B4(t) =
M (1)(t, ϕ1(t))ϕ2(t) − b′(t)M(t, ϕ1(t))

D(t)

³ û(ÿÃü ýË÷¶ù�� < ý
�=�ý� úýËú < ü�� < ý
� � � ÷¶ù�ö�ù��������'&2�4ö � �ûý �9������	ûû!-.|�û(ù < ü�ö�þÚü < ú�ö�;uý��û(þ � ��þ�����������û�	ûý��(ù�� ü
λ1(t)

�
λ2(t)

�� úû��� � ûø0�Ü÷���ý � ��+X��ý��@ ú�þø7���ÿßö � ö��ý
Ë
ut = Lx(u) + uzz +

(

A1(t) + A2(t)K1(t) + A3(t) [K2(t) + uzzz(t, a(t), b(t))] +

+A4(t)uzz(t, a(t), b(t))
)

M(t, u)+

+
(

B1(t) + B2(t)K1(t) + B3(t) [K2(t) + uzzz(t, a(t), b(t))] +

+ B4(t)uzz(t, a(t), b(t))
)

f(t, x, z), ª E�E:«
u(0, x, z) = u0(x, z). ª E:M�«Axû�;uý � ���}ö�;uýËø0���4ö
÷Ë÷Ëû��ýË÷�����+Ì� � ���
ÿO��ö�������+Bú�ö�ÿÃúý65�ûø7� ÷¶ù���ÿßö � ö��û ª E:«�� ª E:M�«�-I ��þ � ���}ö�ÿßö�ù ý���� ÷¶ù ü�öh÷6����ýË÷¶ù ü�� ü�ö
�û(þ¢úý65�ý��û(þZ ú�þø7��� ÿßö � ö��û] úûø�ý��ûø�ø�ý¶ù�� � ÷��4ö
(����

ö
 � ú����'÷Ëûø#ö
	ûû?CFE��"M:GH-�õ�ö
÷6��ý� ûø!ÿßö � ö����Úû���û��ýÃö
úû(ÿ�� ýËø ýËý�÷ � ü û�&�� øD ���ü úýËø�ý��û#��ö (

t −
τ

2

)

��öuü
ù�� ú�� ø � ú���(���� ø]5uö
&Ëý�ü3�ý���û��ý���� < �#����ý���ö:�"Ë
uτ

t = 2Lx(u
τ (t, x, z)) + 2uτ

zz(t, x, z), nτ < t ≤

(

n +
1

2

)

τ ; ª E ° «

uτ
t = 2Rτ

1(t)M(t, uτ (t −
τ

2
, x, z)) + 2Rτ

2(t)f(t, x, z),

(

n +
1

2

)

< t ≤ (n + 1) τ ; ª E � «
uτ |t=0 = u0(x, z), x ∈ En, z ∈ E1. ª E ² «
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[ � ýË÷�� n = 0, 1, . . . , N − 1  τN = T  uτ = uτ (t) = uτ (t, x, z)

�

Rτ
1(t) = A1(t) + A2(t)

[

n
∑

k=1

ck(t)u
τ
xkxk

(

t −
τ

2
, a(t), b(t)

)

+ uτ
xk

(

t −
τ

2
, a(t), b(t)

)

a′
k(t)

]

+

+A3(t)

[

n
∑

k=1

ck(t)u
τ
xkxkz

(

t −
τ

2
, a(t), b(t)

)

+ uτ
xkz

(

t −
τ

2
, a(t), b(t)

)

a′
k(t)+

+ uτ
zzz

(

t −
τ

2
, a(t), b(t)

)

]

+ A4(t)u
τ
zz

(

t −
τ

2
, a(t), b(t)

)

,

Rτ
2(t) = B1(t) + B2(t)

[

n
∑

k=1

ck(t)u
τ
xkxk

(

t −
τ

2
, a(t), b(t)

)

+ uτ
xk

(

t −
τ

2
, a(t), b(t)

)

a′
k(t)

]

+

+B3(t)

[

n
∑

k=1

ck(t)u
τ
xkxkz

(

t −
τ

2
, a(t), b(t)

)

+ uτ
xkz

(

t −
τ

2
, a(t), b(t)

)

a′
k(t)+

+ uτ
zzz

(

t −
τ

2
, a(t), b(t)

)

]

+ B4(t)u
τ
zz

(

t −
τ

2
, a(t), b(t)

)

.

¬ ù���� ÷Ëû(ù ý��������Üü��� � � < � � ö
��� < �# úý �  ����4ö
&�ö
ýËøg�=�(ù������û � � ÷¶ù�ö�ù��������'&2�4ö � �ûý
�4ûø�ý�+zùrü ÷Ëý�ý� úýËú < ü�� < ý  ú�� û(ÿÃü�� � � < ý
��ü��� � þ���ûý�üu÷����
ù����
5�ý��û(þ ª E�P«�� ª E � «��(û�� � � ü���ý¶ù ü�� ú�þ�+zùS�¶ù ûø{÷�����
ù����
5�ý��û(þøgË
|a′(t)| + |b′(t)| + |ϕ′

1(t)| + |ϕ′
2(t)| ≤ C; ª E�P«

∣

∣

∣

∣

∂m

∂zm
Dα

xu0(x, z)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂m

∂zm
Dα

xf(t, x, z)

∣

∣

∣

∣

≤ C, |α| ≤ 4, m = 0, 1, . . . , 5, ª E � «

(t, x, z) ∈ G[0,T ]

�
C ³  �� ÷¶ù��ßþ���� < ý
-

IJ���}ö�ÿßö
� < ú�ö
ü���� ø�ýËú�� < ý] �� τ
 úû

(t, x, z) ∈ G[0,t∗]

ö
 úû�� ú�� < ý]��	ý����û!�9&�ö
ú�ö
�(ù ûú���+¿���ûý|��� ø7 �ö
�(ù���� ÷¶ù���÷ËýËø�ý��÷¶ù ü�öuúý65�ý��û��
{uτ (t, x, z)}

ÿßö � ö��û ª E ° «HN ª E ² «�üJ���4ö
÷Ë÷Ëý|�ý� úýËú < ü�� < ��9������	û��!Ë
∣

∣

∣

∣

∂k

∂zk
Dα

xuτ

∣

∣

∣

∣

≤ C
 úû

|α| = 0, 1, . . . , 4, k = 0, 1, . . . , 5; ª E º «
∣

∣

∣

∣

∂

∂t
Dα

x

∂k

∂zk
uτ (t, x, z)

∣

∣

∣

∣

≤ C,
& � ý k = 0, 1, 2, 3, |α| ≤ 2. ª E É «

[ � ýË÷�� t∗
NS�ý����
ù�� ú�ö�þ� �� ÷¶ù��ßþ�����ö�þ ª 0 < t∗ ≤ T

«��'ÿßö
ü û÷Èþ��uö�þ'�
ù
δ
û'�����÷¶ù�ö
�(ù

Cmk

û(ÿ ª E�P«�� ª E � «û@�ýxÿßö
ü û÷Èþ��uö�þ@�
ù
τ
-Q ÷Ëû��%� ù ý�� úýËø < Í ú�	ý��4öÎC � GÌ�Ï��� ø7 �ö
�(ù���� ÷¶ù ûÐ�ý����
ù�� ú�ö�þÎ �� �  �� ÷���ý � � ü�ö�ù ý�������� ÷¶ù��

uτk(t, x, z)
 �� ÷���ý � � ü�ö�ù ý�������� ÷¶ù û uτ(t, x, z)

úý65�ý��û��%ÿßö � ö��û ª E ° «HN ª E ² «4÷2�� � û(ù ÷Èþuü ø�ýË÷¶ù ý0÷� ú�� û(ÿ6�ü�� � � < ø�ûS �� xk
� ��ü
ù�� ú���&���ûS ��

z � �xù úý¶ù�� ý�&��J �� ú�þ � �}ö�ü�����+~�û(ù ý��������W�S�9������	ûû
u(t, x, z) ∈

C0,2,3
t,x,z (G[0,t∗])

-"49�¼ù ý�� úýËø�ýuø�ý¶ù�� � ör÷��4ö
(����Tö
 � ú����'÷Ëûø#ö
	ûû0C M:G � ö
����ö�þ��9������	û(þñþü���þý¶ù ÷Èþ úý��
5�ý��ûýËø{ÿßö � ö��û ª E:«�� ª E:M�«��� úû��ýËø u(t, x, z) ∈ C1,2,3

t,x,z (G[0,t∗])
��& � ý

C1,2,3
t,x,z (G[0,t∗]) =

{

f(t, x, z) | f, ft, D
α
x

∂m

∂zm
f ∈ C(G[0,t∗]), m = 0, 1, 2, 3, |α| ≤ 2

}

.



���%���S�����Z�\�������/���|���9�|�����$���W�>���J�|�~�3�|�����������g�g������� ² E
¹x÷� ������
ÿ��
þ ü ÷Ëý � ���}ö�ÿßö
��� < ý���	ý����û!�% ����%���ûøg�%�(ù��uù ú������}ö3�9������	û��

u(t, x, z)
�
λ1(t)

�
λ2(t) úû���ö � ��ý6;¼û(ù����4ö
÷Ë÷6�

Z(t∗) =
{

u(t, x, z), λ1(t), λ2(t) | u ∈ C1,2,3
t,x,z (G[0,t∗]), λ1(t), λ2(t) ∈ C([0, t∗])

}

û*� � � ü���ý¶ù ü�� ú�þý¶ù��ýËú�ö
ü ý��÷¶ù ü�ö
ø
∑

|α|≤2

3
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

Dα
x

∂m

∂zm
u(t, x, z)

∣

∣

∣

∣

≤ C, (t, x, z) ∈ G[0,t∗]; ª M
Ê«

|λ1(t)| + |λ2(t)| ≤ C, t ∈ G[0,t∗]. ª M�E:«A�ö9� ÷���� ü�ö
�ûû1�¶ù û��S��	ý�������ü�ú�ö
(��
ù ý � ���}ö�ÿßö
����ü <  ������ý��ûýg� ÷���� ü û��S ýËúý��� úý � ý���ý��û(þ ª±° «�-IJ���}ö�ÿßö
��ö�ù�ö
��;uý�ù ý�� úýËø#ö�ý � û��÷¶ù ü ý������ ÷¶ù ûTúý65�ý��û(þ
u(t, x, z)

�
λ1(t)

�
λ2(t)

-IJ���}ö�ÿßö
� < ÷���ý � ��+X��ûý%ù ý�� úýËø < -
���'��Ñ��'�x�{�%Ò Ó Ô�Õ6Ö1×ZØ�Ù7Ú�Û�Ü�Ý�Þ%ßgÖ3Õ�ÞLÔ�ÕcÜ=Û:Ø�à�Þ

(4) á (6) â (16) â (17) ã'ä Û:åÇæ:ç]Õ6Ôè3é�Õ6Ö3Ø�Ô�é6Ö¨ê=é6ë3é6ìÝ%à�é
u(t, x, z) â λ1(t) â λ2(t) í ç
æ:ç
î�à (1) á (3)

Ø*ï:Ü�ç�Õ�Õ�é
Z(t∗) â Ôæ�Û:Ø�Ü=é6Ö3Ø
Û2ê�Þ%ßgè3é�é�Õ�Û:Û�Ö1Ý�Û�ë3é6Ý%à�Þ�ð

(20) â (21) ã
���'��Ñ��'�x�81!Ò ñ�é6ë3é6Ý%à�é

u(t, x, z) â λ1(t) â λ2(t) í ç
æ:ç
î�à (1) á (6) â Ôæ�Û:Ø�Ü=é6Ö3Ø
Û2ê�Þ%ßgè3é�é|Õ�Û:Û�Ö1Ý�Û�ë3é6Ý%à%ìÞ�ð
(20) â (21) â é6æ:à%Ý�Õ6Ö3Ø
é6Ý%Ý�Û1ØSï:Ü�ç�Õ�Õ�é Z(t∗) ã

���'��Ñ��'�x�?ò!Ò Ó Ô�Õ6Ö1×#Ø�Ù7Ú�Û�Ü�Ý�Þ%ßgÖ3Õ�Þ,Ô�ÕcÜ=Û:Ø�à�Þ
(4) á (6) â (16) â (17) ã|ä Û:åÇæ:ç*Õ6Ôè3é�Õ6Ö3Ø�Ô�é6Ö¢à?é6æ:à%Ý%ìÕ6Ö3Ø
é6Ý%Ý�Û�ê=é6ë3é6Ý%à�é

u(t, x, z) â λ1(t) â λ2(t) í ç
æ:ç
î�à (1) á (3)
Ø?ï:Ü�ç�Õ�Õ�é

Z(t∗) â Ôæ�Û:Ø�Ü=é6Ö3Ø
Û2ê�Þ%ßgè3é�éÕ�Û:Û�Ö1Ý�Û�ë3é6Ý%à�Þ�ð
(20) â (21) ã

ó3�õô ïgöÚî £9÷ùø ö £ ïóî £9÷ùú¿£ ð £X¤@£
õ�ö
÷Ë÷Ëø7�
ù úûø ü*��(��4ö
÷¶ù û

G[0,T ] = {(t, x, z) | 0 ≤ t ≤ T, x = (x1, . . . , xn), 0 ≤ xk ≤ π, k = 1, n,
0 ≤ z ≤ π}

 ýËúü
��+��ú�ö
ýËü
��+ ÿßö � ö����
ut(t, x, z) = ∆u + uzz + λ1(t)M(t, u(t, x, z)) + λ2(t)f(t, x, z); ª M�M�«

u(0, x, z) = u0(x, z); ª M ° «
u|xk=0 = u|xk=π = 0, k = 1, . . . , n; ª M � «

u|z=0 = u|z=π = 0. ª M ² «[ � ýË÷��
∆u(t, x, z) =

n
∑

k=1

uxkxk
(t, x, z),

�9������	ûû
M(t, y)

�
u0(x, z)

�
f(t, x, z) � ý��÷¶ù ü û(ù ý��������
ÿO��ö���� < ý8û!ÿßö � ö
� < ü

E2
�
En+1

û
G[0,T ]÷����
ù ü ý¶ù ÷¶ù ü ý�������-®W������	ûû

λ1(t)
�
λ2(t)

 �� � ��ý6;�ö�ùJ�� úý � ý���ý��û�+¯� � ��� ü úýËø�ý�������÷púý65�ý��ûýËø
u(t, x, z)

ÿßö � ö��û
ª M�M�«HN ª M ² «���� � � ü���ý¶ù ü�� ú�þ�+X��ûøR� ÷���� ü û(þø$ ýËúý��� úý � ý���ý��û(þ ª±° «óû#� ÷���� ü û(þøn÷���&2�4ö
÷�� ü�ö
�û(þ ª � «�-¬ ù���� ÷Ëû(ù ý����������9������	ûû

M(t, y)
 úý �  ����4ö
&�ö
ýËønü <  ������ý��ûý�� ÷���� ü û�� ªH² «�-



² M » �2¼3��½¿¾�À"Á:Â�Ã"�3�2�|�>�\ÄÅÁ�À"¾ÇÆ�È�Á:Â
4|� ÷¶ù��1 úûrü ÷Ëý��

t ∈ [0, T ]
ü <  ������(þý¶ù ÷ÈþÚ÷����
ù����
5�ý��ûý ª P«�- ¬ ù���� ÷Ëû(ù ý��������uü��� � � < � � ö
��� < � úý �  ����4ö
&�ö
ýËøg�"�(ù��Üü <  ������ý�� < � ÷���� ü û(þ ª E�P«�� ª E � «óû��9������	ûû f(t, x, z)

û
u0(x, z)

�ý��ý¶ù�� < ø��( ú�ö�ÿO� ø0 ú�� � ���%;�ö
+zù ÷Èþ# ��3 ýËúýËø�ý���� < ø xk

�
z
��ö

En+1
Ë

u0(x, z) =
∞

∑

k=0

αk sin kx1 sin kx2 . . . sin kxn sin kz, αk ³ ´�µ�¶�·r¸ ; ª M
P«

f(t, x, z) =

∞
∑

k=0

βk(t) sin kx1 sin kx2 . . . sin kxn sin kz, βk(t) ∈ C[0, T ]. ª M � «
û�ö
��;uý9 úý �  ����4ö
&�ö
ýËøg���(ù��S úû (t, x, z) ∈ G∗

[0,T ]

÷� ú�ö
ü ý � ��ûü��3� ÷���� ü ûý

M(t, v(t, x)) =

∞
∑

k=0

Mk(t) sin kx1 sin kx2 . . . sin kxn sin kz ª M º «

� ��þ���+~( < � v(t, x)
�ù�ö
�û��@�(ù��

v(t, x) =
∞

∑

k=0

vk(t) sin kx1 sin kx2 . . . sin kxn sin kz.

[ � ýË÷��ü����������û�	ûý��(ù < Mk(t)
ø7��&6�'ù)( < ù��hú�ö�ÿ6��û���� < û!��ü�����(
��ý�&�� ü�� ú�þ!��ÿßö
ü û÷Èþ(ù)�
ùhü < (�� ú�ö

v(t, x)
-Q < ú�ö�;uý��ûý��ýËû(ÿÃü ýË÷¶ù�� < �]����������û�	ûý��(ù�� üü�ýËúý¶ÿÚúý65�ý��ûý

u(t, x, z)
ûø�ýËý¶ùhü û � ª±É «�� ª E�Ê«��& � ý ck(t) = 1

-õ�ö
÷Ë÷Ëø7�
ù úûø¢ü
G∗

[0,T ]

ù ý� ýËú��3 ú�þø/��+fÿßö � ö����'89�
5�û ª E:«�� ª E:M�«������
ù�� ú�ö�þ� ����%����ö
ý¶ù ÷ÈþÚû(ÿ ª M�M�«��
ª M ° «/ �� � ÷¶ù�ö
��� ü������Üü < ú�ö�;uý��û�� � ��þ λ1(t)

�
λ2(t)

û�ÿßö
ø�ý������'�9������	û��
f(t, x, z)

û
u0(x, z)

��ö�û�� ú�� � ���%;uý��û(þ3�ý��ý¶ù�� < ø?��( ú�ö�ÿO� øý��öxü ÷Ëý\ ú�� ÷¶ù ú�ö
�÷¶ù ü��W ��
x1, . . . , xk

�
z ª ��(��
ÿO��ö��ý��û(þ3� ÷¶ù�ö
ü ûø úý6;��ûø�û�«�-õ�ö
÷6��ý� ûø� ú�þø/��+=ÿßö � ö���� ûü��û��ýÃö
úû(ÿ�� ýËøL÷ � ü û�&�� øþ �� ü úýËø�ý��û?��ö

(t − τ/2)
��öÚü
ù�� ú�� ø

� ú���(���� ø?5uö
&ËýxüJ�ý���û��ý���� < �*����ý���ö:� ª ÷Ëøg- ª E ° «HN ª E ² «2«�-
I ��þrúý65�ý��û(þ
uτ (t, x, z) � ���}ö�ÿßö
� < ú�ö
ü����� ø�ýËú�� < ý  �� τ

��	ý����û ª E º «�� ª E É «x úû (t, x, z) ∈ G∗
[0,t∗]

-õ�ö
÷Ë÷Ëø7�
ù úûø¯�}ú�ö
ü��ý��ûý ª E ° «x÷S��ö���ö:����� < øþ� ÷���� ü ûýËø ª E ² «�->QZ÷Ëû��%� ª M
P«xúý65�ý��ûý � ö
�������ÿßö � ö��û@ úû t ∈
(

0,
τ

2

]  úý � ÷¶ù�ö
ü ûø7�¼ü�ü û � ý

uτ (t, x, z) =
∞

∑

k=0

αke
−2(n+1)k2t sin kx1 sin kx2 . . . sin kxn sin kz,

÷���ý � � ü�ö�ù ý����������
uτ |xk=0 = uτ |xk=π = 0, k = 1, . . . , n,

uτ |z=0 = uτ |z=π = 0
 úû

t ∈
(

0,
τ

2

]

.

õ�ö
÷Ë÷Ëø7�
ù úûø!ù ý� ýËú��S�}ú�ö
ü��ý��ûý ª E ° «�÷���ö���ö:����� < ø0� ÷���� ü ûýËø

uτ (
τ

2
, x, z) =

∞
∑

k=0

αke
−(n+1)k2τ sin kx1 sin kx2 . . . sin kxn sin kz.



���%���S�����Z�\�������/���|���9�|�����$���W�>���J�|�~�3�|�����������g�g������� ²
°
4xú�� û��(ù ý�&Ëúûú�� ýËøR�}ú�ö
ü��ý��ûý ª E ° «x ���ü úýËø�ý��������# ýËúýËø�ý��������# ��S�
ù úý¶ÿO��� (τ

2
, t

] -�Qn÷Ëû��%� ª M � «��
ª M º «�úý65�ý��ûý ��ö�ü úýËø�ý������ øZ�
ù úý¶ÿO�'ý

t ∈
(τ

2
, τ

]  úý � ÷¶ù�ö
ü ûø7�¼ü�ü û � ý

uτ (t, x, z) =
∞

∑

k=0






αke

−(n+1)k2τ +

t
∫

τ

2

2Rτ
1(θ)Mk(θ) + 2Rτ

2(θ)βk(θ) dθ






×

× sin kx1 sin kx2 . . . sin kxn sin kz.

ÿ ��ý � � ü�ö�ù ý����������
uτ |xk=0 = uτ |xk=π = 0, k = 1, . . . , n,

uτ |z=0 = uτ |z=π = 0
 úû

t ∈ (0, τ ] .

Í ��ö:����&Ëû�������ú�ö
÷Ë÷6��; � ö�þ@��öu÷���ý � ��+X��ýËøR	ý���� ø05uö
&Ëý  ���ü úýËø�ý��û!�� ����%���ûøg�%�(ù��
uτ |xk=0 = uτ |xk=π = 0, k = 1, . . . , n, uτ |z=0 = uτ |z=π = 0

 úû
t ∈ (0, 2τ ] .

�xýËúý¶ÿ �����ý������ ý �û÷����35uö
&�� üS ����%���ûøg���(ù��
uτ |xk=0 = uτ |xk=π = 0, k = 1, . . . , n, uτ |z=0 = uτ |z=π = 0

 úû
t ∈ (0, t∗] . ª M É «

Q¢÷Ëû��%� � ���}ö�ÿßö
��� < �rú�ö
ü���� ø�ýËú�� < ����	ý������rû�ù ý�� úýËø <$Í ú�	ý��4ö'C � G=� ��� ø7 �ö
�(ù���� ÷¶ù û*�ý����
ù����ú�ö�þ3 �� �  �� ÷���ý � � ü�ö�ù ý�������� ÷¶ù�� uτk(t, x, z)
 �� ÷���ý � � ü�ö�ù ý�������� ÷¶ù û uτ (t, x, z)

úý65�ý��û��¼ÿßö � ö��û ª E ° «HNª E ² «ó÷2�� � û(ù ÷Èþ ü ø�ýË÷¶ù ý�÷  ú�� û(ÿÃü�� � � < ø�ûý �� xk
� �¼ü
ù�� ú���&��¼û� ��

z � ��ù úý¶ù�� ý�&��* �� ú�þ � �}ö¼ü�����+¿��û(ù ý��������L���9������	ûû
u(t, x, z) ∈ C0,2,3

t,x,z (G∗
[0,t∗])

-949�!ù ý�� úýËø�ý¢ø�ý¶ù�� � ö ÷��4ö
(����Lö
 � ú����'÷Ëûø#ö:�
	ûûRC M:G � ö
����ö�þ?�9������	û(þ8þü���þý¶ù ÷Èþ úý65�ý��ûýËø� ú�þø7���8ÿßö � ö��û ª E:«�� ª E:M�«��> úû��ýËø u(t, x, z) ∈
C1,2,3

t,x,z (G∗
[0,t∗])

û ÷� ú�ö
ü ý � ��ûü < ÷����
ù����
5�ý��û(þ
(20)

�
(21)

-
Q ÷Ëû��%� ª M É « � ��þ@�9������	ûû u(t, x, z)

ü <  ������(þý¶ù ÷Èþ
u|xk=0 = u|xk=π = 0, k = 1, . . . , n, u|z=0 = u|z=π = 0

 úû
t ∈ (0, t∗] ,

û!�4÷���ý � � ü�ö�ù ý����������·ü'�}ö��ýË÷¶ù ü ýuúý65�ý��û(þü�ú�ö
ýËü�����ÿßö � ö��ûTø7��;����¼ü
ÿËþ(ù��Ü÷6��;uý��û(þý��ö
G[0,t∗]

úý��5�ý��û(þrÿßö � ö��û*89�
5�ûrü
G∗

[0,t∗]
� ��þ��}ú�ö
ü��ý��û(þ ª M�M�«#÷~��ö���ö:����� < ø�û � ö
��� < ø�ûÜû� ú�ö
ü����'��ö
÷¶ù���+W�þü���þ�+X��ûø�û÷Èþ����}ö�ÿßö
��� < ø�ûÚü ª M
P«�� ª M � «/ ú�� � ���%;uý��û(þø�û��9������	û��

u0(x, z)
�
f(t, x, z)

�'û�� ÷������ü û(þø�û* ýËúý��� úý � ý���ý��û(þ ª±° «�-� � û��÷¶ù ü ý������ ÷¶ù���úý65�ý��û(þuû÷2�� � �����1�ú�ö
ýËü����%ÿßö � ö��û�÷���ý � � ý¶ù�û(ÿ�ù ý�� úýËø < ý � û��÷¶ù ü ý������ ÷¶ù û!�� ���}ö�ÿßö
������� � ��þÚÿßö � ö��û#89�
5�û!-IJ���}ö�ÿßö
� < ÷���ý � ��+X��ûý%ù ý�� úýËø < -
���'��Ñ��'�x���ÅÒ Ó Ô�Õ6Ö1×@Ø�Ù7Ú�Û�Ü�Ý�Þ%ßgÖ3Õ�ÞüÔ�ÕcÜ=Û:Ø�à�Þ

(4) á (6) â (16) â (17) â (26) á (28) ãXä Û:åÇæ:ç�Õ6Ôè3é�Õ6Ö3Ø�Ôìé6Ö ê=é6ë3é6Ý%à�é
u(t, x, z) â λ1(t) â λ2(t) í ç
æ:ç
î�à (22) á (25) â (3)

Ø�ï:Ü�ç�Õ�Õ�é
Z(t∗) â Ôæ�Û:Ø�Ü=é6Ö3Ø
Û2ê�Þ%ßgè3é�éÕ�Û:Û�Ö1Ý�Û�ë3é6Ý%à�Þ�ð

(20) â (21) ã
���'��Ñ��'�x���!Ò ñ�é6ë3é6Ý%à�é

u(t, x, z) â λ1(t) â λ2(t) í ç
æ:ç
î�à (22) á (25) â (3) á (6) â Ôæ�Û:Ø�Ü=é6Ö3Ø
Û2ê�Þ%ßgè3é�é|Õ�Û�ìÛ�Ö1Ý�Û�ë3é6Ý%à�Þ�ð
(20) â (21) â é6æ:à%Ý�Õ6Ö3Ø
é6Ý%Ý�Û3ØSï:Ü�ç�Õ�Õ�é Z(t∗) ã

���'��Ñ��'�x�83!Ò Ó Ô�Õ6Ö1×DØ�Ù7Ú�Û�Ü�Ý�Þ%ßgÖ3Õ�ÞþÔ�ÕcÜ=Û:Ø�à�Þ
(4) á (6) â (16) â (17) â (26) á (28) ã'ä Û:åÇæ:ç0Õ6Ôè3é�Õ6Ö1ìØ�Ô�é6Ö à$é6æ:à%Ý�Õ6Ö3Ø
é6Ý%Ý�Û�ê=é6ë3é6Ý%à�é

u(t, x, z) â λ1(t) â λ2(t) í ç
æ:ç
î�à (22) á (25) â (3)
Ø,ï:Ü�ç�Õ�Õ�é

Z(t∗) âÔæ�Û:Ø�Ü=é6Ö3Ø
Û2ê�Þ%ßgè3é�é1Õ�Û:Û�Ö1Ý�Û�ë3é6Ý%à�Þ�ð
(20) â (21) ã
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