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â ä óä ñzä�òóä á¨â ä ñzä�â àzêàzãÝ(ë�á³ìíÝô#Û
àzôlä ñzäjñ�Û�Þ¸Û(û�~uÛ
òóÝôlàzó�å�ó�Û
ázázôlä
â óà¨â ÷úâ àzêàzãÝà�Ú_ùZý¨â
â�Û(åî�æ�ë�Ü'ä
â ä óä ñzäbßuá�æ�ùZê�Û
àÁãàzá³ìíÝô#Û
àzôlä ï�ìíÝ'î4Ü'ä á¨â Ý�ó�Û
ázêà¨â ãä à Þwã�Û¸êàzãÝàÁêÝá�æ4Û
Ret

è�æ�Ý(ÞwÜ'äbÜ�ýzÜ'á�õòàzóÝôlàzã(â�Û}æ�÷ ãéÄô+î.Û
ããéÄôÄû>
 ÜZÛ¸êàzá¨â ß àíòàzóß ä ñzä�,ËÛ
ñ�ÛÙãàzä èwø�äzî4Ýôlä�òä�æ�ùZêÝ(â ÷ðî�æ�ë�ãàzñzäÙùZó�Û
ß�õãàzãÝà�ýzãàzóñzà¨â ÝêàzázÜ'ä ñzä è�Û}æ4Û
ãáwÛ�ß ä
Þwô�ù	��àzãÝï�å#ázäzî4àzó�ì�ÛA��àzà��ÌùZãÜ��Ýä ã�Û}æ-å#ä êàzß Ý'î4ãéÄôÓä è ó�Û}õÞwä ô ä
â ó�Û�ì�Û
ç���Ýï ýzãàzóñzÝçBß ä
Þwô�ù	��àzãÝï è à¨Þjß ß à¦î4àzãÝ(ë>ãà��uÝ(ÞwÝêàzázÜÝZø+á�æ4Û
ñ�Û
àzôlé�ø.û�
�ß à¦î4àzãZõãä à�ùZó�Û
ß ãàzãÝà�òä
Þwß ä�æ�ëà¨â�á��uä óô�ù¸æ�Ýóä ß�Û�â ÷�ß�Û
óÝ�Û�Ýä ãã(ùZçÓÞ¸Û¸î.Û¸ê(ù�î�æ�ë�ÜóÝ(â àzóÝ(ëÃòàzóà�ø�äzî.Û(åÝázá�æ�à¦î4ä ß�Û�â ÷�ß ä
Þwôlä¸ìíãä á¨â Ý àzàíùZòóä��àzãÝ(ëyÝ ôlà¨â äzî4é óà�,�àzãÝ(ë�û��0â äjázä á¨â�Û
ß�æ�ëà¨âúázäzî4àzó�ì�Û
ãÝàî.Û
ããä ï�ó�Û
è ä
â éÌû

�R����� ×��bÒb×��LÔ����� uÒb×ÙÔÄ×ÙØ�¡
��Û¸î.Û¸ê�Û ãà�æ�Ýãàzïãä ïÃù á¨â ä ïêÝß ä á¨â Ýoä ázãä ß ãä ñzäÙâ àzêàzãÝ(ëÃó�Û
ázázô#Û�â óÝß�Û
à¨â á³ë ã�Û ä ázãä ß à�ázÝá¨â àzôléòä�æ�ãé�øÃùZó�Û
ß ãàzãÝï�~uÛ
ß ÷ às�¢.0â ä Ü'áwÛjá³ìíÝô#Û
àzôlä ñzäÖß
ë(ÞwÜ'ä ñzä�â àzòZæ�ä òóä ß äzî4ãä ñzä�ñ�Û�Þ¸Û(û/�_è�æ4Û
á¨â ÷â àzêàzãÝ(ë

Ω
òóà¦î4á¨â�Û
ß�æ�ëà¨âyázä è ä ï!Üß�Û¸î4ó�Û�âoázäoá¨â ä óä ã�Û
ôlÝ�å�ò�Û
ó�Û}ææ�à�æ�÷ ãéÄôlÝ>ä á³ëôEî4àzÜZÛ
ó(â ä ß ä ï
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ázÝá¨â àzôlé
(x1, x2)

å1�àzã(â óÙÜ'ä
â ä óä ñzäËázä ß ò�Û¸î.Û
à¨â�á_ã�Û¸ê�Û}æ�ä ô Ü'ä ä ó
î4Ýã�Û�â}û4
!ÜZÛ¸êàzá¨â ß à_ø'Û
ó�Û
Ü(â àzóãé�øß à�æ�ÝêÝã î�æ�ë�ä è à¨Þwó�Û�ÞwôlàzóÝß�Û
ãÝ(ë�ß éÄè ó�Û
ãé@ó�Û�Þwôlàzó�ÜZÛ
ã�Û}æ4Û
L

òä�ä ázÝ
x2

å�ôläzî�ù¸æ�÷�ázÜ'ä óä á¨â Ý
U0

åòZæ�ä
â ãä á¨â ÷
ρ0

Ý�â àzôlòàzó�Û�â
ùZó�Û
T0

ã�Û_ãàzòóä ãÝ���Û
àzôlé�ø�á¨â àzãÜZÛ}ø�ÜZÛ
ã�Û}æ4Û(å
ò�Û
ó�Û}ææ�à�æ�÷ ãé�ø�ázÜ'ä óä á¨â Ýä ázãä ß ãä ñzä�òä
â ä ÜZÛ(å�ß óàzô�ë
τ0 = L/U0

Ýíî.Û
ß�æ�àzãÝà
p0 = ρ0U

2
0

û

 è à¨Þwó�Û�Þwôlàzóãé�ø�òàzóàzôlàzããé�ø�ázÝá¨â àzô#Û�ùZó�Û
ß ãàzãÝï�Þ¸Û
òÝázéÄß�Û
à¨â á³ëÖß�ß Ý'î4à

∂ρ

∂t
+

∂ρui

∂xi

= 0,

ρ

(

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

)

= − ∂p

∂xi

+
1

Re

∂2ui

∂x2
j

+
1

Re

(

α +
1

3

)

∂2uj

∂xi∂xj

,
 "��(

ρ

(

∂T

∂t
+ ui

∂T

∂xi

)

= (γ − 1)M2

0

dp

dt
+

1

Re Pr

∂2T

∂x2
i

+
(γ − 1)M2

0

2Re
×

×
(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)2

+ (γ − 1)

(

α − 2

3

)

M2
0

Re

(

∂ui

∂xi

)2

,

γM2

0
p = ρT,

d

dt
=

∂

∂t
+ ui

∂

∂xi

, i, j = 1, 2.

��î4àzáz÷ Ý�î.Û}æ�àzàÖòä òä ß
â ä ó�ëç���Ýôlá³ë Ýã'î4àzÜ'áwÛ
ôLòäzî4ó�Û�ÞzùZôlàzß�Û
à¨â á³ëþá¨ùZôlôlÝóä ß�Û
ãÝà
û��Ìóà¦î4òä�æ4Û}õñ�Û
à¨â á³ë�åÁê(â ä î4ÝázázÝò�Û�â Ýß ãéÄà Ü'ä ý��;�uÝ��Ýàzã(â éBß[ázÝá¨â àzôlà± "��(ðãà�Þ¸Û
ß Ýá³ë(â!ä
â�â àzôlòàzó�Û�â
ùZóéKÝòä á¨â ä¸ëããéÌû¯�uÛ
ó�Û
ôlà¨â óéÌåfß�ø�äzî�ë1��Ýà�ßoùZó�Û
ß ãàzãÝ(ë� "��(�å�ä òóà¦î4à�æ�ëçÁâ á³ëþá�æ�à¦î�ùZç���Ýô ä è ó�Û�Þwä ôÄûÚÌä ý��;�uÝ��Ýàzã(â
α

ó�Û
ß àzãÙä
â ãä,�àzãÝçEä è�-àzôlãä ï ß
ë(ÞwÜ'ä á¨â Ý�ÜÙáÉî4ß Ýñzä ß ä ï
α = µv/µ

Ýðø'Û
ó�Û
Ü(â àzóÝZõÞzù à¨â�á¨â àzòàzã÷�ãàzó�Û
ß ãä ß àzázãä á¨â Ý ß ã(ù'â óàzããÝZøÙá¨â àzòàzãàzï�ázß ä è äzî4é>ôlä�æ�àzÜ(ù¸æÙñ�Û�Þ¸Û1²
M = U0/

√
γRT0àzá¨â ÷ÌêÝá�æ�ä;��Û}ø'Û]ä ázãä ß ãä ñzä_òä
â ä ÜZÛ1²

Re = U0L%0/µ
� êÝá�æ�äuö�àzïãä�æ�÷}î4áwÛ1²

Pr = µcp/λ
� êÝá�æ�ä

�Ìó�Û
ã'î�âwæ�ëW²
R
�Bñ�Û�Þwä ß�Û�ëÃòä á¨â ä¸ëãã�Û�ëW²

γ = cp/cv

�Bòä ÜZÛ�Þ¸Û�â à�æ�÷jÛ¸î4Ý�Û
è�Û�â é�²
cp

Ý
cv

�Gùwî4à�æ�÷�õãéÄàbâ àzòZæ�ä àzôlÜ'ä á¨â ÝúòóÝÖòä á¨â ä¸ëããé�øÙî.Û
ß�æ�àzãÝÝÖÝÖä è�-àzôlàbázä ä
â ß à¨â á¨â ß àzããä�²
λ
��Ü'ä ý��;�uÝ��Ýàzã(ââ àzòZæ�ä òóä ß äzî4ãä á¨â Ý�û

~uÛËñzó�Û
ãÝ���Û}ø�ä è�æ4Û
á¨â Ý�ß ä�ß ázàuôlä ôlàzã(â é@ß óàzôlàzãÝ�ß éÄòä�æ�ã(ëçÁâ á³ë�á�æ�à¦î�ùZç���Ýàbù á�æ�ä ß Ý(ëW³
� òàzóÝäzî4ÝêàzázÜÝà�òóÝ

x1 = ±1/2, x2 ∈ [−1/2; 1/2]

u1(t, 1/2, x2) = u1(t,−1/2, x2), u2(t, 1/2, x2) = u2(t,−1/2, x2),
 ´�&(

ρ(t, 1/2, x2) = ρ(t,−1/2, x2), p(t, 1/2, x2) = p(t,−1/2, x2);

� ä ázãä ß ãä ñzä�â àzêàzãÝ(ë�òóÝ
x2 = ±1/2, x1 ∈ [−1/2; 1/2]

u1(t, x1, 1/2) = −u1(t, x1,−1/2) = 1, u2(t, x1, 1/2) = u2(t, x1,−1/2) = 0,
 µ��(

ρ(t, x1, 1/2) = ρ(t, x1,−1/2) = 1, p(t, x1, 1/2) = p(t, x1,−1/2) =
1

γM2
0

.


 ÜZÛ¸êàzá¨â ß à�ä ázãä ß ãä ñzä òä
â ä ÜZÛ ß éÄè ó�Û
ãäÙòZæ�ä ázÜ'ä à�â àzêàzãÝàíÚ_ùZý¨â
â�Û�á%æ�ÝãàzïãéÄôþòóä&�uÝZæ�àzôázÜ'ä óä á¨â Ý�å4Ü'ä
â ä óéÄïÖß�è à¨Þwó�Û�Þwôlàzóãé�ø�òàzóàzôlàzããé�øÖÝôlàzà¨âðß Ý'î
Us = x2

û��_ãä�ëß�æ�ëà¨â á³ë�â ä êãéÄôá¨â�Û�Ýä ã�Û
óãéÄô!óà�,�àzãÝàzô>ázÝá¨â àzôlé� "��(�áuñzó�Û
ãÝêãéÄôlÝ�ù á�æ�ä ß Ý(ëôlÝ¶ ´�&(�å� µ��(�û
ü�àzïá¨â ß Ý(â à�æ�÷ ãäå�î�æ�ë�òZæ�ä ázÜ'ä ò�Û
ó�Û}ææ�à�æ�÷ ãä ñzäíòä
â ä ÜZÛ%î4Ýß àzóñzàzã��Ý(ëÖòä�æ�ëÙázÜ'ä óä á¨â Ý ∂ui

∂xi

= 0
û

übæ�ëjá¨â�Û�Ýä ã�Û
óãä ñzä â àzêàzãÝ(ëúß ázàËòóä Ý(Þwß äzî4ãéÄà�òä ß óàzôlàzãÝ�ß· "��(Áó�Û
ß ãé ã(ù¸æ�ç%û>�ÌóÝjý¨â ä ô+Ý(ÞùZó�Û
ß ãàzãÝ(ë�ãàzó�Û�ÞwóéÄß ãä á¨â Ýíá�æ�à¦î�ù à¨â}å'ê(â äbòZæ�ä
â ãä á¨â ÷uÞ¸Û
ß ÝázÝ(âÌâ ä�æ�÷ Ü'äbä
âuòä òàzóàzêãä ï�Ü'ä ä ó
î4Ýã�Û}õâ é
ρ(t, x1, x2) = Θs(x2).


>ùZó�Û
ß ãàzãÝ(ëZø�Ýôlò(ù¸æ�÷ ázä ß�ß ázàuá�æ4Û
ñ�Û
àzôléÄà
å4ß ÜZæ�ç]ê�Û
ç���ÝàbázÜ'ä óä á¨â ãéÄà
òàzóàzôlàzããéÄà
å�ã�Û�æ�Ýãàzïãä ô òóä&�uÝZæ�à�ázÜ'ä óä á¨â Ý�ä è ó�ÛA�ËÛ
çÁâ á³ë�ßðã(ù¸æ�÷û>�]â ázç0î.Û ∂p

∂x1

=
∂p

∂x2

= 0



'# p�qLrsq�tvu�w�x�y�u�z|{9}

Ý dp

dt
= 0

åâ}û�à
û�ß�â àzêàzãÝÝjÚ_ùZý¨â
â�ÛËî.Û
ß�æ�àzãÝàbòä á¨â ä¸ëããäðÝ�ó�Û
ß ãäËÞwã�Û¸êàzãÝç<ã�Û�á¨â àzãÜZÛ}øÖÜZÛ
ã�Û}æ4Û
Ps =

1

γM2
0

û0. ùZêà¨â ä ô ß Ý'î.Û
Θs

Ý(Þ�ùZó�Û
ß ãàzãÝ(ëoázä á¨â ä¸ëãÝ(ëoòä�æ�ùZê�Û
àzô
Ts = Ts(x2) = 1/Θs

û�¸_Þ
áÉî4à�æ4Û
ããé�ø�Þ¸Û
ôlàzê�Û
ãÝï�á�æ�à¦î�ù à¨â}å.ê(â ä�ùZó�Û
ß ãàzãÝàbýzãàzóñzÝÝ�ázß äzî4Ý(â á³ë�Ü�ß Ý'î�ù

∂2T

∂x2
2

+ (γ − 1)M2

0
Pr = 0.

¸Ìã(â àzñzóÝó(ù
ëjàzñzäíábñzó�Û
ãÝêãéÄôlÝÖù á�æ�ä ß Ý(ëôlÝ
T (1) = T (−1) = 1

å�òä�æ�ùZê�Û
àzô>òóä&�uÝZæ�÷�â àzôlòàzó�Û}õâ
ùZóé
Ts

û4¹ Û
ÜÝô[ä è ó�Û�Þwä ôÄåä ázãä ß ãä àÌâ àzêàzãÝà%ä òÝázéÄß�Û
à¨â á³ë�ázä ä
â ãä,�àzãÝ(ëôlÝ

Us(x2) = x2, Ts(x2) = 1 +
(γ − 1)M2

0Pr

2
(1 − x2

2
), Θs(x2) = 1/T (x2), Ps =

1

γM2
0

.
 º�	(

�Ìóà¦î4á¨â�Û
ß�æ�ë(ë�ôlñzãä ß àzããéÄà0Þwã�Û¸êàzãÝ(ë�ñzÝ'î4óäzî4Ýã�Û
ôlÝêàzázÜÝZøËß à�æ�ÝêÝã�ß ä
Þwô�ù	��àzããä ñzä]â àzêàzãÝ(ëß�ß Ý'î4à
ρ = Θs + ρ′, ui = Us + u′

i, T = Ts + T ′, p = Ps + p′,Þ¸Û
òÝ1,�àzô ùZó�Û
ß ãàzãÝ(ëúî�æ�ë�î4ß
ùZôlàzóãé�ø ß ä
Þwô�ù	��àzãÝï ä ázãä ß ãä ñzä�â àzêàzãÝ(ë» º�	(Ìè à¨Þ ä ñzó�Û
ãÝêàzãÝ(ëã�ÛËÝZø�Û
ôlòZæ�Ý(â
ùwî4é�³
∂ρ′

∂t
+ ui

∂ρ

∂xi

+ ρ
∂u′

i

∂xi

= 0;
 ´'&(

ρ

(

∂u′

i

∂t
+ u′

j

∂u′

i

∂xj

+ Us,j

∂u′

i

∂xj

+ u′

j

∂Us,i

∂xj

)

=

= − ∂p′

∂xi

+
1

Re

∂2u′

i

∂x2
j

+
1

Re

(

α +
1

3

)

∂2u′

j

∂xi∂xj

, i, j = 1, 2;
 µo�(

ρ

(

∂T ′

∂t
+ ui

∂T ′

∂xi

+ u′

i

∂Ts

∂xi

)

= (γ − 1)M2

0

dp′

dt
+

1

Re Pr

∂2T ′

∂x2
i

+
(γ − 1)M2

0

Re
×

×
[

1

2

(

∂u′

i

∂xj

+
∂u′

j

∂xi

)2

+

(

∂u′

i

∂xj

+
∂u′

j

∂xi

)(

∂Us,i

∂xj

+
∂Us,j

∂xi

)

+

(

α − 2

3

)(

∂u′

i

∂xi

)2]

.
 ´+&(

��î4àzáz÷å}ê(â ä è é ãà0ù á�æ�ä¸ìíã(ë(â ÷k�uä óô�ùuá¨ùZôlôlÝóä ß�Û
ãÝ(ë�òä]Ýã'î4àzÜ'áwÛ
ôÄå�ôlé ß óàzôlàzããä]ãà�Ýázòä�æ�÷
Þzù àzôëß ãéÄàÌÞ¸Û
ß ÝázÝôlä á¨â Ý�ò�Û
ó�Û
ôlà¨â óä ß�ä ázãä ß ãä ñzä�â àzêàzãÝ(ë¶ º�	(�ä
â�äzî4ãä ï�Ü'ä ä ó
î4Ýã�Û�â é
x2

û
.�Ýá¨â àzô#Û� ´'&(´�W ´+&(#Þ¸Û
ôléÄÜZÛ
à¨â á³ë�ùZó�Û
ß ãàzãÝàzô!ázä á¨â ä¸ëãÝ(ë î�æ�ëÙß ä
Þwô�ù	��àzãÝï

p′ =
1

γM2
0

(ρT ′ + ρ′Ts).
 µ#�(

�Ìóà¦î4òä�æ4Û
ñ�Û
à¨â á³ë�å�ê(â äÌß ä
Þwô�ù	��àzãÝ(ë
u′

1, u
′

2, ρ
′, T ′, p′

òóÝ
x1 = ±1/2, x2 ∈ [−1/2; 1/2]

ùwî4ä ß�æ�à¨â ß ä�õó�ëçÁâbòàzóÝäzî4ÝêàzázÜÝô ñzó�Û
ãÝêãéÄôÃù á�æ�ä ß Ý(ëôÄå'ÛÌã�ÛÌãàzòóä ãÝ���Û
àzôlé�ø�ñzó�Û
ãÝ���Û}ø
x2 = ±1/2, x1 ∈

[−1/2; 1/2]
òóÝãÝô#Û
çÁâðã(ù¸æ�àzß éÄàÌÞwã�Û¸êàzãÝ(ë�û

¼s��½ �� uÒb×ÙÔÄ×ÙØ�¡¿¾f×ÙÔ���À0Ô�Á_Ø�ÂÙÔ �[Ã �RÀ)�ÅÄQ kÆÇ u× �   ØÉÈ��í× Ã�Ê Ø��b×� kÆ��
�_òóà¦î4à�æ�Ýô!ÜÝãà¨â ÝêàzázÜ(ùZçÓýzãàzóñzÝçEß ä
Þwô�ù	��àzãÝï�ÜZÛ
Ü�Ýã(â àzñzó�Û}æ�òä�ä è�æ4Û
á¨â Ý�â àzêàzãÝ(ë�ß Ý'î.Û

E(t) =

∫

Ω

ρu′2

i

2
dΩ.

 µ%�(
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übæ�ë%ýzß ä�æ�ç��ÝÝ
E(t)

Ý(Þ0ùZó�Û
ß ãàzãÝï� ´'&(�å1 µo�(�ß éÄß äzî4Ý(â á³ë%ùZó�Û
ß ãàzãÝàfýzãàzóñzà¨â ÝêàzázÜ'ä ñzäbè�Û}æ4Û
ãáwÛ%ÿ �� ûübæ�ë%ý¨â ä ñzä_ùZó�Û
ß ãàzãÝ(ë� ´'&(�Ý� µo�(�ùZôlãä¸ì�Û
çÁâ á³ëËã�Û
u′2

i

Ý
ui

ázä ä
â ß à¨â á¨â ß àzããäbÝ�ázÜZæ4Û¸î4éÄß�Û
çÁâ á³ë�û&�ÌóÝý¨â ä ôLßÃæ�àzß ä ï>ê�Û
á¨â Ý+òä�æ�ùZêàzããä ñzä ùZó�Û
ß ãàzãÝ(ë ß é0î4à�æ�ëà¨â á³ëþó�ë'îþá�æ4Û
ñ�Û
àzôlé�ø ßúî4Ýß àzóñzàzã(â ãä ï
�uä óôlà

1

2

∂

∂t
(ρu′2

i ) +
1

2

∂

∂xj

(ρu′2

i u′

j) +
1

2

∂

∂xj

(ρu′2

i ) + ρu′

iu
′

j

∂Ui

∂xj

=

= −u′

i

∂p′

∂xi

+
1

Re
u′

i

∂2u′

i

∂x2
j

+
1

Re

(

α +
1

3

)

u′

i

∂

∂xi

∂u′

j

∂xj

.
 "�$*�(

�ÌóÝ Ýã(â àzñzóÝóä ß�Û
ãÝÝ ùZó�Û
ß ãàzãÝ(ëË "�$*�(�òäyä è�æ4Û
á¨â Ý>â àzêàzãÝ(ë[î4Ýß àzóñzàzã(â ãéÄàÃá�æ4Û
ñ�Û
àzôléÄà�ßæ�àzß ä ï�ê�Û
á¨â Ý[òàzóà�ø�äzî�ë(âoß�Ýã(â àzñzó�Û}æ�é�òäúñzó�Û
ãÝ��à
å#Ü'ä
â ä óéÄà�ßúázÝZæ�ù ñzó�Û
ãÝêãé�ø�ù á�æ�ä ß Ýï[ã�Ûß ä
Þwô�ù	��àzãÝ(ë>ä è ó�ÛA�ËÛ
çÁâ á³ë>ßoã(ù¸æ�÷û�.#æ4Û
ñ�Û
àzôléÄàÖßoòó�Û
ß ä ï!ê�Û
á¨â Ý>Ýã(â àzñzóÝó(ùZçÁâ á³ëþòäÃê�Û
á¨â¸ëôÄåòóÝêàzô ß ä
ÞwãÝÜZÛ
ç���Ýà]Þ�î4àzáz÷�ñzó�Û
ãÝêãéÄà_Ýã(â àzñzó�Û}æ�é â�Û
Ü(ìËàÁÞ¸Û
ã(ù¸æ�ëçÁâ á³ë�û�
�óà¨Þzù¸æ�÷¸â�Û�â àÌòóÝZø�ä�õî4Ýô[ÜÙÝã(â àzñzó�Û}æ�÷ ãä ô�ùÙùZó�Û
ß ãàzãÝçEß Ý'î.Û
dE

dt
≡ d

dt

∫

Ω

ρu′2
i

2
dΩ = J1 + J2 −

1

Re
(J3 + αJ4).

 "�&��(

.#æ4Û
ñ�Û
àzôlä à
J1 = −

∫

Ω

ρu′

iu
′

j

∂Ui

∂xj

dΩ

ä òÝázéÄß�Û
à¨âíä è ôlàzã�ýzãàzóñzÝàzï�ôlà¨ìËî�ù ß ä
Þwô�ù	��àzãÝàzô!Ý�ä ázãä ß ãéÄô[òä
â ä Ü'ä ôÄûv¸Ìã(â àzñzó�Û}æ

J2 =

∫

Ω

p′
∂u′

i

∂xi

dΩ

ôlä¸ìíãäíÝã(â àzóòóà¨â Ýóä ß�Û�â ÷ÙÜZÛ
ÜÖó�Û
è ä
â
ù�òóÝÖò(ù¸æ�÷ áwÛ�Ýä ããä ô>á³ì�Û�â ÝÝÌ ó�Û
á�,�ÝóàzãÝÝv(Áñ�Û�Þ¸Û(û�¸ÌãZõâ àzñzó�Û}æ�é
J3 =

∫

Ω

[(

∂u′

i

∂xj

)2

+
1

3

(

∂u′

i

∂xi

)2]

dΩ, J4 =

∫

Ω

(

∂u′

i

∂xi

)2

dΩ

ázä ä
â ß à¨â á¨â ß
ùZçÁâ òóä&�àzázáwÛ
ôyî4ÝázázÝò�Û�ÝÝ�û

ÓòóÝß à¦î4àzããé�ø�ß éÄó�Û�ìËàzãÝ(ëZøoÞwã�Û
ÜÝ Ýã(â àzñzó�Û}æ�ä ß

J1, J2

ãàðä òóà¦î4à�æ�àzãéÌå#ß�â ä�ß óàzô�ë ÜZÛ
Ü
J3, J4

ãàzä
â óÝ���Û�â à�æ�÷ ãéÌûv¸_Þ��uÝ(ÞwÝêàzázÜÝZø ázä ä è ó�Û�ìËàzãÝï�åZòóÝã�Û¸î�æ�à¨ì�ÛA��ÝZø�
]û1�_óó(ù åZôlä¸ìíãäbÞ¸Û}õÜZæ�ç]êÝ(â ÷å�ê(â äÌáfùZôlàzã÷,�àzãÝàzôÃêÝá�æ4Ûuö�àzïãä�æ�÷}î4áwÛ(å�ã�Û¸êÝã�Û�ëËáÄãàzÜ'ä
â ä óä ñzä
Recr

î4ÝázázÝò�Û�â Ýß ãéÄàá�æ4Û
ñ�Û
àzôléÄà
J3, J4

á¨â�Û
ãä ß
ë(â á³ëÖòóàzß�Û}æ�Ýó(ùZç���ÝôlÝ�å4òóÝ�ý¨â ä ô!òóä Ý(Þwß äzî4ã�Û�ë
dE/dt < 0

Ý æ�ç]è éÄàß ä
Þwô�ù	��àzãÝ(ëjÞ¸Û�â
ù�ø'Û
çÁâ�ázä ß óàzôlàzãàzôÄûÍ�0â äÙòä
Þwß ä�æ�ëà¨âÙá��uä óô�ù¸æ�Ýóä ß�Û�â ÷ ã�Û ä ázãä ß à%ùZó�Û
ß ãàzãÝ(ë
 "�&��(�ß�Û
óÝ�Û�Ýä ãã(ùZç+Þ¸Û¸î.Û¸ê(ù�î�æ�ëðä&�àzãÜÝðÜóÝ(â ÝêàzázÜ'ä ñzä�êÝá�æ4Û%ö�àzïãä�æ�÷}î4áwÛ

Recr

å'Ü'ä
â ä óä à]ázä ä
â�õß à¨â á¨â ß
ù à¨â
dE/dt = 0

Ý�ß éÄêÝá�æ�ëà¨â á³ëÖÜZÛ
Ü�ôlÝãÝô�ùZôÎ�ÌùZãÜ��Ýä ã�Û}æ4Û1³

Recr = min

[

J3 + αJ4

J1 + J2

]

.
 "���&(

¸_Þ�ùZó�Û
ß ãàzãÝ(ëÏ "���&(Ìß Ý'î4ãäå-ê(â äÖß ä
Þwó�Û
á¨â�Û
ãÝàðä è�-àzôlãä ïÃß
ë(ÞwÜ'ä á¨â Ý! ÝZæ�ÝÃò�Û
ó�Û
ôlà¨â ó�Û
α
(Áî4àzïá¨â�õß Ý(â à�æ�÷ ãä�áÉî4ß Ýñ�Û
à¨â�òàzóà�ø�äzîjßËá¨â ä óä ã(ùðè ä�æ�÷,�ÝZøíÞwã�Û¸êàzãÝï

Recr

åZãäbî�æ�ë òä�æ�ùZêàzãÝ(ëÙÜ'ä�æ�Ýêàzá¨â�õß àzããä ñzä�óà¨Þzù¸æ�÷¸â�Û�â�Ûíãàzä èwø�äzî4Ýôläíóà�,�Ý(â ÷íß�Û
óÝ�Û�Ýä ãã(ùZç Þ¸Û¸î.Û¸ê(ùÙã�ÛËázä è á¨â ß àzããéÄàbÞwã�Û¸êàzãÝ(ë�û



o&* p�qLrsq�tvu�w�x�y�u�z|{9}


Ló�Û
è ä
â�Û}ø@ÿ ���1oA�Áß�æ�Ý(ëãÝà�ä è�-àzôlãä ï�ß
ë(ÞwÜ'ä á¨â Ý>ã�Û�Þ¸Û�â
ù�ø'Û
ãÝàjß ä
Þwô�ù	��àzãÝï>Ý(ÞzùZê�Û}æ�ä áz÷oã�Ûä ázãä ß àbß óàzôlàzããä ïÖýzß ä�æ�ç��ÝÝÖÜÝãà¨â ÝêàzázÜ'ä ï�ýzãàzóñzÝÝjß ä
Þwô�ù	��àzãÝï
E(t)

 µ%�(�å�ó�Û
ázázêÝ(â éÄß�Û
àzôlä ïÜZÛ
ÜÃãàzòä ázóà¦î4á¨â ß àzããäå�â�Û
ÜÃÝúã�Û�ä ázãä ß àËùZó�Û
ß ãàzãÝ(ëÃýzãàzóñzà¨â ÝêàzázÜ'ä ñzä�è�Û}æ4Û
ãáwÛ- "�&��(�û�
�ôlàzá¨â àíáâ àzô�ùZó�Û
ß ãàzãÝàQ "�&��(�ß éÄß à¦î4àzãäußÌòä�æ�ãä ï�Û
ã�Û}æ�ä ñzÝÝ�áÄòäzî4ä è ãéÄô�ùZó�Û
ß ãàzãÝàzôÖî�æ�ë�ãàzá³ìíÝô#Û
àzôlä ïìíÝ'î4Ü'ä á¨â Ýjÿ����4Ýíßbâ�Û
Ü'ä ô ß Ý'î4àÁãà]ä
â ó�Û�ì�Û
à¨âbëß ãä%ä ázä è àzããä á¨â àzï ß ä
Þwô�ù	��àzãÝïðß%á³ìíÝô#Û
àzôlé�ø�â à�õêàzãÝ(ëZø.ûv
>ê�Û
á¨â ãä á¨â Ý�å4ß�ä
âwæ�ÝêÝàbä
â�ãàzá³ìíÝô#Û
àzôlä ïÙìíÝ'î4Ü'ä á¨â Ý�òä�æ�ã�Û�ëÙýzãàzóñzÝ(ë�ß ä
Þwô�ù	��àzãÝï�ßñ�Û�Þwà� òä�æ�ã�Û�ë%ýzã(â�Û}æ�÷ òÝ(ëv(-Üóä ôlà�ÜÝãà¨â ÝêàzázÜ'ä ï�ázä á¨â�Û
ß�æ�ëç���àzï
E(t)

ß ÜZæ�ç]ê�Û
à¨â]â�Û
Ü(ìËà�ß ã(ù'â óàzãZõãç]çÓÝ�î4à��uä óô#Û�Ýä ãã(ùZç Ü'ä ôlòä ãàzã(â éÌû-ÚÌóä ôlà�â ä ñzäå�ß� "�&��(Áä
â á¨ù'â á¨â ß
ù à¨âÖëß ã�Û�ë�Þ¸Û
ß ÝázÝôlä á¨â ÷ä
âÙêÝá�æ4Û���Û}ø'Û
M0

û>�0â äÙázß
ë(Þ¸Û
ãä á�â àzôÄå�ê(â äÙòóÝ�ß éÄß äzî4àËãà�è é�æ�Ý�Ýázòä�æ�÷
Þwä ß�Û
ãé ùZó�Û
ß ãàzãÝ(ëýzãàzóñzÝÝÇ ´+&(-ÝËázä á¨â ä¸ëãÝ(ë� µ#�(�ûAÐ_ä
â¸ë�ý¨â äÌôlä¸ìíãäÌáÉî4à�æ4Û�â ÷ußÌòóä&�àzázázàÄóà�,�àzãÝ(ë�ß�Û
óÝ�Û�Ýä ããä ï�Þ¸Û}õî.Û¸êÝ�å
òóà¦î4á¨â�Û
ß�æ�ëà¨âbÝã(â àzóàzá ß éÄòä�æ�ãÝ(â ÷uázä ä
â ß à¨â á¨â ß
ùZç���ÝàÁòóàzä è ó�Û�Þwä ß�Û
ãÝ(ëËãàzòä ázóà¦î4á¨â ß àzããäßËùZó�Û
ß ãàzãÝÝ�ýzãàzóñzà¨â ÝêàzázÜ'ä ñzä è�Û}æ4Û
ãáwÛ(û
�Ìóàzä è ó�Û�Þzù àzôyòäzî4éÄã(â àzñzó�Û}æ�÷ ãä àÌß éÄó�Û�ìËàzãÝà]ß

J2

û���î4àzáz÷�ÝíãÝ(ìËàÁùZê(â àzãé>Þ¸Û
ß ÝázÝôlä á¨â Ý�î�æ�ëòä�æ�àzï�ä ázãä ß ãä ñzäËâ àzêàzãÝ(ë� º�	(�û4�Ìäzî4á¨â�Û
ãä ß ÜZÛÇ µ#�(lî.Û
à¨â
p′

∂u′

i

∂xi

=
1

γM2
0

(

ρ′

Θs

+ ρT ′

)

∂u′

i

∂xi

.

.#æ4Û
ñ�Û
àzôléÄàËßðòó�Û
ß ä ïÖê�Û
á¨â Ýjß éÄó�Û�ÞwÝô Ý(Þ%ùZó�Û
ß ãàzãÝï�ãàzó�Û�ÞwóéÄß ãä á¨â Ý�ÝÖýzãàzóñzÝÝ�ázÝá¨â àzôléÑ~uÛ}õß ÷ à)�Ò.0â ä Ü'áwÛ� "��(�î�æ�ë�ôlñzãä ß àzããé�ø�Þwã�Û¸êàzãÝï�ßuß ä
Þwô�ù	��àzããä ôÃòä
â ä Ü'à áfùZêà¨â ä ô± º�	(
∗
ûÓ_ôlãä¸ìíÝßùZó�Û
ß ãàzãÝàbãàzó�Û�ÞwóéÄß ãä á¨â ÝÖã�Û

ρ′/Θ2

s

å�òä�æ�ùZêÝô[Ý(Þbãàzñzä
ρ′

Θs

∂u′

i

∂xi

= − 1

Θ2
s

∂

∂t

(

ρ′2

2Θ2
s

)

− 1

2

ρ′2

Θ2
s

∂u′

i

∂xi

+ u′

2

(

ρ′2

2

d

dx2

(

1

Θ2
s

)

− 1

Θ2
s

ρ′
dΘs

dx2

)

.
 "�$��(

.�ä ä
â ß à¨â á¨â ß àzããäå#Ý(ÞðùZó�Û
ß ãàzãÝ(ëyýzãàzóñzÝÝyòä á�æ�àðùZôlãä¸ìËàzãÝ(ëyàzñzäjã�ÛjÛ
ñzóàzñ�Û�â
γT ′[Ts(γ − 1)]−1

òä�æ�ùZê�Û
à¨â á³ë�î4ä á¨â�Û�â ä êãäÙñzóä ôlä
Þ�î4Ü'ä à�ß éÄó�Û�ìËàzãÝàuî�æ�ëjá�æ4Û
ñ�Û
àzôlä ñzä
ρT ′

∂u′

i

∂xi

å4Ü'ä
â ä óä à�ázäzî4àzó�ìíÝ(â
êZæ�àzãÃá�ß óàzôlàzããä ïoòóä Ý(Þwß äzî4ãä ï − 1

γ − 1

∂

∂t

(

ρ
T ′2

2Ts

)

.
�Ìä á�æ�à�òäzî4á¨â�Û
ãä ß ÜÝoòä�æ�ùZêàzããé�øoß éÄó�Û}õ

ìËàzãÝï�ßËùZó�Û
ß ãàzãÝàG "�&��(�ß�æ�àzß ä ï�ê�Û
á¨â Ý�ß é0î4à�æ�ëà¨â á³ëÖòóä Ý(Þwß äzî4ã�Û�ëÙòä�ß óàzôlàzãÝ�Ýã(â àzñzó�Û}æ4Û

Et(t) =

∫

Ω

{

ρu′2
i

2
+

1

γM2
0

[

ρ′2

2Θ2
s

+
1

γ − 1
ρ

T ′2

2Ts

]}

dΩ.
 "�O�	(

�Ìóàzä è ó�Û�Þwä ß�Û
ããä à_â�Û
ÜÝô!ä è ó�Û�Þwä ôyùZó�Û
ß ãàzãÝàbýzãàzóñzà¨â ÝêàzázÜ'ä ñzä è�Û}æ4Û
ãáwÛ�òóÝãÝô#Û
à¨âíß Ý'î
dEt(t)

dt
≡ Φ = −

∫

Ω

{

ρu′

1
u′

2
+

1

γM2
0

[

1

2

ρ′2

Θ2
s

∂u′

i

∂xi

+
u′

2
ρ′

Θ2
s

dΘs

dx2

− u′

2
ρ′2

2

d

dx2

(

1

Θ2
s

)]}

dΩ +

+
1

γM2
0

∫

Ω

[

γ

(γ − 1)RePr

T ′

Ts

d2Ts

dx2
2

− ρu′

2

γ − 1

(

T ′2

2T 2
s

+
T ′

Ts

)

dTs

dx2

− ρ

Ts

T ′2
∂u′

i

∂xi

]

dΩ +

+
1

Re

∫

Ω

T ′

Ts

[(

∂u′

i

∂xj

+
∂u′

j

∂xi

)2

+ 4

(

∂u′

1

∂x2

+
∂u′

2

∂x1

)

+ 2 + (α − 2

3
)

(

∂u′

i

∂xi

)2]

dΩ −

− γ

(γ − 1)RePr

∫

Ω

∂

∂xi

(

T ′

Ts

)

∂T ′

∂xi

dΩ − 1

Re

∫

Ω

[

∂u′

i

∂xj

∂u′

i

∂xj

+ (α +
1

3
)

(

∂u′

i

∂xi

)2]

dΩ.
 "��'&(
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Ú%ùZãÜ��Ýä ã�Û}æ
Et(t)

å�ßbä
âwæ�ÝêÝà]ä
âbòóà¦î�æ�ä¸ìËàzããä ñzä�ß�ÿ ���(î�æ�ë�ùZó�Û
ß ãàzãÝï��_è àzóè àzÜZÛk�Ñ�0ù ázázÝZõãàzázÜZÛ(åuòä�æ�ùZêàzã<òóàzä è ó�Û�Þwä ß�Û
ãÝàzô�ýzãàzóñzà¨â ÝêàzázÜ'ä ñzä@ùZó�Û
ß ãàzãÝ(ë� "�&��(�å_Ýôlàzà¨â±ÛÇó�Û�Þwôlàzóãä á¨â ÷AÜýzãàzóñzÝÝ!Ý[ôlä¸ìËà¨âÃó�Û
ázázô#Û�â óÝß�Û�â ÷ á³ë>ÜZÛ
Ü[ä è ä è��àzãã�Û�ë[ýzãàzóñzÝ(ë!ß ä
Þwô�ù	��àzãÝï�û[�Ìä ý¨â ä ô�ù å0àzá�æ�Ýä ñzó�Û
ãÝêÝ(â ÷ á³ë>ùZôlàzóàzããéÄôlÝþêÝá�æ4Û
ôlÝ
M0

å0â äúî�æ�ë!ùZó�Û
ß ãàzãÝ(ëË "��'&(�å0ãàzázôlä
â ó�ë ã�Ûoàzñzä á�æ�ä¸ì�õãä á¨â ÷å4â�Û
Ü(ìËàËôlä¸ìËà¨â è éfâ ÷ òä á¨â�Û
ß�æ�àzã�Û ß�Û
óÝ�Û�Ýä ãã�Û�ë�Þ¸Û¸î.Û¸ê�Ûðã�Ûíázä è á¨â ß àzããéÄàËÞwã�Û¸êàzãÝ(ë�î�æ�ëã�Û}ø�ä¸ìËî4àzãÝ(ë�ÜóÝ(â ÝêàzázÜ'ä ñzäðêÝá�æ4Ûíö�àzïãä�æ�÷}î4áwÛ
Recr

û
Ýlá�æ�ÝðÝázòä�æ�÷
Þwä ß�Û�â ÷_î�æ�ëíòóàzä è ó�Û�Þwä ß�Û
ãÝ(ë�ß éÄó�Û�ìËàzãÝ(ë

p′
∂u′

i

∂xi

â ä�æ�÷ Ü'äbùZó�Û
ß ãàzãÝàfî�æ�ëíß ä
Þwô�ù�õ
��àzãÝïÖâ àzôlòàzó�Û�â
ùZóé� ´+&(�å�â ä ýzãàzóñzà¨â ÝêàzázÜ'ä àËùZó�Û
ß ãàzãÝà�ãàzázÜ'ä�æ�÷ Ü'äðùZòóä�ËÛ
à¨â á³ë�û��ÌóÝ�ý¨â ä ô ßÜZÛ¸êàzá¨â ß à%ä è ä è��àzããä ïÙýzãàzóñzÝÝÖß ä
Þwô�ù	��àzãÝï�ó�Û
ázázô#Û�â óÝß�Û
à¨â á³ëÇ�ÌùZãÜ��Ýä ã�Û}æ

E ′

t(t) =

∫

Ω

[

ρu′2

i

2
+

1

γ(γ − 1)M2
0

ρT

]

dΩ.
 "�$o�(
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�éÄß à¦î4àzããéÄàíùZó�Û
ß ãàzãÝ(ëoýzãàzóñzà¨â ÝêàzázÜ'ä ñzäúè�Û}æ4Û
ãáwÛ�òä
Þwß ä�æ�ëçÁâÖß éfëß Ý(â ÷�â ó(ùwî4ãä á¨â Ý�å�òóàzò(ë(â�õá¨â ß
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