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ìó ô ø���ö�è�ï
ìéñìü�ú�����ò�ó��ô éõ����èé÷jê�ì*í*í2���/0�13��4����/5)�/$6���7�8�9����&(*+:��/$�.��/$<��ì�ïX�èé÷jê�èêzðÞïÞî0ïÞñé���ø)ó öÛî0ï�ö�è�ï
ìé��ïX�èêªîI�û�ï
ô��ò�íêû��µí^ó
û è�ï���ï��!
�ê�õ"�û ê�ìø)ó õ�&]O�ó öÛî0ï êªî5éì��û ô ê�ììüå÷Høè�ï
ê�ô üå÷;����ò�ó ô éê�÷���ó�� ê	�	�ê�ñéô�ï��!
�é÷ø)ó èèê�ø*û ìó��û�����é��û ê�÷jüZö�é��ê�è�� ó�ò�éñê	��øédú[�dè�ï
ô ìê�ìéõ @ c C��#íô�ò�íêû��µí´����ò�ó ô éê

u
n

= 0
ì�ï�ö�è�ï<�ìé�ê���öÛî5ê

n

Ò�ìó è÷%ï�ò�� ì�ï�í�ø�ö�è�ï
ìé�êÙø)ó ÷F�ó ìê�ì*û�ï¶��ø)ó èó��û é�&IW�ò�í�è�ï�ð|ìó��û ìü�úV�¡ú�ê�÷���ìêÙíô��ò�í��!
�édú>�µíí�¡ú�ê�÷%ï
÷jéí��ì�ï��è�ï
ô�ò�ê�ììüå÷jéDè�ï�ð|ìó��ûÞí÷jé��2û èê	��� êû��µí��óùøè�ï
õìê�õD÷jê�èê�ê�
�ê�ó�î5ìóî5ó��ó�ò�ìé*û ê�ò�� ìó";�ö�è�ï
ìéñìó êZ����ò�ó ô éê��5ø)ó
û ó èó ê���ødï
ø¶�è�ï
ô édò�ó��4� ê�è��)û ô�ô é)î5ê
∂(H − h)/∂n = 0

&
'2û ó è�ï
ô ê�ì��û ô ó�ò�ê�ö�ø)ó ô ü·û ê�ødï
êûÀé*ð_�dè�ï
ô ìê�ìéõÀî5ô é��Ùê�ìé*í�÷jê�ò�ø)ó õãô ó�î5üR��ê	��ò�éY�èêªîI�ó�ò�ó7� é*û����ñ*û ó�ó ìé�ô ü��ó�ò�ì*í��Ñû��µí�ì�ïÙö�è�ï
ìé�ê���öÛî5ê

u
n

= 0
&çU���û��Dìê�ó��|ú�ó�î5é÷jóeô üåñé���ò�é*û��eð|ì�ïÞñê�ìéê

W
ôN�)ðò�ê

(m, k)
éL�����û��

(m − 1, k) ∈ Γ î�ïñð ò &^�ó
ð|÷jó7� ìü-û ó�ò�� ø)ó�î5ô�ïX��ò4�dñ�ï�í�&þ�&�<�è�ï
ìé��ïÙó���ò5ï��û é
Ω

�ê�èê	��ê�ødï
êûÇó
û èêð|ó øY�zø)ó ì��ï
÷jé
xm

�
xm−1

@ èé���&�þ��=17C�&
c &Iégû èêð|ó ø�ö�è�ï
ìé�ü ó���ò5ï��û é

Ω
ñ�ï��û éñìó�ì�ï�ò5ï
ö�ï
êû��µíãì�ï

[xm, xm−1]
@ èé���&�þ��=>	C�&

^ ó�� ó édú¶��ò4�dñ�ï�ídúã÷jü���ò�ê�ììóÂô ü��û è�ï
éô�ï
ê�÷��èó|ú�ó�î�í�
`� � ñê�èêðJ�)ð|ê�ò
(m − 1, k) ∈ Γ î�ïñð ò ò�ó��ødï�ò�� ì�� �^ö�è�ï
ìé�������ê�è��ê�ì)î5éø��Þò�íèì�� �-è�ï��	��÷%ï�û èéô�ï
ê�÷jó ÷y��ó
û èêð|ø���&�W�ò�íÙó����P
�ê	�û ô�ò�ê�ìé*í è�ï����
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?A@CBÞÜ�DÞÜCEGF/B�H/ICF/J�K�@CJGL�F3M"N�LCO/KCF�ÍPF7QCKCF/RAJ�I�K�SUTWV7I�N�K�@�X�Ü
ñêû�ïzì�ï

(n+1)
�¿÷�ô èê�÷jê�ììó ÷´��ò�ó êåì�ïmö�è�ï
ìé�êÕì�ïÞî5óÐð|ì�ï�û��

un
m−1k

�
vn

m−1k

�
Hn

m−1k

&�çmèêªîI�ó�ò5ï
ö�ï�í��ñ*û ó�ðÞïÞî0ïÞñ�ï�ò�ó ødï�ò�� ìó��¿ó�î5ìó ÷jê�èì�ï�í���ì�ïÙö�è�ï
ìé�ê_�èéìé÷%ï
ê�÷

un
m−1k = 0, Hn

m−1k = Hn
mk − hn

mk + hn
m−1k.

@ 6>C

O�ï
ø�ødï
øãô ô ê�ø*û ó è
F

��ø)ó èó��û��
vn+1

m−1k

ô�ú�ó�î5é*ûÇû ó�ò�� ø)ó��d÷jìó7�Ùê�ìì�ï�íãì�ï
un

m−1k = 0
��ê�ê�ð|ì�ïÞñê�ìéêó��èêªî5ê�ò�í*û��'ìêÕì��P� ìó�&�Ygì�ï�ò�ó ö�éñìüå÷ùó�� è�ï�ð|ó ÷ùè�ï��	��÷%ï�û èéô�ï��Ñû��µíÇó��û�ï�ò�� ìüåêÕû ó ñøé�ëÙï���ò�ó ì�ï�&

'2û ó��è�ï
ô édò�ó�î5ê�õ��û ô�� êû î�ò�í�ô���ê�ú�ô ì��)û èê�ììédú�û ó ñê�ø�ó���ò5ï��û é�ìêðÞï
ô é���é÷jó ó
û�û ó ö�ó���ô üåñé���ò�í �êû��µí
W

édò�é
W̃

&
õzïzëÙï
ö�ê¦�èêªî5éø*û ó èE�èédú�ó�î5é*û��µíÀô üåñé���ò�í*û��J�óJ�¡ú�ê�÷jêgð|ì�ïÞñê�ìé*íÂì�ï�ö�è�ï
ìé�ê @ ñ*û ó�� üDðÞï�û ê�÷édú�é��	�ó�ò��
ð|ó ô�ï�û��'ì�ïmëÙï
ö�êÑø)ó èèê�ø*û ó è�C�&*çU���û��`�)ð|ê�ò

(M, K)
ÒMö�è�ï
ìéñìüåõ @ û<&¡ê�&�û èê	��� ê�÷%ï�í�î�ò�íô üåñé���ò�ê�ìé*í�û ó ñødïmëÙï���ò�ó ì�ï @

(M −1, K)
édò�é

(M, K−1)
C°�èéì�ïÞî�ò�ê�� é*û

Ω î�ïñð ò C�&�çU���û��_Qû ógî�ò�íó��èêªî5ê�ò�ê�ììó��û é-�)ð|ê�ò
(M−1, K)

&�O�ó öÛî0ï��
ê	��ò�é��)ð|ê�ò
(M, K−1)

Ò`ô ì��)û èê�ììéõ���û ózô üåñé���ò�ê�ìé*íô êªî��)û��µíeìê	�ó���èêªîI�û ô ê�ììó[�ó�è�ï�ð|ìó��û ìó õ��¡ú�ê�÷jê��%ê	��ò�éè�ÙêÂó ì~ó ødï��Ùêû��µí�ö�è�ï
ìéñìüå÷��jû ó�û�ï
øødï
øXô�Qû ó ÷ó�)ðò�êÇì�ïÞî5ó�ð|ì�ï�û��Aô ê�ø*û ó è
Gn

M,K−1

��ô üåñé���ò�í��Ñû��µí~ô���êG�ê�èê�÷jê�ììüåê�b
un

(M,K−1) = 0
�

Hn
(M,K−1) = Hn

(M,K) − hn
M,K + hn

(M,K−1)

�
vn
(M,K−1) = vn

(M−1,K−1)

&5çmó���ò�êªî5ì*í*í��zó è÷y�Þò5ï @ ����ò�ó ô éê
��ø)ó�ò����Ùê�ìé*í�C��èé÷jê�ì*íêû��µíãìêðÞï
ô é���é÷jó�ó
û�û ó ö�ó��íô�ò�íêû��µí�û ó ñødï

(M − 1, K − 1)
ô ì��)û èê�ììê�õédò�é�ö�è�ï
ìéñìó õ�&

Ñ�ü�ò�óùé��	��ò�êªî5ó ô�ï
ìóù÷jìó ö�óV�	�ó���ó�� ó ô�ðÞïÞî0ï
ìé*í"î5ó��ó�ò�ìé*û ê�ò�� ìü�úDö�è�ï
ìéñìü�úè����ò�ó ô éõ"î�ò�í
�¡ú�ê�÷jüè#�ï
ø �%$mó è÷%ï
ødï�&<^*�zó è÷y�Þò�ê @ 6>C�î�ò�í'ó�î5ìó ÷jê�èìó ö�ógì�ï��è�ï
ô�ò�ê�ìé*í_�óÑó���é

Ox
é��	�ó�ò��
ð|ó ô�ï
ì�ï

�zó è÷y�Þò5ï
(H − h)x = 0

��ï����èó øP��é÷jéèó ô�ï
ìì�ï�íY�Z�ê�èô üå÷"�ó è�í)î5ø)ó ÷eû ó ñìó��û é�&�#�ó7� ìó�û�ï
ø��Ùêé��	�ó�ò��
ð|ó ô�ï�û��¦�zó è÷y�Þò�ü"ô
û ó èó ö�ó¦�ó è�í)î5ødïÑû ó ñìó��û é�&>éÕî5ì�ï
ø)ógè�ï���ñêû ü~ì�ï!�ó���ò�êªî5ó ô�ï�û ê�ò�� ìó��û éé*ð|÷jê�ò���ñ�ï��!
�édú>�µí[��êû ó øV�ó ødï�ðÞï�ò�é���ñ*û ó�ìêðÞï
ô é���é÷jó�ó
û¶�ó è�í)î5ødï�ï����èó øP��é÷%ï�ééùè�ï�ð|ìó��û ì�ï�í
�¡ú�ê�÷%ï-��ó|ú*è�ï
ì*íêû ô
û ó èó õ¶�ó è�í)î5ó øÀû ó ñìó��û é @ Qû ó
û���ï
ø*û�û ê�ó èêû éñê	��øéAé*ð|ô ê	�û ê�ì�C�&
YÕò�ö�ó èé*û ÷-ô üåñé���ò�ê�ìéõ�ô��èéö�è�ï
ìéñìü�úAû ó ñødï�ú���édò�� ìó�� �èó�
Ùï
êû��µí���ê	��ò�éAì�ï�ëÙï
ö�ê`�èê��î5éø*û ó èAé���ø)ó ÷jüåêX�R�dìø�ééAô üåñé���ò�í*û��Âû ó�ò�� ø)óÂô óÇô ì��)û èê�ììédúAû ó ñødï�ú @ ødï
øAì�ï�ëÙï
ö�ê�ø)ó èèê�ø �û ó è�C��%ï�ìêªî5ó��û�ï��!
�éêãì�ï�ö�è�ï
ìé�êÀð|ì�ïÞñê�ìé*í

W̃
ô üåñé���ò�í*û��[�ó*�zó è÷y�Þò5ï
÷ @ 6>Czî�ò�í�ô ê�ò�éñéì

�ãû édò���î5ó õ�&�O�ê	�û ó ô üåê�è�ï���ñêû üÆ�ó ødï�ðÞï�ò�é��·ñ*û óè�ó�ò4�dñ�ï
ê�÷%ï�í��èéLQû ó ÷Ô�ó ö�èêë�ìó��û��eô��ó�ò�ìê
�èéê�÷�ò�ê�÷%ï�&
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Z�¼\[ à_Å]�¶Ê_^Ðà ¿ ÊKÌÙá�È�Ã
^V��ò4�dñ�ï
ê�ó�î5ìó ÷jê�èìó õJ��é��û ê�÷jüXò�éìê�õìü�ú`�dè�ï
ô ìê�ìéõJ�¡ú�ê�÷%ïZ#�ï
ø �%$mó è÷%ï
ødïµ�ó���ò�ê�é���ødò��gñê�ìé*íô��	�ó ÷jó ö�ï�û ê�ò�� ìó ö�óG��ò�óÞí¶��ô ó�î5é*û��µíãøY�¡ú�ê�÷jê_¹'ï
øP�|ïXÒ¾^�ê�ì)î5èó��Z��ï�&:H�î5ê	�	���¡ú�ê�÷y��#�ï
ø �%$mó è÷%ï
ødï÷jó7� ìóÙè�ï��	��÷%ï�û èéô�ï�û���ødï
øÀó�î5éìÀé*ðZ�	�ó���ó�� ó ôX�èêªîI�û�ï
ô�ò�ê�ìé*í�ôÙô é)î5êR�¡ú�ê�÷jü û é���ïX�èêªî5éø*û ó è �ø)ó èèê�ø*û ó èAû èê�údû ó ñê�ñìó õ*�óG�èó��û è�ï
ì��û ô���î5ô���ú>��ò�ó õìó õ��¡ú�ê�÷jü`ô
û ó èó ö�óA�ó è�í)î5ødïÇï����èó øP��é �÷%ï�éé�&�^ãî5ô��d÷jê�èìó ÷���ò4�dñ�ï
ê�é'ô!��ò4�dñ�ï
ê�ìê�ò�éìê�õìü�ú`�dè�ï
ô ìê�ìéõJQû ógè�ï�ð|ìüåê]�¡ú�ê�÷jüR&�^�ü��é*ë�ê�÷
�ê�èô ó êåî5é��Z�zê�èê�ì�é�ï�ò�� ìó êU�èé���ò�é��Ùê�ìéêU�¡ú�ê�÷jü+#�ï
ø �%$mó è÷%ï
ødïÐî�ò�íÇìê�ò�éìê�õìó ö�óJ�dè�ï
ô ìê�ìé*í
�ê�èê�ìó��|ï @ �dè�ï
ô ìê�ìéêa`Ðó�����ï>C

ut + uux = 0
b

∂u

∂t
+

∂

∂x

(

u2

2

)

= ∆x2

[

k1u
∂3u

∂x3
+ k2

∂u

∂x

∂2u

∂x2
+ k3

(

∂u

∂x

)3
]

.
@ þ7a>C

H�î5ê	�	�
k1 =

1

6
(σ2 − 1),

k2 =
1

2
(2σ2 + ασ − 1),

k1 =
σ

4
(2σ + α),

σ = u∆t/∆x
@ ñé���ò�ó*$U�dè�ï
ì*û�ï>C��

α = 1
édò�é

α = 0
ô�ðÞï
ô é���é÷jó��û é~ó
ûãû ó ö�ó���ødï
ødï�í"è�ï�ð|ìó��û��

@ ò�ê�ô�ï�íeédò�éí�è�ï
ô�ï�í�CX�èé÷jê�ì*íêû��µí ì�ï�ëÙï
ö�ê��èêªî5éø*û ó è�&åçmê�èô ó êY��ò5ï
ö�ï
ê�÷jó ê�ô[�è�ï
ô ó õeñ�ï��û éó
û ô ê�ñ�ï
êû�ðÞïÐî5é��	�ê�è���é��`&>W�ò�íG�ó�ò�ó ö�édú ô ó�ò�ì�Qû ó
ûÙñdò�ê�ìÇô`�è�ï
ô ó õ ñ�ï��û éÇó ødï�ð|üåô�ï
êû��µíÂì�ï
é�� ó�ò�ê�êô�ò�é*í*û ê�ò�� ìüå÷�&PS%ò�êªî5ó ô�ï�û ê�ò�� ìó���ì�ïgö�è�� � ó õ���êû ø)êåñé���ò�ê�ìì�ï�í'î5é��	�ê�è���é*í�÷jó7�Ùêûmø)ó ìø��dèéèó ô�ï�û��
�U�zé*ð|éñê	��ø)ó õ î5é��	�ê�è���éê�õ����èé����)û��û ô�� �!
�ê�õãôÙèê|ï�ò�� ìó ÷"û ê�ñê�ìéé���ìó�ìê¦�dñé*û üåô�ï
ê�÷jó õE�dè�ï
ô��ìê�ìé*í÷jéÂ÷jê�ò�ø)ó õÂô ó�î5üR&�H#ï
÷jêû é÷��*ñ*û óÙñé���ò�ê�ìì�ï�í�î5é��	�ê�è���é*íÀ÷jó7�ÙêûX� ü·û��`�d÷jê�ì��
ë�ê�ì�ï�ðÞï`��ñêû
��ò�é*ð|ó��û é�ñé���ò5ïZ$U�dè�ï
ì*û�ïzøÙêªî5éìé�ê�&)çmèéJ�d÷jê�ì��
ë�ê�ìéé�ëÙï
ö�ïR�ómô èê�÷jê�ìé'î5é��	�ê�è���é*í��dô ê�ò�éñé �ô�ï
êû��µí�&�çmè�ï
ô édò�� ì�ï�íÂó�ê�ìødï'î5é��	�ê�è���éó ììü�úYQ	�Z�zê�ø*û ó ô�è�ï�ð|ìó��û ìó õY�¡ú�ê�÷jü ó ñê�ì���ô�ï�� ì�ïmî�ò�íéì*û ê�è��èêû�ï�ééAñé���ò�ê�ììü�ú�èêë�ê�ìéõ�ðÞïÞî0ïÞñÇî5éì�ï
÷jéøé�ô ó�ò�ìE��dì�ï
÷jé�&

^2û ó èó ê���ò5ï
ö�ï
ê�÷jó ê%ô ìó���é*ûÑô ødò5ïÞî�ô�î5é��	��é���ï�é��`��ø)ó
û ó è�ï�íÐî�ò�íR���û ó õñéô ó��û é'û ê�ñê�ìé*ímî5ó�ò4���ì�ïU� ü·û��_�ó�ò�ó7� é*û ê�ò�� ìó õ�&PéÕî5ì�ï
ø)ó�� ødï
øé÷´� ü�ìé�ó ødï�ðÞï�ò��µíÙð|ì�ï
ø�ô üåè�ï��Ùê�ìé*í
k2
�
ð|ì�ï
ø'î5é��	��é���ï<�

û éô ìó ö�ó�ñdò�ê�ì�ïZ���|î5êû�ðÞï
ô é���êû��'ó
ûzð|ì�ï
ødï ∂u

∂x

&)çmó�Qû ó ÷y�Ùéìó öÛî0ï_�èédú�ó�î5é*û��µíÇôzèêë�ê�ìéêgô ô ó�î5é*û��
ëËé���ø����	�û ô ê�ìì�� �µìåî5é��	��é���ï�é��`�)÷%ï��Ùó èéè�� �!
`� �"ë%�¡ú�ê�÷jì�� �µìi&�égû ÷jêû é÷��)ñ*û óÐî5è��dö�éêÑé*ð|ô ê	�û ìüåê
�¡ú�ê�÷jü ô
û ó èó ö�óV�ó è�í)î5ødï�ï����èó øP��é÷%ï�éé @ �¡ú�ê�÷%ï�¹'ï
øP�|ï�Ò ^�ê�ì)î5èó��Z��ï���û èê�ú>��ò�ó õì�ï�í��¡ú�ê�÷%ï
b ;3c,d �fehgji"kPCjû�ï
ø��Ùê�ìêÐò�é*ë�ê�ìü+Qû ó ö�ó ìêªî5ó��û�ï�û ødï�&

^2û ó èó ê�î5é��Z�zê�èê�ì�é�ï�ò�� ìó ê��èé���ò�é��Ùê�ìéê-�¡ú�ê�÷jüÔ#�ï
ø �%$mó è÷%ï
ødï î�ò�í ìê�ò�éìê�õìó ö�óY�dè�ï
ô��ìê�ìé*íãô üåö¡ò�í)î5é*û�î5ó ô ó�ò�� ìó ö�èó ÷jó
ð�î5ø)ó�&�égû ÷jêû é÷Dò�é*ëJ� ì�ï�ò�éñéê'ô�Qû ó ÷"�dè�ï
ô ìê�ìééÀî5é��	��é���ï<�û éô ìó ö�ó�ñdò�ê�ì�ï
−

∆x3

8
uσ(1 − σ2)

∂4u

∂x4
,

@ þ þ<C
ø)ó
û ó èüåõY�ó�î0ï
ô�ò�íêû�ìê�ò�éìê�õì�� �;ìê����û ó õñéô ó��û�� @ ó
û����)û��û ô éêÙï
ì�ï�ò�ó ö�éñìó ö�ó�ñdò�ê�ì�ï�ô�ìêªî5é����
��é���ï�û éô ìó õ @ ��÷�&/ý \<�DC]�¡ú�ê�÷jê b ;3c,d �fehgji"kÙô�ìê�ò�éìê�õìó ÷"��ò4�dñ�ï
êZ�èéô ó�î5é*û øÀè�ï�ðw� ó�ò�û ø)ê�èêë�ê�ìé*í�C�&

H#ï
÷jêû é÷~û�ï
ø��Ùê��*ñ*û ó���ó ö¡ò5ï���ìó�÷jêû ó�î���î5é��Z�zê�èê�ì�é�ï�ò�� ìü�úE�èé���ò�é��Ùê�ìéõÀé*ðmô üåè�ï��Ùê�ìé*í
@ þ7a>CÇô ü·û ê�ødï
êû"����ò�ó ô éê*���û ó õñéô ó��û é·$U�dè�ï
ì*û�ïÓÒml�èé)î5èédú>�|ïNÒ ¹�ê�ô é è�ï�ð|ìó��û ìó õ��¡ú�ê�÷jü
#�ï
ø �%$mó è÷%ï
ødïÀý \<�

|u|
∆t

∆x
≤ 1.

@ þ c C
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^B��ò4�dñ�ï
êÇî5ô���úè�ê�èê�÷jê�ììü�ú"î�ò�íN�dè�ï
ô ìê�ìé*í
ut + uux + vvy = 0

����ò�ó ô éêE���û ó õñéô ó��û é
�¡ú�ê�÷jüR�I�ó�ò4�dñê�ììó ê�÷jêû ó�î5ó ÷"î5é��Z�zê�èê�ì�é�ï�ò�� ìü�úY�èé���ò�é��Ùê�ìéõ���é÷jê�êû ô é)î

|σ1 + σ2| ≤ 1,
@ þ7�>C

öÛî5ê
σ1 = u∆t/∆x σ2 = v∆t/∆y

&�l�ó è÷%ï�ò�� ìó-Qû ó ô ê�èìó-�èé
σ1σ2 ≥ 0

&IéÕî5ì�ï
ø)ó ô-��ò4�dñ�ï
ê_�èó��û éô ó��ó�ò�ó7� ìó ö�ó�ìê�è�ï
ô ê�ì��û ô�ï�ì�ï��è�ï
ø*û éø)ê'ìê����û ó õñéô ó��û��Âìê_� ü�ò5ï�ó�� ì�ï
è��P�Ùê�ì�ï @ �ó�î5èó�� ìê�êô�ý 6��DC�&
¸F��ò�é ô ÷jê	�û óE��ødï�ò�íèìü�ú��dè�ï
ô ìê�ìéõ è�ï��	��÷%ï�û èéô�ï�û���ô ê�ø*û ó èìüåê��#û óÀôG����ò�ó ô é*ídú����û ó õñé �ô ó��û é @ þ c C�� @ þ7�>C%ô ê�ò�éñéìü

u
é

v
ì�ïÞî5óÙðÞï
÷jê�ìé*û���ì�ï�÷%ï
øP��é÷y�d÷jü���ó����û ô ê�ììü�ú�ñé���ê�ò���ó ó
û ô êû��

�û ô�� �!
�édú�÷%ï�û èé��&
nA¼po æ¶Ê Á áåäÀäEÃHárq Î Ê É á�ÇÀæEÈ áåä�^UÃ
$zï
ø'ó���ìó ô�ïÕô üåñé���ò�é*û ê�ò�� ìó ö�ó�ï�ò�ö�ó èé*û ÷%ïÑôgè�ï�� ó
û�ï�úÇýºþ�ÿ�����þ7a��)þ þ	� �¡ú�ê�÷%ïR#�ï
ø �%$mó è÷%ï
ødïÑé��	�ó�ò����ð|ó ô�ï�ò5ï��	�mî�ò�í ÷jó�î5ê�ò�éèó ô�ï
ìé*í���ò�ó7� ìó ö�ó`�zé*ð|éñê	��ø)ó ö�óX�èó�ê	�	�|ï�û è�ï
ì��	�zó è÷%ï�ééÂé ì�ï
ødï�û�ï'ì�ï
� ê�èê�özî�ò�éììü�ú*�ó ô ê�è ú*ìó��û ìü�ú ô ó�ò�ìãôA�èé�� èê�� ìü�úAï
øô�ï�û ó èé*ídú:�#ó�� è�ï�ð|ó ô�ï
ô
ë�édú>�µí��ó�îùô ó
ð��î5ê�õ��û ô éê�÷ øè�� �ìó ÷%ï��ë'û�ï�� ìó ö�óeö�è�ï
ô é*û�ï�éó ììó��¿ó��ó�ò�ð|ìê�ô ó ö�óN�èó�ê	�	�|ï�&µõzï´�èé÷jê�è�ï�ú�Qû édúðÞïÞî0ïÞñùô ü��ó�ò�ìê�ìü ñé���ò�ê�ììüåêGQ�øP�	�ê�èé÷jê�ì*û ü î�ò�íV��è�ï
ô ìê�ìé*í"ï�ò�ö�ó èé*û ÷jó ôÂî5ô���ú û é��ó ô��/ó�î5éìé*ðÐø)ó
û ó èü�úÇèê|ï�ò�é*ð	� êû��¡ú�ê�÷y�E#�ï
ø �%$mó è÷%ï
ødï��dï�ô
û ó èó õG�ó��û èó ê�ìÂì�ï�ó���ìó ô ê¦�¡ú�ê�÷jü ñêû ô ê�è*û ó ö�ó
�ó è�í)î5ødïÙû ó ñìó��û éãô ó�ô ì��)û èê�ììédú�û ó ñødï�ú:&

ºmé���ò�ê�ììüåõ�ï�ò�ö�ó èé*û ÷��0ó���ìó ô�ï
ììüåõãì�ï-�¡ú�ê�÷jê-#�ï
ø �%$mó è÷%ï
ødï����èé÷jê�ìé*û ê�ò�� ìóÂøãèêë�ê�ìé��ðÞïÞî0ïÞñAóÇô ü�ú�ó�î5êÙô ó�ò�ìAì�ï�� ê�èê�öX�ó�î5èó�� ìóÂó��é��|ï
ìAôAýºþ	��&4W�ò�í���è�ï
ô ìê�ìé*íAô
ð�í*û�ïÂìêíô ì�ï�í��¡ú�ê�÷%ï
Yåî0ï
÷F�|ïJÒ�#E�Þò�û ó ì�ïJÒ¾Ñ]QëJ�zó è*û�ï�&I)�ï��	��÷jó
û èé÷^ó�î5ìó ÷jê�èìüåêZ�dè�ï
ô ìê�ìé*í�÷jê�ò�ø)ó õ�ô ó�î5üRb

Wt + Fx = Φ;
@ þw?PC

W =

(

H
Hu

)

, F =

(

Hu
Hu2 + gH2/2

)

, Φ =

(

0
gHhx

)

.
@ þ<=�C

s ú�ê�÷%ï	Yåî0ï
÷F�|ï�Ò1#E�Þò�û ó ì�ïµÒóÑ]QëJ�zó è*û�ïÑíô�ò�íêû��µízî5ô���údëÙï
ö�ó ô ó õ�&�çmê�èô üåõ'ëÙï
ö @ �èêªî5éø*û ó è�C�Òè�ï�ð|ìó��û ì�ï�íY�¡ú�ê�÷%ï-Yåî0ï
÷F�|ï`Ò¾Ñ]QëJ�zó è*û�ï�b
W n+1

m − W n
m

∆tn
+

1

12
(23Qn

m − 16Qn−1
m + 5Qn−2

m ) = 0, Q = Fx − Φ, Qn
m = Q(W n

m).
@ þ78>C

^2û ó èó õÀëÙï
öUÒ}�¡ú�ê�÷%ï-Yåî0ï
÷F�|ïJÒ�#E�Þò�û ó ì�ï���é��	�ó�ò��
ð	� �!
Ùï�í�ñêû üåèê`��ò�óÞí¶�ó�ô èê�÷jê�ìé�b
W n+1

m − W n
m

∆tn
+

1

24
(9Qn+1

m + 19Qn
m − 5Qn−1

m + Qn−2
m ) = 0.

@ þ<\�C
çmèó é*ð|ô ó�î5ì�ï�íE�ó-�èó��û è�ï
ì��û ô���ï����èó øP��é÷jéèó ô�ï
ì�ï��zñêû ô ê�è*û üå÷í�ó è�í)î5ø)ó ÷^ï����èó øP��é÷%ï�éé�b

(Fx)m =
Fm−2 − 8Fm−1 + 8Fm+1 − Fm+2

12∆x
+ O(∆x)4.

W�ò�í�èêë�ê�ìé*í�ìêíô ìü�úZ�dè�ï
ô ìê�ìéõJ�èé÷jê�ì*íêû��µí�÷jêû ó�î-�èó��û ó õ'é*û ê�è�ï�éé����èéñê�÷Àî�ò�í�ì��>�ò�ê�ô ó ö�óJ�èé���ò�é��Ùê�ìé*í
W n+1,0

m

é��	�ó�ò��
ð	� êû��µí�ì�ï
õ)î5ê�ììó êR�óJ�¡ú�ê�÷jêaYåî0ï
÷F�|ïZÒÔÑ]QëJ�zó è*û�ï
W n+1

m

&
WÙï�ò�ê�ê]�¡ú�ê�÷y�tYåî0ï
÷F�|ï!Ò·#E�Þò�û ó ì�ï!Ò1Ñ]QëJ�zó è*û�ïR���|î5ê�÷Aì�ï�ð|üåô�ï�û��Ñî�ò�í�øè�ï�û ø)ó��û é��¡ú�ê�÷jó õ�Yåî0ï
÷°�
�|ï�&mS�è�ï
ô ìê�ìéêÙñé���ò�ê�ììü�ú�èêë�ê�ìéõ�ó�� ê�édú��¡ú�ê�÷���ö¡ò5ïÞî5øé÷-ï
ì�ï�ò�é*û éñê	��øé÷ èêë�ê�ìéê�÷L�dè�ï
ô��ìê�ìéõ ÷jê�ò�ø)ó õÇô ó�î5üR�)ø)ó öÛî0ïÐî5ó��ó�ò�ìé*û ê�ò�� ìüåêÐö�è�ï
ìéñìüåê!����ò�ó ô é*í�� ê�è��)û��µíÇé*ðÐï
ì�ï�ò�é*û éñê	��ø)ó ö�ó
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èêë�ê�ìé*í��4�ó ødï�ð|üåô�ï
êû�� ê	�	�	�ó èìó êZ�èê�é÷y�P
�ê	�û ô ó��¡ú�ê�÷jüuYåî0ï
÷F�|ï��dû èê	��� �!
�ê�õ�ô���ê�ö�ó�ó�î5ì��>��î5ô êé*û ê�è�ï�éé�&KéÕî5ì�ï
ø)óE�èé�����ò�ó7� ìê�ìéé�ðÞïÞî0ïÞñé�ødï
è*û éì�ïÀ÷jê�ì*íêû��µí�&mO�ï
ø��0ô ü��ó�ò�ìê�ì�ïA��ê�èé*í�è�ï����ñêû ó ô'û ê�ñê�ìéõÀô'ødï
ì�ï�ò�êU�Ñèó ô ìüå÷ î5ìó ÷Ó�¦ê�ò���� ó��èêªî5ê�ò�é*û��Ùö¡ò�ó���ï�ò�� ìüåõA�ó è�í)î5ó ø û ó ñìó��û éô�è�ï���ñêû ìó õ�ó���ò5ï��û éA�¦�dñêû ó ÷eö�è�ï
ìéñìü�úG����ò�ó ô éõ�&4)�ï��	��÷jó
û èê�ìü ö�è�ï
ìé�üDî5ô���úÇû é��ó ô�b>ëËó
û��è�ï���ï��!
Ùï�í ì�éAë%�èó
ð|è�ïÞñì�ï�í ìi&:$zï
ø�é���ò�êªî5ó ô�ï�ò�óÇó7� é)î0ï�û�����ôG�¡ú�ê�÷jêtYåî0ï
÷F�|ï���û èê	��� �!
�ê�õ�é*ð�� ðÞïè�ï��ë�éèê�ììó ö�óÇëÙï���ò�ó ì�ï�î5ó��ó�ò�ìé*û ê�ò�� ìü�úAö�è�ï
ìéñìü�ú�����ò�ó ô éõ��5ö¡ò�ó���ï�ò�� ìüåõ��ó è�í)î5ó øY�¡ú�ó�î5é �÷jó��û é�÷jó7�ÙêûU���P
�ê	�û ô ê�ììóZ��ìé*ð|é*û����µí��
ê	��ò�é�ö�è�ï
ìéñìüåê]����ò�ó ô é*í�ìê�ô ü���ó ø)ó ö�óU�ó è�í)î5ødïÐï����èó ø �
��é÷%ï�éé�� û ó öÛî0ïzødï
ø-�¡ú�ê�÷%ï`#�ï
ø �%$mó è÷%ï
ødïmé÷jê�êû_�ó è�í)î5ó ø�û ó ñìó��û é��P��ò�é*ð|øéõ�ø)ózô
û ó èó ÷y���>�èéö�è�ï
ìéñìü�úA����ò�ó ô é*ídúÂødï
øE�ê�èô ó ö�ó��dû�ï
øÀéÂô
û ó èó ö�ó��ó è�í)î5ødï�&4égû ÷jêû é÷���ñ*û ó��èéÀè�ï���ñêû êÐû ê�ñê��ìéõÙôzï
øô�ï�û ó èé*ídúX��ò�ó7� ìó õX�zó è÷jüN�]�dñêû ó ÷ùó��û èó ô ó ômøè�ï
õìê�û è��|î5ìóZ�èé÷jê�ì*í*û���ö�è�ï
ìéñìüåê
����ò�ó ô é*í�ô ü���ó ø)ó ö�ó-�ó è�í)î5ødï ï����èó øP��é÷%ï�éé���ó���ó�� ê�ììó�ì�ï`ëËó
û øèü·û ü�úPì�ö�è�ï
ìé��ï�ú:&

W�ò�í è�ï���ñêû�ïJ�ó�î5ô é�� ìó õ ö�è�ï
ìé�ü @ ò�éìéé��dèêðÞï>C%è�ï��	��÷jó
û èê�ìüeî5ô�ï'ï�ò�ö�ó èé*û ÷%ïmÿ ÿ`ë%��øô ó
ð��ìó ö�óY��ñêû�ï<ìÙî�ò�í´�¡ú�ê�÷jü}#�ï
ø �%$mó è÷%ï
ødï�é�ë%Q�øP�û è�ï��ó�ò�í�éé ìÙî�ò�í´�¡ú�ê�÷jüvYåî0ï
÷F�|ï @ î5è��dö�ó ö�óAï�ò��ö�ó èé*û ÷%ï´�ó ødïùìêY�èé)î��d÷%ï
ìóPC�&�)�ï��	��÷jó
û èê�ì�ïùðÞïÞî0ïÞñ�ïùóùì�ï
ødï�û êãì�ï´� ê�èê�ö�ô ó�ò�ìüR�2ô ü·ð|ô�ï
ììó õ
�ó ö�è��P�Ùê�ìéê�÷ ô~ô ó�î��NëËó��ó�ò�ð|ìê�ô ó õ ÷%ï��	��ü]ìi�åé÷jê	�!
Ùï�í ï
ì�ï�ò�é*û éñê	��ø)ó êùèêë�ê�ìéêeýºþ7a���&µS%ú�ê�÷%ï
Yåî0ï
÷F�|ï ú�ó èó
ë�ó¶�èé���ò�é���ï
êûYQû ó�èêë�ê�ìéê�ì�ïA�|î0ï�ò�ê�ìéé ó
û¶� ê�èê�ö�ï���ó�î5ì�ï
ø)ó�ô���ò�é*ð|é*�ó�î5ô é����ìó õ�ö�è�ï
ìé�üN�ó ö�èêë�ìó��û�������ô
í*ðÞï
ìì�ï�íJ�·ìé*ð|ø)ó õ�û ó ñìó��û����"Q�øP�û è�ï��ó�ò�í�éé��
ú�ó èó
ë�ógðÞï
÷jêû ì�ï�&
égû ÷jêû é÷��*ñ*û ó`�èé��dô ê�ò�éñê�ìééG�dö¡ò5ï�ì�ï
ødò�ó ì�ï_� ê�èê�ö�ï`�ó ö�èêë�ìó��û��J�d÷jê�ì��
ëÙï
êû��µí�&PW�êû�ï�ò�� ìüåõï
ì�ï�ò�é*ð*�ó ô êªî5ê�ìé*íDò�éìééí�dèêðÞïÓ�ó ødï�ð|üåô�ï
êû<�åñ*û ó~ì�ïXö�è�� � ó õ���êû ø)ê ÷jêû ó�î+��øô ó
ð|ìó ö�óN��ñêû�ï
�ó´�¡ú�ê�÷jê*#�ï
ø �%$mó è÷%ï
ødïV�óùû ó ñìó��û é"���û�� ��ï
êû~÷jêû ó�î�����ó���ìó ô�ï
ììó ÷y��ì�ïV�¡ú�ê�÷jêãñêû ô ê�è*û ó ö�ó
�ó è�í)î5ødï'ï����èó øP��é÷%ï�éé��)ìó_�Ñé*ð|÷jê�ò���ñê�ìéê�÷Ó��êû øéÇñé���ò�ê�ììüåêÑû è�ï
ê�ø*û ó èéé ò�éìéé-�dèêðÞï��P�ó��ò4�dñê�ììüåê�è�ï�ð|ìüå÷jé ÷jêû ó�î0ï
÷jé��ª�	��ò�é���ï��Ñû��µí���ñ*û óÀö�ó ô ó èé*û�óÂû ó ÷��#ñ*û ó�÷jêû ó�îÓQ�øP�û è�ï��ó�ò�í�éé
�ó ìé���ï
êû�ö¡ò�ó���ï�ò�� ìüåõY�ó è�í)î5ó øÂû ó ñìó��û é��¡ú�ê�÷jüwYåî0ï
÷F�|ï�&

éU� êY�¡ú�ê�÷jüSíô�ò�í��Ñû��µíí�¡ú�ê�÷%ï
÷jé^ñêû ìó ö�óÓ�ó è�í)î5ødï"ï����èó øP��é÷%ï�éé���ñ*û ó"ô´��ò4�dñ�ï
ê�ð|ì�ïÞñé �û ê�ò�� ìó õ�ìê�ò�éìê�õìó��û é édò�éAìê�ö¡ò5ïÞî5ø)ó õ*�è�ï
ô ó õAñ�ï��û é��dè�ï
ô ìê�ìéõ
h = h(x, t)

�èéô ó�î5é*ûÀø��ó��íô�ò�ê�ìé��Zô üåè�ï��Ùê�ììó õ ìê�÷jó ìó
û ó ììó��û é�&�çmó�Qû ó ÷y�AôE��ò4�dñ�ï
ê�ìê�ó��|ú�ó�î5é÷jó��û éXé��	�ó�ò��
ð|ó ô�ï�ò�é��	�ñé���ò�ê�ììüåê��zédò��Þû èüR&ª^ ñ�ï��û ìó��û é��/ê	��ò�é*�èéA÷jó�î5ê�ò�éèó ô�ï
ìéé ó��ó�ò�ð|ì*í�î5ó ìì�ï�í��ó ô ê�è ú*ìó��û��ðÞïÞî0ï
êû��µí��R�dìø�éê�õ���é÷jê	�!
�ê�õ è�ï�ð|èüåô üù�èó é*ð|ô ó�î5ìü�ú @ ì�ï��èé÷jê�è���ó��ó�ò�ð|ê�ì��´Ò Qû óVë%�ó�ò�ó��ô éìødï<ì*Q�òò�é����|ï>C��Õû óeôè�¡ú�ê�÷jê�Yåî0ï
÷F�|ï�è�ï�ð|ô éô�ï��Ñû��µí ìê����û ó õñéô üåê"ø)ó�ò�ê	��ï
ìé*í��åó���ó�� ê�ììóeôó øèê	�û ìó��û éAû ó ñøéY�dèêðÞï�&�$;û�ï
øé÷^é*ðò�ó ÷%ï
÷�î5ì�ï�ó ødï�ðÞï�ò�é��	�Çñ��dô��û ô é*û ê�ò�� ìü`ó�� ê�é��	�ó�ò��
ð	� ê��÷jüåê(�¡ú�ê�÷jüR�
ìó!�¡ú�ê�÷%ï	Yåî0ï
÷F�|ï·ÿ ÿmôÑö�ó è�ï�ð�î5ó¦� ó�ò��
ë�ê�õ`�û ê	�ê�ìé���û�ï
ø�ñ*û ógê�ê2èêë�ê�ìéê��û�ï
ìó ô édò�ó��	�ìê����û ó õñéô üå÷ éAè�ï�ð|ô�ï�ò�éô�ï�ò�ó��	��î0ï��ÙêJ�èé�é��	�ó�ò��
ð|ó ô�ï
ìéé*�èó�êªî��dè*��ö¡ò5ï�� éô�ï
ìé*í�&xYgì�ï�ò�é*ðèêð	�Þò��Þû�ï�û ó ôG�èó ô êªî5ê�ììü�ú�è�ï���ñêû ó ô��ó ødï�ð|üåô�ï
êû<��ñ*û ó��ó���ó ô ó ø�� �ìó��û éY��ô ó õ��û ô ÷jêû ó�îK��ó���ìó��ô�ï
ììüåõ�ì�ï�ø)ó ì���ê�èô�ï�û éô ìó õ��¡ú�ê�÷jê�#�ï
ø �%$mó è÷%ï
ødï���ô�ø)ó
û ó èó ÷`ò�éìé*íN�dèêðÞï�û è�ï
ø*û�� êû��µí^ødï
øô ì��)û èê�ìì*í*í^ö�è�ï
ìé��ï ó���ò5ï��û éDô ó�î0ï�Ò ���)ëÙï��(� ó�ò�ê�ê¶�èêªîI�ó ñ*û é*û ê�ò�ê�ì��·û�ï
øDødï
øeó ìeì�ï
é÷jê�ìê�êñ��dô��û ô é*û ê�ò�ê�ìAøÀô ó
ð|÷jó7� ìó ÷y�Âì�ï
è��)ë�ê�ìé��`ö¡ò5ïÞî5ø)ó��û é�û ê�ñê�ìé*í�é�ìê�ó�î5ìó èó�î5ìó��ûÞí÷�î5ì�ï�&
YÕò�ö�ó èé*û ÷��I�ó��û èó ê�ììüåõãì�ï�ó���ìó ô êZ�¡ú�ê�÷jü·#�ï
ø �%$mó è÷%ï
ødï���é��	�ó�ò��
ð|ó ô�ï
ìÇî�ò�í�÷jó�î5ê�ò�éèó ô�ï<�ìé*íÀè�í)î0ï�é*ð|ô ê	�û ìü�úY��dì�ï
÷jé�&�^ è�ï�� ó
û ê�ýºþ þ��/ó��é��|ï
ìü èêð	�Þò��Þû�ï�û ü ÷jó�î5ê�ò�éèó ô�ï
ìé*í�èê|ï�ò�� ìó ö�ó

��dì�ï
÷jé�����ò4�dñéô
ë�ê�ö�óÞí�þ c é��Õò�í"þ76�6�� ö�ó�î0ïG�Y� ê�èê�ö�ó ôzyR�ó ìéé�&4WÙï
ììó êX��dì�ï
÷jé�ô ü�� è�ï
ìó�î�ò�í÷%ï�û ê�÷%ï�û éñê	��ø)ó ö�óÙ÷jó�î5ê�ò�éèó ô�ï
ìé*í-��ò5ï
ö�ó�î0ï
è�í ì�ï�ò�éñé����ó�î5èó�� ìó õ���ï�û é÷jêû èééÇ÷jó è���ø)ó ö�ómî5ì�ïé û ó��ó ö�è�ï��zéé´�èédò�ê�ö�ï��!
�ê�õÓ���)ë�é���ïÂû�ï
ø��Ùê�î5ó��û�ï�û ó ñìó��ó�ò�ìü�úAî0ï
ììü�ú ó�ô ó
ð|ìéøìó ô ê�ìééé*�èóÞíô�ò�ê�ìé*ídú�Qû ó ö�ó¶��ó�� ü·û é*í�&ªømì)î5ó ìêð|éõ���ø)ó ê���dì�ï
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