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ëèúñ~ëë�ê�ìF��÷2êÒö)�èõ¦è\çï-í-ñ~ó-ü%ëï-é¬îÒìõ¦è �`Û ö2ñ~é~ø Γ(t)

	
�~ó�ê
ëè��êÞç��#ù¸ûÏó�ì£ý

S
	[î-í-ñ~ó
ö+ê�ì|é¬î-ñ~ë��aê%ý

Q(t)
	�ï-ô�÷2ê
é¬î-øbç��#ù¸ûÏó�ìi.Ñóèé � ��2 �"5 ê
í�÷�ñ~ëèñ�ç�ê
óï+��ê¿þù¸ï-í-ï-òbé~õ¦ñ~é~è�íÝç��#ù¸ûÏóñ!é��a÷2êÒö2ûÏí�ê
ñ¬î-é¾ìfè%ùrö+ê
í�÷�ñ~ëè%ì�ë�ê
é~ûdð�ñ~ëëû�üfç�ê
óï-í

pv

èÜö+ê
í�÷�ñ~ëè%ì���ê�ùÒêVíç��#ù¸ûÏóñ
ý&�#ï
î-ï-óûÏò£ý6�aê�� çóñÂö2çï�÷2ê���ê
ñ¬î-é¾ì£ý�í-ñÂö2ñ¬î é~ñ~ôÒìËêÒö2è�ê
ô�ê�î-èúñ~é��è£ý
pg = p0(V0/V (t))λ � °bûçóñ~ëñ~ô-óñ���ê
ñ~õ\ö2è�(%(\�#ù¸èñ~ò©��ê�ùÒêÜúñ~óñ¬ù é¬î-ñ~ë��è ç��#ù¸ûÏó�ì£ý2î�ê��èõ ï-ô-ó�ê�ù¸ï-õÏý2ë�ê@�~ó�ê
ëè�ñ

Γ(t)
ö+ê
í�þ÷�ñ~ëèñ

pΓ = pv + pg �> ë�êÒú�ê¿÷�ø-ëûÏòfõ¦ï-õ¦ñ~ë%îÜí-óñ~õ¦ñ~ëèfç��#ù¸ûÏóø çóñÂö2é¬î�ê
í�÷�ìñ¬îÞé~ï-ô-ï-ò�é�(�ñ~ó��
S0

ó�êÒö2è��-é¸ê
R0

é1ñ~ëaþî-óï-õ�í ë�êÒú�ê¿÷�ñ\�#ï-ï-ó
ö2èë�ê�î � ¥ ù\���#é~çñ~óèõ¦ñ~ë%î�ê¿÷�ø-ëû�ü ö+ê
ëëû�ü è%ù¸í-ñ~é¬î-ëïý�ú%î-ï ç��#ù¸ûÏóøVé~ï¸ü%ó�ê
ë%ìñ¬îô�÷�è%ù������F� é�(�ñ~óèúñ~é��#ï-òC(�ï-óõ&�!ôQÜï�÷�ø�,'���\ú�ê
é¬î-ørí-óñ~õ¦ñ~ëè é~í-ï-ñ��~ïré��#ð�ñ~é¬î-í-ï-í�ê
ëè%ì �¯� ï-é¬î�ê
ëï-í+�aêùÒêÒö+êÒúè|íÞô-ñ¬ù¸ó�ê�ù¸õ¦ñ~óëû�ü çñ~óñ~õ¦ñ~ëëû�ü èõ¦ñ~ñ¬î�é�÷�ñÂö"���nð�èò í-è#ö ��� ï
î-ñ~ë�è�ê¿÷Ëçï�÷�ì é��#ï-óï-é¬î-ñ~ò ϕ�¸ö2ï-í�÷�ñ¬î-í-ï-ó�ìñ¬î0�aó�ê
í-ëñ~ëè��ÝÃ!ê
ça÷2ê
é¸ê
∆ϕ = 0, x ∈ Ω(t),

.^��2
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n

e

d

x

z

y

Ã

Q

S

W

ëTì:íÒØ"îÒØ�ï�ðHñOò�ó\ô3õ�ó�ì:òEö:÷�øL÷%ù�ó�íyú:÷�û�÷Lü�ñyö¯ì¯ý@íyþ�ñyö¯ÿ¯ìCìCú���õ���ùHý�Ø
ê î�ê�� ÿ ñ%�èëñ~õ�ê�î-èúñ~é��#ï-õ&��èÜö2èë�ê
õ¦èúñ~é��#ï-õ&� �-é�÷�ï-í-è%ìõYë�ê�é~í-ï-ô-ï~ö2ëï-òB�~ó�ê
ëè�ñ��

dx

dt
= ∇ϕ, x ∈ Γ(t);

.±�+2

dϕ

dt
= 1 +

1

2
|∇ϕ|2 − αz − β

(

V0

V

)λ

, x ∈ Γ(t).
. G¯2

> �aêÒúñ~é¬î-í-ñdó�ê�ù¸õ¦ñ~óëû�ü!í-ñ�÷�èúèë!ídö+ê
ëëï-õ�é�÷?�aú�ê
ñ�èé~çï�÷�ø
ù����nî-é¾ì
Rm

	 õ�ê��#é~èõ�ê¿÷�ø-ëûÏò!ó�êÒö2è��-éç��#ù¸ûÏó�ìbçóèÞñ��~ï ó�ê
é�,�èóñ~ëèè�í ô-ñ¬ù��~ó�ê
ëèúëï-ò ÿ è#ö)�#ï-é¬î-èbí ï
î-é��#î-é¬î-í-èñié~èa÷bîÒì ÿ ñ~é¬î-è£ý2ê!î�ê�� ÿ ñ
√

∆p/ρ
ý"�Öö2ñ

∆p = p∞ − pv

ý
ρ
	 ça÷�ï
î-ëï-é¬î-ø ÿ è#ö)�#ï-é¬î-è �¦A ê��#ï-òbé~çï-é~ï-ôÝçñ~óñ�ü�ï~ö+ê/��ô-ñ¬ù¸ó�ê�ù¸õ¦ñ~óaþëûÏõPçñ~óñ~õ¦ñ~ëëûÏõ çóèí-ï~ö2è%î-é¾ì£ý-ílú�ê
é¬î-ëï-é¬î-è£ý-í³� ¨aý+����� � > �aó�ê
í-ëñ~ëèñ%. G¯2�í-í-ñÂö2ñ~ëû�ô-ñ¬ù¸ó�ê�ù¸õ¦ñ~óëûÏñç�ê
ó�ê
õ¦ñ¬î-óû��

α = Rmρg/∆p
	Ò�#ï+��(%(�è�èñ~ë%î ça÷2ê
í��aúñ~é¬î-è£ý+óñ����Ò÷�èó����nð�èòbö2ñ~òé¬î-í-èñ�é~èa÷�û îÒìaþ

ÿ ñ~é¬î-è�� g 	Ò�-é��#ï-óñ~ëèñ�é~í-ï-ô-ï~ö2ëï+�~ïÜç�êÒö2ñ~ëè%ì�� β = p0/∆p
ü#ê
ó�ê��%î-ñ~óè%ù��-ñ¬î�ë�êÒú�ê¿÷�ø-ëï-ñ�ö+ê
í�÷�ñ~ëèñ

��ê�ùÒê�í�ç��#ù¸ûÏóñ �	 ê�î-í-ñ~ó
ö2ï-ò��~ó�ê
ëè�ñ
S
çï
î-ñ~ë�è�ê¿÷D�¸ö2ï-í�÷�ñ¬î-í-ï-ó�ìñ¬î@�-é�÷�ï-í-è���ëñ~çóï
î-ñ��aê
ëè%ì

(∇ϕ, n) = 0, x ∈ S,
. � 2

ê�î�ê�� ÿ ñ%�-é�÷�ï-í-è���ë�ê�ô-ñ~é��#ï-ëñ~úëï-é¬î-è
|∇ϕ| → 0, |x| → ∞.

. £ 2
Î óï-õ¦ñ�î-ï+�~ïý�ëñ~ï-ô¸ü�ï~ö2èõ¦ïÞùÒêÒö+ê�î-øÞçï�÷�ï ÿ ñ~ëèñ�é~í-ï-ô-ï~ö2ëï-òÂ�~ó�ê
ëè�û=íÞë�êÒú�ê¿÷�ø-ëûÏò|õ¦ï-õ¦ñ~ë%îbí-óñ�þõ¦ñ~ëè

t = 0
èbó�ê
é~çóñÂö2ñ�÷�ñ~ëèñ!çï
î-ñ~ë�è�ê¿÷2êVë�ê ëñ~ò

Γ|t=0 = Γ0, ϕ|t=0 = ϕ(0, x̄).
. §¯2

A ê��èõ ï-ô-ó�ê�ù¸ï-õÏý��ó�ê
ñ~í�ê�ì�ùÒêÒö+êÒú�êrï-ô\�~í-ï�÷"��èè�ç�ê
óï+��ê�ù¸ï-í-ï+�~ï�ç��#ù¸ûÏó�ìVï-çèé~ûÏí�ê
ñ¬î-é¾ìC�aó�ê
í-ëñ�þëèñ~õ .^��2�é\�ó�ê
ñ~í-ûÏõ¦è�.±�+2±¬E. £ 2�è ë�êÒú�ê¿÷�ø-ëûÏõ¦è�. §¯2��-é�÷�ï-í-è%ìõ¦è �?� ï-é¬î�ê
ëï-í+�aê�ùÒêÒö+êÒúè/	 î-ó�êÒö2è�èaþï-ëë�ê�ì�ö�÷�ì�ï-çèé~ûÏí�ê
ñ~õ¦û�ü�î-ñ~úñ~ëèò � 	 ñ~ï-ô¸ü�ï~ö2èõ¦ïrï-çóñÂö2ñ�÷�è%î-ø�çï�÷�ï ÿ ñ~ëèñdé~í-ï-ô-ï~ö2ëï-ò$�~ó�ê
ëè�û�èó�ê
é~çóñÂö2ñ�÷�ñ~ëèñjçï
î-ñ~ë�è�ê¿÷2ê!ë�ê�ëñ~òÝí-ïií-é~ñnçï-é�÷�ñÂö"���nð�èñjõ¦ï-õ¦ñ~ë%î-û í-óñ~õ¦ñ~ëè ��Û êÒö+êÒú�êjìí�÷�ìñ¬î-é¾ìëñ�÷�èëñ~òëï-ò íÞé~èa÷?�Pëñ�÷�èëñ~òëï-é¬î-è ö2èë�ê
õ¦èúñ~é��#ï+�~ïB�-é�÷�ï-í-è%ì£ý*êÜî�ê�� ÿ ñ ùÒê
ó�ê
ëñ~ñ�ëñ�è%ù¸í-ñ~é¬î-ëï+�~ïçï�÷�ï ÿ ñ~ëè%ìbé~í-ï-ô-ï~ö2ëï-òB�~ó�ê
ëè�û çóè t > 0 �

CÐ�� å Ô� âÏäÞä Ó â�� Ó ãfâ  å�� Ó à Ö äÞåÞâ
	 ñ�÷�èëñ~òë�ê�ì9�ó�ê
ñ~í�ê�ì\ùÒêÒö+êÒú�ê9.^��2±¬E. §¯2�é~í-ï~ö2è%î-é¾ì;� çï-é�÷�ñÂö2ï-í�ê�î-ñ�÷�ø-ëï-é¬î-è ÷�èëñ~òëû�ü ùÒêÒö+êÒú ë�ê
�aê ÿ ö2ï-õ í-óñ~õ¦ñ~ëëï-õ;, ê��~ñ �T5 ÷�ì��¬î-ï+�~ïfí��~ó�ê
ëèúëû�ü��-é�÷�ï-í-è%ìaüi.±�+2rèi. §¯2nö2ñ�÷2ê
ñ¬î-é¾ìËçñ~óñ�ü�ï~ö´�



���0�6�1���%�0�7�F�
�T�@���1�%�*�7�8���%�%���@�%�\�\���%�%���\���*�7���'���7�-����� �8�"�¡����¢ ¨

�#ï-ëñ~úëï�þºó�ê�ù¸ëï-é¬î-ëûÏõ(çóñÂö2é¬î�ê
í�÷�ñ~ëè%ìõ çóï-è%ù¸í-ï~ö2ëû�üPçïÝí-óñ~õ¦ñ~ëèPé�çñ~óñ~õ¦ñ~ëëûÏõ , ê��~ï-õ
∆tj

ý
�Öö2ñ

j
	Xëï-õ¦ñ~ó¡, ê���ê çï í-óñ~õ¦ñ~ëè ��� ê��ÞçïPí-óñ~õ¦ñ~ëè�í-ûÏô-èó�ê
ñ¬î-é¾ì\ê
í
î-ï-õ�ê�î-èúñ~é��èYèé�ü�ï~ö�ì�è%ù�-é�÷�ï-í-è%ì£ý�ú%î-ï0�#ù¬÷�û é~ñ¬î+�èfëñ�õ¦ï+���#îÝçñ~óñ~õ¦ñ~é¬î-è%î-ø-é¾ìPë�ê ó�ê
é~é¬î-ïÒìëèñ!ô-ï�÷�ø�,�ñrùÒêÒö+ê
ëëï+�~ï��

∆tj ≤
ζlj

min

maxi|∆ϕ(x̄i, tj)|
.

Û ö2ñ~é~ø i
	7ëï-õ¦ñ~ó¡�#ù¬÷2ê é~ñ¬î+�è��

lj
min

	7ë�ê
èõ¦ñ~ëø�, ê�ì ö�÷�èë�ê óñ~ô-ó�ê��
ζ
	 �~õ¦çèóèúñ~é��èòF�#ï+��(jþ

(�è�èñ~ë%î¿ý+ùÒê
í-èé¾ì%ð�èò ï
îÝî-èç�ê é~ñ¬î+�è èfçï~ö2ô-èó�ê
ñ~õ¦ûÏòPî�ê��£ý+ú%î-ï-ô-û�ó�ê
é~úñ¬î-ëï-ñ�í-óñ~õ�ìD�#ï�÷÷2ê
çé¸êç��#ù¸ûÏó�ìÞí!ùÒêÒö+êÒúñ ® ��÷�ñ¬ì=� ¨3�£é~ï-í-ç�êÒö+ê¿÷�ï�érê
ë�ê¿÷�è%î-èúñ~é��èõ � 	 ê
çóèõ¦ñ~ó£ý�ö�÷�ì é~ñ¬î+�èÞçñ~óí-ï+�~ï�î-èç�êè%ù §+¯� �#ù¬÷�ï-í è ����+D��÷�ñ~õ¦ñ~ë%î-ï-í
ζ = 0.0102

ý�êbö�÷�ì�é~ñ¬î+�è�í
î-ï-óï+�~ïPî-èç�ê%ý¦é~ï-é¬î-ïÒì%ð�ñ~òYè%ù § � �
�#ù¬÷�ï-íVè=����«+$��÷�ñ~õ¦ñ~ë%î-ï-íý

ζ = 0.0168 �
A ê��èõ ï-ô-ó�ê�ù¸ï-õÏý�í-óñ~õ¦ñ~ëëï-òD, ê��!ë�ê
çó�ìõ&���=ùÒê
í-èé~è%îÞï
îÜí-è#ö+êÝé~ñ¬î+�è£ý£ê
ççóï+�#é~èõ¦èó����nð�ñ~òé~í-ï-ô-ï~ö2ë���� çï-í-ñ~ó-ü%ëï-é¬î-øý�ê!î�ê�� ÿ ñjï
î é��#ï-óï-é¬î-èÝö2í-è ÿ ñ~ëè%ì é~í-ï-ô-ï~ö2ëï-ò/�~ó�ê
ëè�û �?� ï~ö2ï-ô-ë�ê�ìÜõ¦ñ�þî-ï~ö2è��aêbö2í-è ÿ ñ~ëè%ì çïfí-óñ~õ¦ñ~ëëï-ò¡�#ï-ï-ó
ö2èë�ê�î-ñ ï-çèé¸ê
ë�êfífó�ê
ô-ï
î-ñ©� �+�3� ��� é¬î-ñ~é¬î-í-ñ~ëëïý¦ú%î-ïPçóè�¬î-ï-õfé��#ð�ñ~é¬î-í����nî�í-ñ�÷�èúèëû

∆tmax

è
∆tmin

ýÒçï~ö2ï-ô-ó�ê
ëëûÏñ.î�ê�� ÿ ñQ�~õ¦çèóèúñ~é��è£ý
ï+�~ó�ê
ëèúèí�ê��Íþð�èñ-, ê��dçïjí-óñ~õ¦ñ~ëèC�aê�� é~í-ñ~ó-ü��-ý-î�ê�� è é~ëè%ù��-ý-írë�êH,�ñ~õ é�÷?�aú�ê
ñ
∆tmin = 0.0001

è
∆tmax = 0.01 �

5 ÷�ìÞóñ�,�ñ~ëè%ìÞùÒêÒö+êÒúè�.^��2.é\�~ó�ê
ëèúëûÏõ¦èB�-é�÷�ï-í-è%ìõ¦è�. � 2�ý�. £ 2.õ¦ñ¬î-ï~ö2ï-õ��~ó�ê
ëèúëû�ü ��÷�ñ~õ¦ñ~ëaþî-ï-íPë�ê��aê ÿ ö2ï-õ í-óñ~õ¦ñ~ëëï-õÝ, ê��~ñÜí©�aêÒúñ~é¬î-í-ñÞï-é~ëï-í-ëï+�~ïfé~ï-ï
î-ëï�,�ñ~ëè%ì�èé~çï�÷�ø
ù��-ñ¬î-é¾ì�î-óñ¬î-ø
ì(�ï-óõ&�Ò÷2êC²�óèë�ê

C(x)ϕ(x) +

∫

Γ

ϕ(x, ξ)q∗(x, ξ)dΓ(ξ) =

∫

Γ

q(x, ξ)ϕ∗(x, ξ)dΓ(ξ),
.±¨+2

�Öö2ñ
q = ∂ϕ/∂n

�
ϕ∗
	 (\�aë#ö+ê
õ¦ñ~ë%î�ê¿÷�ø-ëï-ñ�óñ�,�ñ~ëèñ$�aó�ê
í-ëñ~ëè%ì�Ã!ê
ça÷2ê
é¸ê%ý"�#ï
î-ï-óï-ñ�íÝçóï-é¬î-ó�ê
ëaþ

é¬î-í-ñ~ëëï-õ\é�÷?�aú�ê
ñrùÒê
çèé~ûÏí�ê
ñ¬î-é¾ìfí�í-è#ö2ñ
ϕ∗(x̄, ξ̄) =

1

4π|x̄ − ξ̄|
ý
x̄
	Nî-ñ����#ð ê�ì�î-ï-ú��aê�ë�ê³�~ó�ê
ëè�ñ

ï-ô�÷2ê
é¬î-è
Γ
ý
ξ̄
	Nî-ï-ú��aê�ë�ê
ô�÷"�.ö2ñ~ëè%ì�ë�ê³�~ó�ê
ëè�ñ

Γ
�
q∗ = ∂ϕ∗/∂n �

� é�÷�èÞó�ê
é~é~õ�ê�î-óèí�ê
ñ¬î-é¾ì �~í-ï�÷"��è%ì ç��#ù¸ûÏó�ìÞï+�#ï�÷�ï�ça÷�ï-é��#ï-ò î-í-ñ~ó
ö2ï-òÞé¬î-ñ~ë��è£ý�(\�aë���è%ì ²�óèaþë�ê
ϕ∗
é~ï-é¬î-ï-è%î�è%ù èé¬î-ï-úëè��aê%ýÏë�ê¿ü�ï~ö�ì%ð�ñ��~ï-é¾ì(í î-ï-ú��#ñ

ξ
ý�è èé¬î-ï-úëè��aê�í î-ï-ú��#ñ

ξ
′ ý8�#ï
î-ï-ó�ê�ìó�ê
é~çï�÷�ï ÿ ñ~ë�ê�é~èõ¦õ¦ñ¬î-óèúëï ξ

ï
î-ëï-é~è%î-ñ�÷�ø-ëï/�~ó�ê
ëè�û
Γ
�

ϕ∗(x̄, ξ̄) =
1

4π

(

1

|x̄ − ξ̄| +
1

|x̄ − ξ̄′|

)

.

A ê��èõ\ï-ô-ó�ê�ù¸ï-õÏý?�-é�÷�ï-í-èñ!ëñ~çóï
î-ñ��aê
ëè%ì ë�ê�î-í-ñ~ó
ö2ï-ò©�~ó�ê
ëè�ñ . � 2Ïí-ûÏçï�÷�ë%ìñ¬î-é¾ì ê
í
î-ï-õ�ê�î-èaþúñ~é��è£ý¦ú%î-ï çï
ù¸í-ï�÷�ìñ¬î|é��#ð�ñ~é¬î-í-ñ~ëëï é~ëè%ù¸è%î-ø ï-ô��*ñ~õ�í-ûÏúèé�÷�è%î-ñ�÷�ø-ëï-òYó�ê
ô-ï
î-ûrý�ëñ~ï-ô¸ü�ï~ö2èõ¦ï-òö�÷�ìYóñ�,�ñ~ëè%ì\ùÒêÒö+êÒúè � > é�÷?�aú�ê
ñD�~í-ï�÷"��èè\ç��#ù¸ûÏó�ì ï+�#ï�÷�ï=����÷�ï-í-ï-òYî-í-ñ~ó
ö2ï-ò\é¬î-ñ~ë��è õ¦ï ÿ ëïî�ê�� ÿ ñÝí-ûÏçèé¸ê�î-øD(\�aë���è�� ²�óèë�ê%ý*ï-ô-ñ~é~çñ~úèí�ê��nð'���Cê
í
î-ï-õ�ê�î-èúñ~é��#ï-ñÜí-ûÏçï�÷�ëñ~ëèñ@�-é�÷�ï-í-è%ìëñ~çóï
î-ñ��aê
ëè%ì��

ϕ∗(x̄, ξ̄) =
1

4π

(

1

|x̄ − ξ̄| +
1

|x̄ − ξ̄′| +
1

|x̄ − ξ̄′′| +
1

|ξ̄′ − ξ̄′′|

)

.

Û ö2ñ~é~ø ξ̄′
	Fî-ï-ú��aê%ý-é~èõ¦õ¦ñ¬î-óèúë�ê�ì

ξ̄
ï
î-ëï-é~è%î-ñ�÷�ø-ëï!ï~ö2ëï-ò�é¬î-ñ~ë��è£ý#ï-ô-ó�ê�ù����nð�ñ~òC���~ï�÷��

ξ̄
′′ 	�î-ï-úaþ

�aê%ý%é~èõ¦õ¦ñ¬î-óèúë�ê�ìÞï
î-ëï-é~è%î-ñ�÷�ø-ëï�ö2ó����~ï-ò é¬î-ñ~ë��è �"Î ï+��(%(�è�èñ~ë%î C(x̄) =
ω

2π

ý
ω
çóñÂö2é¬î�ê
í�÷�ìñ¬î

é~ï-ô-ï-ò î-ñ�÷�ñ~é~ëûÏòD���~ï�÷*ý�çï~ö©�#ï
î-ï-óûÏõ\çï-í-ñ~ó-ü%ëï-é¬î-øÝí-è#ö2ë�ê�è%ù�î-ï-ú��è
x̄ �
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ëTì:íÒØ��-Ø��`÷�ÿ+ó�û��3ö�ó�ý0íyì:íyþ�ñOò�ó�ÿ�÷3÷�ù��:ì¯ö�ó�þ'ö�ó! yû�ñOòTñyö¯þ�ñÒØ

� ï-í-ñ~ó-ü%ëï-é¬î-øYç��#ù¸ûÏó�ì Γ
ê
ççóï+�#é~èõ¦èó��-ñ¬î-é¾ì ë�ê
ô-ï-óï-õ ça÷�ï-é��èaü î-óñ����~ï�÷�ø-ëû�ü;��÷�ñ~õ¦ñ~ë%î-ï-í �

® ê
é~é~õ¦ï
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ìí�÷�ìñ¬î-é¾ì ï+�#ï-ëú�ê¿þî-ñ�÷�ø-ëï ùÒê
çï�÷�ëñ~ëëï-ò£ý�ëñ~é~èõ¦õ¦ñ¬î-óèúëï-ò£ý�ëñ¬ù¸ë�ê��#ï-ï-çóñÂö2ñ�÷�ñ~ëëï-ò �¦� óèÞó�ê
é~úñ¬î-ñrî-ñ~é¬î-ï-í-û�üÞùÒêÒö+êÒúèé~çï�÷�ø
ù¸ï-í�ê
ëû �aê��Þî-ï-úëûÏñ!õ¦ñ¬î-ï~ö2û óñ�,�ñ~ëè%ìÂ�QÃ1Ì&ÍÒ.Ñõ¦ñ¬î-ï~ö=²%ê��-é~é¸êÝé�í-ûÏô-ï-óï-õ´��÷2ê
í-ëï+�~ï0��÷�ñ�þõ¦ñ~ë%î�ê¯2�ý*î�ê�� è è%î-ñ~ó�ê�èï-ëëûÏñÂ.Ñõ¦ñ¬î-ï~ö´²%ê��-é~é¸ê 	 Û ñ~ò#ö2ñ�÷�ì£ý*õ¦ñ¬î-ï~ö�ëñ�÷�èëñ~òëï-òËóñ����Ò÷�ìóè%ùÒê�èè� ��§H�p2�ýÒë�ê
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î-ñ��è'&)(+*�,-( ¿/.�Çb¶10b¶�¼pÀ32?¶+ÇXÀyÇyÈ�Æ

4 ¶658»�Ç!*:ÀOÈHÀy¿¹¶+Æ �> ûÏúèé�÷�èíËù¸ë�êÒúñ~ëè%ì é��#ï-óï-é¬î-è ( ∂ϕ

∂xi

,
∂ϕ

∂yi

,
∂ϕ

∂zi
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i = 1, N

ý.í��#ù¬÷2ê¿ü\é~ñ¬î+�è£ý�ìí�÷�ì��nð�èaü�é¾ì
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ý-ï~ö2ëï-ò!è%ùdí-ñ~ó�,�èë$�#ï
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è
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çó�ê
í�÷�ñ~ëè%ìõ�ë�ê¿ü�ï~ö�ì%î-é¾ì �aê��B�#ï-ëñ~úëûÏñ�ó�ê�ù¬þëï-é¬î-è
∂ϕ

∂sj
=

ϕmj
− ϕi

|s̄j|
, s̄j = (x̄mj

− x̄i),
∂ϕ

∂τj
=

ϕkj
− ϕi

|τ̄j|
, τ̄j = (x̄kj

− x̄i),

�Öö2ñ
mj

ý
kj

	 ëï-õ¦ñ~ó�êYö2í���üÝ�#ù¬÷�ï-í
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î-ï-óï+�~ï ìí�÷�ìñ¬î-é¾ì
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çó�ê
í�÷�ñ~ëè%ì(í-ûÏô-èó�ê
ñ¬î-é¾ì é~óñÂö2ëèò çï�í-é~ñ~õQï+�ó�� ÿ ê��Íþð�èõ ��÷�ñ~õ¦ñ~ë%î�ê
õNí-ñ��%î-ï-ó ëï-óõ�ê¿÷�è

n � 	 ï-óõ�ê¿÷�ø-ë�ê�ì´�#ï-õ¦çï-ëñ~ë%î�êËé��#ï-óï-é¬î-èi� ÿ ñ�çï�÷?�aúñ~ë�ê è%ù°�²�# ( ∂ϕ

∂ni
= qi

)

�Q� ï-é�÷�ñÞî-ï+�~ï
�aê��Yçï�÷?�aúñ~ëû
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∂ϕ

∂ni
,
∂ϕ

∂si
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∂ϕ

∂τi
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ö2èë�ê�î¿ý�íÂ�#ï
î-ï-óï-ò´�#ï-õ¦çï-ëñ~ë%î-û í-ñ��%î-ï-ó�ê é��#ï-óï-é¬î-èYùÒê
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(

∂ϕ

∂xi

,
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∂yi
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∂ϕ
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ñ¬î-é¾ìÝí�ó�ì#ö2ñÍó�ê
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ëèèËé�(�ñ~óèúñ~é��èËé~èõ¦õ¦ñ¬î-óèúëï+�~ïç��#ù¸ûÏó�ìÝí�ô-ñ¬ù��~ó�ê
ëèúëï-õ ï-ô��*ñ~õ¦ñÏè#ö2ñ¸ê¿÷�ø-ëï-òVëñ~é ÿ èõ�ê
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3

2
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ý
ξ̈
	Qô-ñ¬ù¸ó�ê�ù¸õ¦ñ~óëûÏñié��#ï-óï-é¬î-øVè �-é��#ï-óñ~ëèñ

�~ó�ê
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. ö�÷�ì
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ξmin ≈ 3β
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.
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ëèèfçóï+ñ~é~é¸êÝç��Ò÷�ø-é¸ê�èò�ç��#ù¸ûÏó�ìbö�÷�ì�ó�ê�ù¬÷�èúëû�übù¸ë�êÒúñ~ëèò
β
.Ñï
î/ � � ö2ï � Ë¯2 �&5 ÷�ì ó�ê
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î çï-úñ~õ&�Yëñ~ï-ô¸ü�ï~ö2èõ¦ï
�aúè%î-û�þí�ê�î-øbë�ê¿÷�èúèñÝçóï-é�÷�ï-ò��è ÿ è#ö)�#ï-é¬î-è õ¦ñ ÿ ö"� ç��#ù¸ûÏóñ~õ è|î-í-ñ~ó
ö2ï-ò é¬î-ñ~ë��#ï-ò �&� ï-é¬î-óï-èí�í-ñ��%î-ï-ó

(xl − xh)
ý�ë�êÒú�ê¿÷�ï-õ´�#ï
î-ï-óï+�~ïÝìí�÷�ìñ¬î-é¾ìfí-ñ~ó�,�èë�êVé¬î-ó��aò��è

xh

ý�íÝë�ê
çó�ê
í�÷�ñ~ëèè�í-ñ��%î-ï-ó�êÝé��#ï-óï�þ
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ëTì:íÒØ�¥
Ø�¦iô6�Kb¯ì:íbû�ñyö¯ì�§Fÿ�÷^ X]B]7ì�u¯ì:ñyö¯þ�ó\ú¯ù:÷6n3÷Lý0íyþ3ù���c¯ÿ¯ì�Ø
é¬î-èfí-ñ~ó�,�èëû�érö�÷�èëï-ò£ý2ó�ê
í-ëï-ò�í-ûÏé~ï
î-ñ�é¬î-ó��aò��è

Lj = |xl − xh|
ý�è�ï-çóñÂö2ñ�÷�èí ô-ñ¬ù¸ó�ê�ù¸õ¦ñ~óëûÏò

�#ï+��(%(�è�èñ~ë%îÜñ��~ïVí�ü�ï ÿ ö2ñ~ëè%ìbíVõ¦è�,�ñ~ëø Jp

.
0 ≤ Jp ≤ 1

2�ý�çï�÷?�aúèõ��#î-ï-úëñ~ëëï-ñ!é~ï-ï
î-ëï�,�ñ~ëèñ
ö�÷�ì

Lp =
√

ρi/ρmJpLj

.Ñóèé � ¨+2 � �.î-ó��aò��aê ëñ�õ¦ï ÿ ñ¬îÜçï-ó�ê�ù¸è%î-ø õ¦è�,�ñ~ëøý+ëñ�ó�ê�ù¸í-èíÜëñ~ï-ô¸ü�ï~ö2èaþõ¦ï-ò�ö�÷�ì=�¬î-ï+�~ï�é��#ï-óï-é¬î-è ��A ê��èõ(ï-ô-ó�ê�ù¸ï-õÏý�íÞé�÷?�aú�ê
ñVëñ~ï
î-óè��ê�î-ñ�÷�ø-ëï+�~ïD�#ï+��(%(�è�èñ~ë%î�ê Lp

èö2ï-é¬î�ê�î-ï-úëï-ò�é��#ï-óï-é¬î-èfé¬î-ó��aò��aêVçï-ó�ê ÿ ê
ñ¬î�î-í-ñ~ó
ö"���=é¬î-ñ~ë���� �
��� / � / �?¨ '���	Z©Ü"���¤\ *)�ª#�a¢"¤���,£��	�� ��$,*	�������� � �-��#����,
> �aêÒúñ~é¬î-í-ñlçóèõ¦ñ~ó�êió�ê
é~é~õ¦ï
î-óèõ|ö2í�êrçï�÷�ï ÿ ñ~ëè%ìÝé¬î-ñ~ë��èÜçóèVõ¦èëèõ�ê¿÷�ø-ëï-ò0�¸ö+ê¿÷�ñ~ëëï-é¬î-èÝç���þù¸ûÏó�ìPï
îÜëñ~ñ

d = 1Rm

ýö�÷�ìD�#ï
î-ï-óû�ü��¸ö+ê¿÷�ï-é~øÜçï�÷?�aúè%î-øÞëñ~ë��Ò÷�ñ~í-ûÏñ!ù¸ë�êÒúñ~ëè%ì©�#ï+��(%(�è�èñ~ë%î�êçóï-ô-ïÒì �Q� ñ~óí-ûÏò\é�÷?�aú�ê
ò´	?ç��#ù¸ûÏóøËó�ê�ù¸í-èí�ê
ñ¬î-é¾ì ë�êÒö ë�ê��a÷�ï-ëëï-ò\é¬î-ñ~ë��#ï-ò�.
ε = 3π/4

2�ý�ö�÷�ìí-é~ñ�ü ù¸ë�êÒúñ~ëèò ç�ê
ó�ê
õ¦ñ¬î-ó�êbça÷2ê
í��aúñ~é¬î-è ë�êB�¬î�ê
çñ�ùÒê
õ¦û7�aê
ëè%ì ç��#ù¸ûÏó�ì
(�ï-óõ¦èó��-ñ¬î-é¾ì é¬î-ó��aò��aê%ýí-ëñÂö2ó�ì��nð ê�ìé¾ìfíVç��#ù¸ûÏóø � 	 ê�óèé � «Vè�ËVçóèí-ñÂö2ñ~ë�ê0(�ï-óõ�êVç��#ù¸ûÏóñ~òÞö�÷�ì�ó�ê�ù¬÷�èúëû�üfõ¦ï-õ¦ñ~ëaþî-ï-í|í-óñ~õ¦ñ~ëèYè�ù¸ë�êÒúñ~ëèò\ç�ê
ó�ê
õ¦ñ¬î-ó�ê|ça÷2ê
í��aúñ~é¬î-è �8� óè�õ¦èëèõ�ê¿÷�ø-ëï-õ=ù¸ë�êÒúñ~ëèè\ç�ê
ó�ê
õ¦ñ¬î-ó�êça÷2ê
í��aúñ~é¬î-è
α = 0.025

ë�ê��¬î�ê
çñfùÒê
õ¦û7�aê
ëè%ì ï-ô-ó�ê�ù��-ñ¬î-é¾ì(ï-é¬î-ó�ê�ì é¬î-ó��aò��aê%ýdë�ê
çó�ê
í�÷�ñ~ëë�ê�ì íé¬î-ï-óï-ë��Üî-í-ñ~ó
ö2ï-òÞé¬î-ñ~ë��è£ý�ëñ¬ù¸ë�êÒúè%î-ñ�÷�ø-ëïVï
î+�a÷�ï-ë%ìñ~õ�ê�ìÞé~èa÷�ï-ò îÒì ÿ ñ~é¬î-è � Í��~ï�÷ �~ó�êÒö2èñ~ë%î�êVé��#ï�þóï-é¬î-èÝéÏëï-óõ�ê¿÷�ø+� ��é¬î-ñ~ë��#ñlé~ï-é¬î�ê
í�÷�ìñ¬î
23.4◦ � > �¬î-ï-õ é�÷?�aú�ê
ñné¬î-ó��aò��aê!èõ¦ñ~ñ¬î!é¸ê
õ&��� ô-ï�÷�ø�,'���é��#ï-óï-é¬î-øbö�÷�ì ö+ê
ëëï+�~ï�çï�÷�ï ÿ ñ~ëè%ì é¬î-ñ~ë��è 9.28

√

∆p/ρ
ý£ö�÷�èë�ê�é¬î-ó��aò��è�é~ï-é¬î�ê
í�÷�ìñ¬î

0.56Rm

ý
�#ï+��(%(�è�èñ~ë%î çóï-ô-ïÒìËé¬î-ó��aò��è

0.35 �&� óè α = 0.2
çï�÷?�aú�ê
ñ~õ=ï-úñ~ëø©,�èóï+�����Cé¬î-ó��aò����-ý�ë�ê¿þçó�ê
í�÷�ñ~ëèñbñ~ñbó�ê�ù¸í-è%î-è%ìYé~ï-é¬î�ê
í�÷�ìñ¬î����~ï�÷\ô-ï�÷�ø�,�ñ

90◦
éÞëï-óõ�ê¿÷�ø+� ��î-í-ñ~ó
ö2ï-òYé¬î-ñ~ë��#ñ

93.6◦
ý

�¬î�êVé¬î-ó��aò��aêÜèõ¦ñ~ñ¬îÜë�ê
èõ¦ñ~ëø�,'���=é��#ï-óï-é¬î-ø�ö�÷�ì ö+ê
ëëï+�~ïVçï�÷�ï ÿ ñ~ëè%ì�é¬î-ñ~ë��è � 	 ê�óèé � �3�è=�+�çóèí-ñÂö2ñ~ëû �~ó�ê�(�è��èÞùÒê
í-èé~èõ¦ï-é¬î-ñ~òfí-ûÏé~ï
î-û èbé��#ï-óï-é¬î-è�é¬î-ó��aò��èfï
îVí-óñ~õ¦ñ~ëè �
Î ï+�Öö+êÝç��#ù¸ûÏóøÜó�ê�ù¸í-èí�ê
ñ¬î-é¾ìPçï~ö ë�ê��a÷�ï-ëëï-òfé¬î-ñ~ë��#ï-ò ε = π/4

ý"�aê
ó%î-èëû î-ñ~úñ~ëèòPçóèfó�ê�ù¬þ÷�èúëû�ü�ù¸ë�êÒúñ~ëè%ìaüVç�ê
ó�ê
õ¦ñ¬î-ó�ê�ça÷2ê
í��aúñ~é¬î-èÝó�ê�ù¬÷�èú�ê��nî-é¾ì0� ÿ ñÍëñÏî�ê���ù¸ë�êÒúè%î-ñ�÷�ø-ëï ��Y ï-óõ¦èó���þ�nð�èñ~é¾ìÝë�ê\�¬î�ê
çñné�ü#÷�ï-çûÏí�ê
ëè%ìVç��#ù¸ûÏó�ì@���aõ&�Ò÷�ì%î-èí-ëûÏñlé¬î-ó��aò��èÝèõ¦ñ��nîrö2ï-é¬î�ê�î-ï-úëï!ô-ï�÷�ø�,'���í-ûÏé~ï
î�� �¦A ê��£ý�íÝé�÷?�aú�ê
ñ α = 0.2
í-ûÏé~ï
î�êÝé¬î-ó��aò��è é~ï-é¬î�ê
í-èa÷2ê

0.72Rm

.Ñóèé � ����è��3G¯2 � > ö+ê
ëëï-õé�÷?�aú�ê
ñ�çï�÷?�aú�ê��nî-é¾ì�çï�÷�ï ÿ è%î-ñ�÷�ø-ëûÏñ%�#ï+��(%(�è�èñ~ë%î-û çóï-ô-ïÒì é¬î-ó��aò��è�ï
î 0.94
.
α = 0.025

2�ö2ï
0.71

.
α = 0.1

2�ý�ëï é��#ï-óï-é¬î-è�é¬î-ó��aò��è�ù¸ë�êÒúè%î-ñ�÷�ø-ëï|õ¦ñ~ëø�,�ñ
ý¦úñ~õFí-ïPí-é~ñ�ü�ï-çèé¸ê
ëëû�ü�í-û-,�ñé�÷?�aú�ê�ìaü�.Ñé~õ � óèé � �+��2 � ²�ó�ê�(�è��è ùÒê
í-èé~èõ¦ï-é¬î-ñ~òfí-ûÏé~ï
î-û èbé��#ï-óï-é¬î-è�é¬î-ó��aò��è�ï
îVí-óñ~õ¦ñ~ëèÜö�÷�ìï-çèé¸ê
ëëû�übé�÷?�aú�ê
ñ~íVçóñÂö2é¬î�ê
í�÷�ñ~ëû�ë�ê óèé � � � èÂ� £ �	 êÜï-é~ëï-í-ñ çóï-í-ñÂö2ñ~ëëï-ò é~ñ~óèè|ó�ê
é~úñ¬î-ï-íÞçï�÷?�aúñ~ëïý�ú%î-ïÞçóèÂ�~í-ï�÷"��èè ç�ê
óï+��ê�ù¸ï-í-ï+�~ï ç���þù¸ûÏó�ì�ï+�#ï�÷�ï ça÷�ï-é��èaüËî-í-ñ~ó
ö2û�ü�é¬î-ñ~ëï+� .
d = 1Rm

2ië�ê©�¬î�ê
çñbñ��~ïPùÒê
õ¦û7�aê
ëè%ì�í ô-ï�÷�ø�,�èëé¬î-í-ñé�÷?�aú�ê
ñ~í çóï-èé�ü�ï~ö2è%î|ó�ê�ù¸í-è%î-èñ é¬î-ó��aè ÿ è#ö)�#ï-é¬î-è£ý�í-ëñÂö2ó�ì��nð�ñ~òé¾ìYífç��#ù¸ûÏóø ��5 ê
ëë�ê�ì õ¦ï~ö2ñ�÷�øëñ�çï
ù¸í-ï�÷�ìñ¬îlçóï~ö2ï�÷ ÿ ê�î-ønó�ê
é~úñ¬îlíné�÷?�aú�ê
ñ.ë�ê
ó��:,�ñ~ëè%ì!ï~ö2ëï-é~í
ì%ù¸ëï-é¬î-è!ï-ô�÷2ê
é¬î-è!èiçñ~óñ~é~ñ~úñ~ëèò�~ó�ê
ëè�û � > ï-çóï-éÏçñ~óñ�ü�ï~ö+ê$G�¤aþºç��#ù¸ûÏó�ì0��î-ï-ó�� ú�ê
é¬î-èúëï!ï-ô-é�� ÿ ö+ê
ñ¬î-é¾ìÝí0� £ � � > î�ê
ô�÷�è�ñÍçóèí-ñ�þ
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t = 1.176 t = 1.176

t = 2.239 t = 2.259

t = 1.894 t = 2.014

ú���þ3ì3b�ó�íyþ3ì�u ú���þ3ìab�ó�íyþ3ì�u
ëTì:íÒØ�«-Ø���÷�ù:ò�ó1ú���õ���ùHý0ú¯ù¯ì@ñyøL÷� Oô�÷�û�§Uu¯ì¯ì/÷�ÿ�÷�û�÷'ö�ó�ÿ+û�÷�ö¯ö:÷^c/þ3ô�ñyù���÷^c íyþ�ñyö¯ÿ¯ì d d = 1.0Rm, ε = 3π/4

i
�¯û:ý�ù�ó�õyû:ì�b¯ö��&ð
õOö�ó�b:ñyö¯ì�c�ú�ó�ù�ó�òTñyþ3ù�óDú+û�ó�ô6��b:ñOíyþ3ì �

α = 0.025 d íbû�ñyôHó�i_z α = 0.05 d íyú¯ù�ó�ôHó�i_z�íOñyþ3ÿ+óô3þ�÷�ù:÷�øL÷\þ3ì¯ú�ó
N = 642,M = 1280

Ø
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t = 1.176 t = 1.176

t = 2.239 t = 2.259

t = 1.894 t = 2.014

ú���þ3ì3b�ó�íyþ3ì�u ú���þ3ìab�ó�íyþ3ì�u
ëTì:íÒØ�¬-Ø���÷�ù:ò�ó1ú���õ���ùHý0ú¯ù¯ì@ñyøL÷� Oô�÷�û�§Uu¯ì¯ì/÷�ÿ�÷�û�÷'ö�ó�ÿ+û�÷�ö¯ö:÷^c/þ3ô�ñyù���÷^c íyþ�ñyö¯ÿ¯ì d d = 1.0Rm, ε = 3π/4

i
�¯û:ý³ù�ó�õyû:ì�b¯ö��&ðCõOö�ó�b:ñyö¯ì�c0ú�ó�ù�ó�òTñyþ3ù�ó%ú+û�ó�ô6��b:ñOíyþ3ì �

α = 0.1 d íbû�ñyôHó�i_z α = 0.2 d íyú¯ù�ó�ôHó�i_z�íOñyþ3ÿ+ó\ô3þ�÷�ù:÷�øL÷þ3ì¯ú�ó
N = 642,M = 1280

Ø
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&ñyõOù�ó�õLòTñyù¯ö���ñ7ð�ó�ù�ó�ÿ¯þ�ñyù¯ì:íyþ3ì¯ÿ¯ì@ú���õ���ùHý³ì0íyþ3ù���c¯ÿ¯ìCú¯ù¯ìa Oô�÷�û�§Uu¯ì¯ìCú���õ���ùHýC÷�ÿ�÷�û�÷%þ3ô�ñyù����&ðCíyþ�ñyö:÷�ÿ
ö�ó�ù�ó�íOíyþ�÷Lý+ö¯ì¯ì

d = 1Rm
�¯û:ý³ù�ó�õyû:ì�b¯ö��&ða��ø^û�÷�ô%ö�ó�ÿ+û�÷�ö�ó\íyþ�ñyö¯ÿ¯ì0ì³õOö�ó�b:ñyö¯ì�c0ú�ó�ù�ó�òTñyþ3ù�ó\ú+û�ó�ô6��b:ñOíyþ3ì

ε α H Jp θ

π ® Ø ® �6r ® Ø �vk ® Ø ¬6� ®
® Ø ® r ® Ø r6� ® Ø kj¬ ®

3π/4 ® Ø ® �6r ® Ø r6� ® Ø �6� �6[-Ø k
® Ø ® r ® Ø �6� y kj«-Ø �
® Ø î ® Ø �6r y ¥^�-Ø r
® Ø � ® Ø [6¬ y ¬6[-Ø �

π/2 ® Ø ® �6r ® Ø r6r ® Ø ��¥ �6r-Ø �
® Ø ® r ® Ø [6� y kj�-Ø [
® Ø î ® Ø k:î y r6«-Ø r
® Ø � ® Ø �6� y ¥ ® Ø �

π/4 ® Ø ® �6r ® Ø �+î ® Ø ¬vk îXr-Ø [
® Ø ® r ® Ø r6� ® Ø «+î �6[-Ø k
® Ø î ® Ø r6¬ ® Ø ¥�î [6�-Ø k
® Ø � ® Ø ¥^� ® Ø ¥^¬ [�¥
Ø «

0 ® Ø ® �6r ® Ø rvk ® Ø «6� ®
® Ø ® r ® Ø rvk ® Ø «6� ®
® Ø î ® Ø r6� ® Ø «+î ®
® Ø � ® Ø �vk ® Ø «vk ®

±

À
ëTì:íÒØEî ® ØWw?ó�ô3ì:íyì:òT÷3íyþ6�³ô6��íO÷�þ6�iÿ��+ò���û:ý+þ3ì¯ô3ö:÷^c íyþ3ù���c¯ÿ¯ì ÷�þ$ô3ù:ñOòTñyö¯ì d d = 1.0Rm, ε = 3π/4

iK�¯û:ý@ù�ó�õ¾Î
û:ì�b¯ö��&ð\õOö�ó�b:ñyö¯ì�c1ÿ�÷^ X]7ì�u¯ì:ñyö¯þ�ó7ú+û�ó�ô6��b:ñOíyþ3ì �

α = 0.025, 0.05, 0.1, 0.2 d ÿ¯ù¯ì¯ô6��ñBe)g�¯-íO÷3÷�þ3ô�ñyþ�íyþ3ô�ñyö¯ö:÷ji�Ø

ëTì:íÒØ�î3îÒØ^w?ó�ô3ì:íyì:òT÷3íyþ6�7íyÿ�÷�ù:÷3íyþ3ì\ô�ñyù�p�ì¯ö��Díyþ3ù���c¯ÿ¯ì�÷�þ8ô3ù:ñOòTñyö¯ì d d = 1.0Rm, ε = 3π/4
iW�¯û:ý`ù�ó�õyû:ì�b¯ö��&ð

õOö�ó�b:ñyö¯ì�c0ÿ�÷^ X]7ì�u¯ì:ñyö¯þ�ó%ú+û�ó�ô6��b:ñOíyþ3ì �
α = 0.025, 0.05, 0.1, 0.2 d ÿ¯ù¯ì¯ô6��ñfe)g�¯�íO÷3÷�þ3ô�ñyþ�íyþ3ô�ñyö¯ö:÷ji�Ø
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t = 1.176 t = 1.176

t = 2.239 t = 2.259

t = 1.894 t = 2.014

ú���þ3ì3b�ó�íyþ3ì�u ú���þ3ìab�ó�íyþ3ì�u
ëTì:íÒØ¦îX�-ØW��÷�ù:ò�ó%ú���õ���ùHý0ú¯ù¯ì/ñyøL÷f Oô�÷�û�§Uu¯ì¯ì ÷�ÿ�÷�û�÷1ö�ó�ÿ+û�÷�ö¯ö:÷^c/þ3ô�ñyù���÷^c íyþ�ñyö¯ÿ¯ì d d = 1.0Rm, ε = π/4

i
�¯û:ý�ù�ó�õyû:ì�b¯ö��&ð
õOö�ó�b:ñyö¯ì�c�ú�ó�ù�ó�òTñyþ3ù�óDú+û�ó�ô6��b:ñOíyþ3ì �

α = 0.025 d íbû�ñyôHó�i_z α = 0.05 d íyú¯ù�ó�ôHó�i_z�íOñyþ3ÿ+óô3þ�÷�ù:÷�øL÷\þ3ì¯ú�ó
N = 642,M = 1280

Ø
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t = 1.176 t = 1.176

t = 2.239 t = 2.259

t = 1.894 t = 2.014

ú���þ3ì3b�ó�íyþ3ì�u ú���þ3ìab�ó�íyþ3ì�u
ëTì:íÒØ)îX[-Ø���÷�ù:ò�ó\ú���õ���ùHýCú¯ù¯ìa Oô�÷�û�§Uu¯ì¯ì@÷�ÿ�÷�û�÷%ö�ó�ÿ+û�÷�ö¯ö:÷^c@þ3ô�ñyù���÷^c@íyþ�ñyö¯ÿ¯ì d d = 1.0Rm, ε = π/4

iZ�¯û:ý
ù�ó�õyû:ì�b¯ö��&ð1õOö�ó�b:ñyö¯ì�c'ú�ó�ù�ó�òTñyþ3ù�ó*ú+û�ó�ô6��b:ñOíyþ3ì �

α = 0.1 d íbû�ñyôHó�i_z α = 0.2 d íyú¯ù�ó�ôHó�i_z�íOñyþ3ÿ+ó`ô3þ�÷�ù:÷�øL÷*þ3ì¯ú�ó
N = 642,M = 1280

Ø
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ö2ñ~ëû�ô-ñ¬ù¸ó�ê�ù¸õ¦ñ~óëûÏñÏù¸ë�êÒúñ~ëè%ì�í-ûÏé~ï
î-û�é¬î-ó��aò��è£ý+�#ï+��(%(�è�èñ~ë%î�ê�çóï-ô-ïÒì�é¬î-ó��aò��è£ý+����÷2êjõ¦ñ ÿ ö"��~ó�êÒö2èñ~ë%î-ï-õ çï�÷�ìPé��#ï-óï-é¬î-ñ~ò è í-ëñ�,�ëñ~òF.Ñçï ï
î-ëï�,�ñ~ëè�� � ÿ è#ö)�#ï-é¬î-è"2lëï-óõ�ê¿÷�ø+� �fî-í-ñ~ó
ö2ï-òé¬î-ñ~ë��#ñnö�÷�ì ó�ê
é~úñ¬î-ï-íý��#ï+�Öö+ê�ë�ê'�¬î�ê
çñlùÒê
õ¦û7�aê
ëè%ì (�ï-óõ¦èó��-ñ¬î-é¾ì ���aõ&�Ò÷�ì%î-èí-ë�ê�ì é¬î-ó��aò��aê �?� óèõ¦èëèõ�ê¿÷�ø-ëï-ò0�¸ö+ê¿÷�ñ~ëëï-é¬î-è ç��#ù¸ûÏó�ì ï
î!é¬î-ñ~ë��è=.
d = 1Rm

2����aõ&�Ò÷�ì%î-èí-ëûÏò ��(%(�ñ��%î�ó�ê�ù¸í-èí�ê
ñ¬î�þé¾ì|ë�ê
èô-ï�÷�ñ~ñ ìó��#ïý£ç��#ù¸ûÏóø�ó�ê
é~çï�÷2ê���ê
ñ¬î-é¾ìPö2ï-é¬î�ê�î-ï-úëïfô�÷�è%ù��#ï �Pî-í-ñ~ó
ö2ï-ò é¬î-ñ~ë��#ñ
ý�çóï-é�÷�ï-ò��aê
ÿ è#ö)�#ï-é¬î-è õ¦ñ ÿ ö"�Yç��#ù¸ûÏóñ~õNè\é¬î-ñ~ë��#ï-ò õ¦èëèõ�ê¿÷�ø-ë�ê �-� ï�÷?�aúè%î-øËëñ~ë��Ò÷�ñ~í-ûÏñ©�#ï+��(%(�è�èñ~ë%î-ûçóï-ô-ïÒìËé¬î-ó��aò��è��¸ö+ê
ñ¬î-é¾ì�î-ï�÷�ø+�#ï�ö�÷�ì��¬î-ï+�~ï ó�ê
é~é¬î-ïÒìëè%ìYç��#ù¸ûÏó�ì�ï
î é¬î-ñ~ë��è � °�ê��#é~èõ�ê¿÷�ø-ë�ê�ìí-ûÏé~ï
î�ê�é¬î-ó��aò��èbçï�÷?�aú�ê
ñ¬î-é¾ì ö�÷�ìÞé�÷?�aú�ê�ì

ε = π/4
ý
α = 0.2

ý%ï-ë�ê�é~ï-é¬î�ê
í�÷�ìñ¬î
0.72Rm

ýçóèB�¬î-ï-õö2ï-é¬î-è���ê
ñ¬î-é¾ìfèbë�ê
èô-ï�÷�ø�, ê�ìVö�÷�èë�ê�çóï-ô-ïÒìÞé¬î-ó��aò��è
JpLj = 0.58Rm � °�ê��#é~èõ�ê¿÷�ø-ëï-ñrù¸ë�êÒúñ~ëèñé��#ï-óï-é¬î-è�é¬î-ó��aò��èfçóè

α = 0.05
ó�ê
í-ë%ìñ¬î-é¾ì

163.6
√

∆p/ρ �
5 ÷�ì ö2í���ü��aê
í-è%î�ê�èï-ëëû�üYç��#ù¸ûÏóñ~òYè ö2í���ü�çï~ö2í-ï~ö2ëû�ü�í
ù¸óûÏí-ï-í çï�÷?�aúñ~ëû õ�ê��#é~èõ�ê¿÷�ø�þëûÏñ ù¸ë�êÒúñ~ëè%ì|é��#ï-óï-é¬î-èfö2í-è ÿ ñ~ëè%ì í-ñ~ó�,�èëû=é¬î-ó��aò��è � °�ê��#é~èõ�ê¿÷�ø-ëûÏò ó�êÒö2è��-éC�aê
í-è%î�ê�èï-ëaþëû�ü\ç��#ù¸ûÏóñ~ò é~ï-é¬î�ê
í-èa÷

1.27
è

10
õ¦õ �8Î óï-õ¦ñbî-ï+�~ïý.èé~é�÷�ñÂö2ï-í�ê¿÷�èé~øËç��#ù¸ûÏóè£ýdï-ô-ó�ê�ù����nð�èñ~é¾ìçóè�í-ûÏô-óï-é~ñiçóï~ö"���%î-ï-í ö2ñ¬î-ï-ë�ê�èèfíVé�÷?�aú�ê
ñ!çï~ö2í-ï~ö2ëï+�~ïÝí
ù¸óûÏí�ê � G���� �"® ê
é~é~õ�ê�î-óèí�ê¿÷�èé~øÜç���þù¸ûÏóøý"(�ï-óõ¦èó����nð�èòé¾ìfçóè�í
ù¸óûÏí-ñiçï~ö2í-ï~ö2ëï-ò�õ¦èëû � G¯��� ý�ê î�ê�� ÿ ñ!ç��#ù¸ûÏóøý�õ�ê��#é~èõ�ê¿÷�ø-ëûÏòó�êÒö2è��-é �#ï
î-ï-óï+�~ïPé~ï-é¬î�ê
í�÷�ìñ¬î

115
õÏý�ï-ô-ó�ê�ù����nð�èòé¾ì�çóèËí
ù¸óûÏí-ñÝì#ö2ñ~óëï+�~ïfùÒê
ó�ì#ö+ê�° > è��~í�ê
õZ±õ¦ï
ð�ëï-é¬î-ø+�

30
�%î¡� G+GH� ��® ê
é~úñ¬î-ûNçï+�aê�ùÒê¿÷�è£ý�ú%î-ïPé��#ï-óï-é¬î-øÞö2í-è ÿ ñ~ëè%ì é¬î-ó��aò��è�í�ç��#ù¸ûÏóñ í-é~ñ�þ�Öö+ê¡�#ï-ëñ~úë�ê%ýdõ�ê��#é~èõ�ê¿÷�ø-ë�ê�ì ô-ñ¬ù¸ó�ê�ù¸õ¦ñ~óë�ê�ì(é��#ï-óï-é¬î-ø�é¬î-ó��aò��è é~ï-é¬î�ê
í�÷�ìñ¬î

16.26
√

∆p/ρ
ý�è£ý

�aê��Pí-è#ö2ëï è%ù çóèí-ñÂö2ñ~ëëû�üÂ�~ó�ê�(�è��#ï-í é��#ï-óï-é¬î-ñ~ò|é¬î-ó��aò��èF.Ñé~õ � óèé � �+��è¡� £ 2�ý�ù¸ë�êÒúñ~ëèñ�é��#ï�þóï-é¬î-è£ý�ö2ï-é¬î-è��~ë��aí|ï-çóñÂö2ñ�÷�ñ~ëëï-òYí-ñ�÷�èúèëûrý¦ô-ï�÷�ø�,�ñÜëñ ó�ê
é¬î-ñ¬î � ²�ó�ê�(�è���é��#ï-óï-é¬î-è�ï-ô-ó�ê�ù��-ñ¬î°Áçï�÷"����±Âý-ùÒê�èé��a÷"�lúñ~ëèñ~õËé�÷?�aú�ê
ñ~íý:�#ï+�Öö+êió�ê�ù¸ó��:,�ñ~ëèñjó�ê
é~úñ¬î�êiçóï-èé�ü�ï~ö2è%î ë�ê�ó�ê
ëëèaü0�¬î�ê
ç�ê¿ü

ëTì:íÒØ:îqk#Ø�w?ó�ô3ì:íyì:òT÷3íyþ6�*ô6��íO÷�þ6�Âÿ��+ò���û:ý+þ3ì¯ô3ö:÷^c1íyþ3ù���c¯ÿ¯ì%÷�þ7ô3ù:ñOòTñyö¯ì d d = 1.0Rm, ε = π/4
i$�¯û:ý�ù�ó�õyû:ì�b-Î

ö��&ð$õOö�ó�b:ñyö¯ì�c0ÿ�÷^ X]7ì�u¯ì:ñyö¯þ�ó%ú+û�ó�ô6��b:ñOíyþ3ì �
α = 0.025, 0.05, 0.1, 0.2 d ÿ¯ù¯ì¯ô6��ñ�e)g�¯�íO÷3÷�þ3ô�ñyþ�íyþ3ô�ñyö¯ö:÷ji�Ø

ëTì:íÒØ�îXr-Ø^w?ó�ô3ì:íyì:òT÷3íyþ6�7íyÿ�÷�ù:÷3íyþ3ì\ô�ñyù�p�ì¯ö��Díyþ3ù���c¯ÿ¯ì�÷�þ8ô3ù:ñOòTñyö¯ì d d = 1.0Rm, ε = 3π/4
iW�¯û:ý`ù�ó�õyû:ì�b¯ö��&ð

õOö�ó�b:ñyö¯ì�c0ÿ�÷^ X]7ì�u¯ì:ñyö¯þ�ó%ú+û�ó�ô6��b:ñOíyþ3ì �
α = 0.025, 0.05, 0.1, 0.2 d ÿ¯ù¯ì¯ô6��ñfe)g�¯�íO÷3÷�þ3ô�ñyþ�íyþ3ô�ñyö¯ö:÷ji�Ø
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t = 1.398 t = 2.237

t = 2.431
ú���þ3ì3b�ó�íyþ3ì�u

ëTì:íÒØ6îX�-Ø�²�ô�÷�û�§Uu¯ì¯ý ú���õ���ùHý ÷�ÿ�÷�û�÷@ú¯ùHý¯òT÷�øL÷³��ø^û�ó1z¦÷6n�ù�ó�õL÷�ôHó�ö¯ö:÷�øL÷³�:ô6�+òEýBþ3ô�ñyù�����òEì©íyþ�ñyö¯ÿ+ó�òEì �
α =

0.2, β = 100
z�íOñyþ3ÿ+ó�ú:ñyù¯ô�÷�øL÷%þ3ì¯ú�ó

N = 786,M = 1568
Ø

ó�ê�ù¸í-è%î-è%ì é¬î-ó��aò��è ùÒêÒö2ï�÷"�~ïÜö2ïbõ¦ï-õ¦ñ~ë%î�êbñ~ñ0�aê
é¸ê
ëè%ì çóï
î-èí-ï-çï�÷�ï ÿ ëï-ò|é¬î-ñ~ë��è ç��#ù¸ûÏó�ì � #.î�êï-é~ï-ô-ñ~ëëï-é¬î-øVçï-í-ñÂö2ñ~ëè%ìbé¬î-ó��aò��è�í-ûdìí�÷�ñ~ë�ê çóèÞèé~é�÷�ñÂö2ï-í�ê
ëèè�ï-é~ñ~é~èõ¦õ¦ñ¬î-óèúëï-òfõ¦ï~ö2ñ�÷�èÞç���þù¸ûÏó�ì è çï~ö2óï-ô-ëï�ï-çèé¸ê
ë�ê�íbó�ê
ô-ï
î-ñD� GH� �s� é�÷�è ëñ¬îfï-é~ñ~í-ï-ò é~èõ¦õ¦ñ¬î-óèè î-ñ~úñ~ëè%ì£ý6�¬î-ï�ìí�÷�ñ~ëèñî�ê�� ÿ ñnèõ¦ñ~ñ¬î!õ¦ñ~é¬î-ï � °�ê��#é~èõ�ê¿÷�ø-ë�ê�ìÝé��#ï-óï-é¬î-ø!é¬î-ó��aò��è/�aê
í-è%î�ê�èï-ëëï+�~ï!ç��#ù¸ûÏó�ìÜëñÍçóñ~í-û-, ê¿þñ¬î ��+�õµ´�é �
A ê��èõfï-ô-ó�ê�ù¸ï-õÏýÒñ¬ð�ñdó�ê�ù�çï~ö�î-í-ñ~ó ÿ ö+ê
ñ¬î-é¾ì�çóñÂö2çï�÷�ï ÿ ñ~ëèñ
ý�ú%î-ïjé¬î-ó��aò��aêjï~ö2èëï-úëï+�~ï��aê
í-èaþî�ê�èï-ëëï+�~ïÝç��#ù¸ûÏó�ìPëñié~çï-é~ï-ô-ë�ê�çóèúèëè%î-ø@�aóï-ë�é¬î-ñ~ë��#ñ �E� óè�í
ù¸óûÏí-ñiõ¦èëû õ�ê��#é~èõ�ê¿÷�ø-ë�ê�ìé��#ï-óï-é¬î-ø�ö2í-è ÿ ñ~ëè%ì é¬î-ó��aò��è�é~ï-é¬î�ê
í�÷�ìñ¬î 205.4

õµ´�é �6� óè ì#ö2ñ~óëï-õ í
ù¸óûÏí-ñÜé��#ï-óï-é¬î-ø�ö2í-è ÿ ñ�þëè%ì í-ñ~ó�,�èëûNé¬î-ó��aò��è�èõ¦ñ~ñ¬î çï-ó�ì#ö2ï+� é��#ï-óï-é¬î-èËù¸í����aêfífí-ï~ö2ñ
ý�ü�ï
îÒì�è ëñÝçóñ~í-û-, ê
ñ¬î|ñ~ñ
ý�èö2ï-é¬î-è���ê
ñ¬î
1086.7

õµ´�é � > óñ~õ�ì0�~í-ï�÷"��èè ö�÷�ìVó�ê�ù¸ëû�ü�î-èçï-íiç��#ù¸ûÏóñ~òÜé��#ð�ñ~é¬î-í-ñ~ëëï�í�ê
óø-èó��-ñ¬î�þé¾ì ��A ê��£ý
ö�÷�ì/�aê
í-è%î�ê�èï-ëëû�ü ç��#ù¸ûÏóñ~òÞçñ~óí-ï+�~ï!î-èç�ê�í-óñ~õ�ìÜèaüÝé��#ð�ñ~é¬î-í-ï-í�ê
ëè%ìÞé~ï-é¬î�ê
í�÷�ìñ¬î�ï
î
0.00021

ö2ï
0.00023

é
ý#ö�÷�ìB�aê
í-è%î�ê�èï-ëëû�ü�ç��#ù¸ûÏóñ~òfí
î-ï-óï+�~ï�î-èç�ê³	
0.00167 ����� 0.00182

é
ý�ö�÷�ìç��#ù¸ûÏó�ì£ý�ï-ô-ó�ê�ù����nð�ñ��~ï-é¾ì�çóèbí
ù¸óûÏí-ñ�õ¦èëûrý�	
0.4 ����� 0.445

é
ý�çóèbí
ù¸óûÏí-ñrì#ö2ñ~óëï+�~ï�ùÒê
ó�ì#ö+ê$	
3.61 ����� 4 é �
¶ Ö × <· Ú âÏäÞåÞâ

5 ê
ëë�ê�ìió�ê
ô-ï
î�ênçï-é~í
ì%ð�ñ~ë�êlèé~é�÷�ñÂö2ï-í�ê
ëè��Ëö2èë�ê
õ¦è��è!ï~ö2èëï-úëï+�~ïjç�ê
óï+��ê�ù¸ï-í-ï+�~ïnç��#ù¸ûÏó�ì ínè#ö2ñ�þê¿÷�ø-ëï-òÞëñ~é ÿ èõ�ê
ñ~õ¦ï-òbí-ñ~é~ï-õ¦ï-ò ÿ è#ö)�#ï-é¬î-è�ô-ñ¬ù%�aúñ¬î�êVçï-í-ñ~ó-ü%ëï-é¬î-ëï+�~ïÝë�ê�îÒì ÿ ñ~ëè%ì � > �aêÒúñ~é¬î-í-ñèëé¬î-ó��aõ¦ñ~ë%î�êrúèé�÷�ñ~ëëï+�~ïjèé~é�÷�ñÂö2ï-í�ê
ëè%ì�èé~çï�÷�ø
ù��-ñ¬î-é¾ì�õ¦ñ¬î-ï~ö0�~ó�ê
ëèúëû�ü$��÷�ñ~õ¦ñ~ë%î-ï-írë�êÍï-é~ëï-í-ñ
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î-óñ¬î-ø-ñ~ò=(�ï-óõ&�Ò÷�û�²�óèë�ê �E® ñ¸ê¿÷�è%ù¸ï-í�ê
ëû ö2í�êÜõ¦ñ¬î-ï~ö+ê çï-é¬î-óï-ñ~ëè%ì çï-í-ñ~ó-ü%ëï-é¬î-ëû�ü é~ñ¬î-ï+�£ý£çóèí-ûÏúèé�÷�ñ~ëèèfóñ����Ò÷�ìóëû�üfè�é~èë����Ò÷�ìóëû�üfèë%î-ñ��~ó�ê¿÷�ø-ëû�üD�#ï+��(%(�è�èñ~ë%î-ï-í èé~çï�÷�ø
ù��-ñ¬î-é¾ìPñÂö2èaþëûÏò�çï~ö�ü�ï~ö@	=í-ë��#î-óñ~ëëèñnèë%î-ñ��~ó�ê¿÷�û\ë�ê¿ü�ï~ö�ì%î-é¾ìÝê
ë�ê¿÷�è%î-èúñ~é��è£ý#çï-é�÷�ñÍúñ��~ïlö�÷�ì�í-ûÏúèé�÷�ñ~ëè%ìí-ëñ�,�ëèaübèé~çï�÷�ø
ù����nî-é¾ìD�í�êÒö2ó�ê�î��aóëûÏñ'(�ï-óõ&�Ò÷�û ²%ê��-é~é¸ê �
5 ÷�ìÝóñ�,�ñ~ëè%ìÜóñ¬ù��Ò÷�øÒî-èó����nð�ñ~òbé~èé¬î-ñ~õ¦û ÷�èëñ~òëû�ü@�aó�ê
í-ëñ~ëèòÜèé~çï�÷�ø
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î-é�÷�ñ ÿ èí�ê
ñ¬î-é¾ì�ç��#î-ñ~õÝ�#ï-ë%î-óï�÷�ì ùÒê�é~ï¸ü%ó�ê
ëñ~ëèñ~õFçï�÷�ëï-ò
�~ëñ~ó��~èè � �=çï-õ¦ï
ð�ø+�Qï-çèé¸ê
ëëï+�~ïúèé�÷�ñ~ëëï+�~ïiõ¦ñ¬î-ï~ö+êrçóï-í-ñÂö2ñ~ëïiõ¦ï~ö2ñ�÷�èóï-í�ê
ëèñÏç��Ò÷�ø-é¸ê�èò�é�(�ñ~óèúñ~é��èÝé~èõ¦õ¦ñ¬î-óèúëï+�~ï!ç��#ù¸û�þó�ìPíÞô-ñ¬ù��~ó�ê
ëèúëï-ò ÿ è#ö)�#ï-é¬î-è|ô-ñ¬ù$�aúñ¬î�êÜö2ñ~òé¬î-í-è%ì é~èa÷|îÒì ÿ ñ~é¬î-è ��� ï-é��#ï�÷�ø+���Þö+ê
ëë�ê�ìPõ¦ï~ö2ñ�÷�øëñ�çóñÂö"�-é~õ�ê�î-óèí�ê
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î-ñ~óø\�~ëñ~ó��~èè£ý
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ì%ù¬þ�#ï-é¬î-ø � > çóï+ñ~é~é~ñlúèé�÷�ñ~ëëï+�~ï!õ¦ï~ö2ñ�÷�èóï-í�ê
ëè%ì0�¸ö+ê¿÷�ï-é~ø!çï�÷?�aúè%î-ø!ï
îrö2í���ü�ö2ï!ç%ì%î-èÝëñ~çï�÷�ëû�üç��Ò÷�ø-é¸ê�èò í�ùÒê
í-èé~èõ¦ï-é¬î-èÞï
î�ù¸ë�êÒúñ~ëè%ìÞç�ê
ó�ê
õ¦ñ¬î-ó�ê$��ê�ù¸ï-é~ï~ö2ñ~ó ÿ ê
ëè%ì � °bèëèõ�ê¿÷�ø-ëûÏñró�êÒö2è��-é~ûç��#ù¸ûÏó�ì£ý�çï�÷?�aúñ~ëëûÏñ�çóèÞúèé�÷�ñ~ëëï-õ�õ¦ï~ö2ñ�÷�èóï-í�ê
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ë�ê¿÷�è%î-èúñ~é��èõ\ï+ñ~ëaþ

�aê
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ëè�û �
Î óï-õ¦ñ.î-ï+�~ïý�ó�ê
é~é~õ�ê�î-óèí�ê¿÷2ê
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ö2û�ü é¬î-ñ�þëï+� � ²�÷2ê
í-ëï-ò ùÒêÒö+êÒúñ~òbó�ê
ô-ï
î-û ô-û�÷�ïVèé~é�÷�ñÂö2ï-í�ê�î-øVî�ê��èñrü#ê
ó�ê��%î-ñ~óèé¬î-è��èPé¬î-ó��aè£ý)�aê��Þí-ûÏé~ï
î�ê%ýé��#ï-óï-é¬î-ø�è\ë�ê
çó�ê
í�÷�ñ~ëèñPó�ê�ù¸í-è%î-è%ì � > í-ñÂö2ñ~ëi�#ï+��(%(�è�èñ~ë%î�çóï-ô-ïÒì\é¬î-ó��aò��è£ýÏçï
ù¸í-ï�÷�ì��nð�èò�#î-ï-úëè%î-øbé~ï-ï
î-ëï�,�ñ~ëèñ
ý�çóèí-ñÂö2ñ~ëëï-ñ í ó�ê
ô-ï
î-ñ ����� �E� ï�÷�ï ÿ è%î-ñ�÷�ø-ëûÏñ³�#ï+��(%(�è�èñ~ë%î-ûáçóï-ô-ïÒì�¸ö+ê¿÷�ï-é~øfçï�÷?�aúè%î-ø�ö�÷�ì õ¦èëèõ�ê¿÷�ø-ëï+�~ïPó�ê
é~é¬î-ïÒìëè%ìËç��#ù¸ûÏó�ì�ï
îPé¬î-ñ~ë��è
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