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∫
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Q � ó#â
ã-â-Þ�à³ê�é�æñwñwä¨ã-Þæûë�à Q
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∫
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[
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V (ζ)Rε(z, ζ) · |dζ|,

úÒè2ä
z = x + iy

� ã-â-ûóÌàòë�à
á³ì�í.è2ä�ëæ%ê � ζ � ã-â-ûóÌà�æë%ã-ä�ú�ÞæÞâ-ç�à
ëæ%ê��µ�ÄÞæÅ�¨ã-â-ñ
r1 =

∣

∣z − ζ
∣

∣ , r2 = |z − ζ| .
�ÄÞæ åÞä¯è2ä�ì��-ëâ-ñ åä�Þä�ü�â�è2ä@çÆ� " � � ó#â-úÒè+à ã-â-ûóÌà p(z)

ï-é¨ã-Þä�ñ�ì�êä¨ã-é±ê(ó�ã-â-ûó#ä
P (x(t), y(t))

ë�àú�Þ�à
ëæôä
L � æ � ï-é�ì�â-ç-æ%ê ëä�åÞâ
ã-ä�óÌà
ëæ%êÚåÞæÌü�â�è2æñbó�ï-é�ì�â-ç-æí

y1+ε

1 + ε
+

1 − 2ε

4π

∫

L

V (s)F ε(t, s) · |dζ| = 0,
� * �
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úÒè2ä.åâ³ì�â)�Ðä�ëæä�ã-â-ûóæ!æë%ã-ä�ú�ÞæÞâ-ç�à
ëæ%ê
ζ = x(s)+iy(s)

â-åÞä¯è2ä�ì�êä¨ã-é±ê�ç-ä�ì�æûæëâ-ÿ�å�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þ�à
s �æjé.æé�åâ³ì�� � â-ç�à
ëæä�ñ�è2â-åâ³ì�ëæ%ã-ä�ì��-ëâ-ú�âpï-é�ì�â-ç-æ%ê!é�æñwñwä¨ã-Þææ�ã-ä�ûä�ëæ%ê�â
ã-ëâ-é�æ%ã-ä�ì��-ëâuç-ä�Þ%ã-æóÌàÏì�æ �åÞâÃü�â�è�ê%ð�ä�ÿÚûä�Þä � ñwæ#è2ä�ì��òóÌà
ç-ä�Þëî � åâ³ì�ïÌû�à
ä�ñ

F ε(s, t) = Rε [x(t), y(t), x(s), y(s)] + Rε [x(t), y(t), x0 − x(s), y(s)] .

Ýwè2â³ì�� � à è+à
ëëâ-ÿ ú�Þ�à
ëæôî DA
â-åÞä¯è2ä�ì�æñ ëä�ó#â
ã-â-Þîfñ�â-á-Þ�à � â-ñ � à
ç-æé�æñwâ-é¨ã��·è�ì�æëî�è�ïÌú�æ l

â
ãå�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þ�à
s
�

l = l(s),
� ≤ Ç ≤ ö

.Ýwè2â³ì��Úâ-á-Þ�à � ïÌípð�ä�ÿ�óÌà
ç-ä�Þëî]åâ³ì2à
ú�à
ä�ñ � à è+à
ëëâ-ÿ � à
ç-æé�æñwâ-é¨ã��@åÞâ�è2â³ì��-ëâ-ÿ ó#â-â-Þ
è2æë�à³ã-î â
ãè2Þ%ïÌú�â-ú�âòç-é�åâ-ñwâ-ú�à³ã-ä�ì��-ëâ-ú�â å�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þ�à
s
�

x = x(s), 0 ≤ s ≤ π.

��â-úÒè+àÐæé�ü�â�è2ëîfä!é�â-â
ã-ëâ���ä�ëæ%êÈ� * ��åÞæñ|ï#ã é�ì�ä¯è�ïÌípð�æÿÚç-æ#èÉ�

y1+ε

1 + ε
+

1 − 2ε

4π





1
∫

0

V (s)F ε(s, t)
dl

ds
ds +

√
1 + σ

π
∫

0

F ε(s, t)
√

x2
s + y2

sds



 = 0.
� � �

�ÄÞæÅ�¨ã-â-ñ ûæé�ì�âòóÌà
ç-æ%ã³à
ôææ
σ
ç-ç-ä¯è2ä�ëâòâ-á-îfûëîfñ â-á-Þ�à � â-ñ!�

σ =
2(P∞ − Pk)

ρV 2
∞

=
V 2

0

V 2
∞

− 1,

úÒè2ä
P∞ − Pk

� Þ�à � ëâ-é¨ã�� è+à
ç³ì�ä�ëæÿ ç@ëä�ç-â � ñ|ï#ð�ä�ëëâ-ñYåâ
ã-â-ó#äþæ\ç@óÌà
ç-ä�Þëä � ρ � åÌì�â
ã-ëâ-é¨ã��
� æ#è2ó#â-é¨ã-æ��
�ÁÞä�á-â-ç�à
ëæä�ç-îfåâ³ì�ëä�ëæ%êIé�â-â
ã-ëâ���ä�ëæ%êa� � ��ë�à è2ç
ï�üaïÌû�à
é¨ã-óÌàÏü×ú�Þ�à
ëæôîÊ�

L1 = DA
æ

L2 = AB
�!åÞæç-â�è2æ%ã ó�é�æé¨ã-ä�ñwäýè2ç
ï�üÈ�ÄïÌëóôæâ-ë�àÏì��-ëî�ü ïÌÞ�à
ç-ëä�ëæÿ\è�ì�ê�ë�àÏü�â)�Ðè2ä�ëæ%ê � à
ç-æ
	é�æñwâ-é¨ã-æ
V = V (s)

ë�à�óÌà
ç-æ%ã³à³ã-â-Þä�æË�ÄïÌëóôææ
y = y(s),

â-åæé�îfç�à
ípð�ä�ÿ�ç-ñwä�é¨ã-äþé � à è+à
ëëâ-ÿ
� à
ç-æé�æñwâ-é¨ã��-í x = x(s)

�·â-Þñ|ïþâ-á-Þ�à � ïÌípð�ä�ÿ�óÌà
ç-ä�Þëî7ç�å�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þæûä�é�ó#â-ñ>ç-æ#è2ä���jì�êþà
ë�àÏì�æ � à!â-é�â-á-ä�ëëâ-é¨ã-ä�ÿþÞä���ä�ëæ%ê � à è+à ûæ � ç-îfá-â-Þ�à � à
ç-æé�æñwâ-é¨ã-ä�ÿ l = l(s) � x = x(s) � åä#	Þä�ñwä�ëëî�ü à
ååÞâ-ó#é�æñ�à
ôææ æé�ó#â-ñwî�ü²�ÄïÌëóôæÿ � àuã³à
ó��Ðä�è�ì�êòâ-ôä�ëóæ�ã-â-ûëâ-é¨ã-æ åÞä¯è�ì2à
ú�à
ä�ñwâ-ú�âûæé�ì�ä�ëëâ-ú�â^ñwä¨ã-â�è+à@Þä���ä�ëæ%ê�ç-îfåæ���ä�ñaã-â-ûëâ-äþÞä���ä�ëæäþåÌì�â-é�ó#â-ÿ � à è+à ûæ âÚóÌà
ç-æ%ã³à
ôæâ-ëëâ-ñâ-á
ã-ä�óÌà
ëææþóÌì�æë�à!åâ�é�ü�ä�ñwäÌ�|êá
ïU��æëé�ó#â-ú�â+�¶��ä���ä�ëæäÌ�¨ã-â-ÿ � à è+à ûæýç-îfé¨ã-Þ�à
æç�à
ä¨ã-é±ê�égåâ-ñwâ
ðÍ�-íóÌì2à
é�é�æûä�é�ó#â-ú�âýñwä¨ã-â�è+à�Þä���ä�ëæ%ê � à è+à û�ã³à
ó#â-ú�âòã-æå�à � é�ñ!� � ë�à
åÞæñwä�Þ � õ �Ïù �#�
Î�yÐÏl{q� Û { ØÒÑ�Ø!ÓOØfÛ�Ü�Ø ��� Ù �@� ÜÕÔ�Ön×FØnÓOÜ�Û } � {qÙÚ{ ÙÅÛÅÖÜ��Û�Ü�Û �
� æñwñwä¨ã-Þæûë%ïÌí û�à
é¨ã���â-á³ì2à
é¨ã-æ>ã-ä�ûä�ëæ%ê(ç ç-ä�Þ-ü%ëä�ÿ(åâ³ì�ïÌåÌì�â-é�ó#â-é¨ã-æ

z = x + iy
â
ã-â-á-Þ�à � æñó#â-ë+�·â-Þñwëâ�ë�àÐä¯è2æëæûëîfÿ�åâ³ì�ïÌóÞ%ïÌú

Γζ
ç�åÌì�â-é�ó#â-é¨ã-æ�ç-é�åâ-ñwâ-ú�à³ã-ä�ì��-ëâ-ú�âòó#â-ñwåÌì�ä�ó#é�ëâ-ú�â åä�Þä#	ñwä�ëëâ-ú�â

ζ
éÐé�â-â
ã-ç-ä¨ã-é¨ã-ç-æä�ñ7ã-â-ûä�ó � ïÌóÌà � à
ëëîfñ ë�àþÞæé�� ö ��ÝaÞä � ï ì�� ã³à³ã-ä ó#â-ë+�·â-Þñwëâ-ú�â�â
ã-â-á'	Þ�à'�Ðä�ëæ%ê�â-á³ì2à
é¨ã-æ�æ � ñwä�ëä�ëæ%ê�ó#â-ñwåÌì�ä�ó#é�ëâ-ú�â åâ
ã-ä�ëôæ�àÏì2àòë�à Γζ

åâ³ì�ïÌûæñ
dW

dζ
= NV0

1 − ζ

((ζ + c)(1 + cζ))3/2
,

� Z �

úÒè2ä
N
�9æé�ó#â-ñ�à³êßç-ä¨ð�ä�é¨ã-ç-ä�ëë�à³ê åâ-é¨ã-â êëë�à³ê � V0

�9ç-ä�ì�æûæë�à é�ó#â-Þâ-é¨ã-æ\çÏè2â³ì�� ú�Þ�à
ëæôî óÌà4	ç-ä�ÞëîÌ�
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ÝÄâ-ñwåÌì�ä�ó#é�ë�à³ê�é�ó#â-Þâ-é¨ã��òã-ä�ûä�ëæ%ê�æñwä�ä¨ã é�ì�ä¯è�ïÌípð�æÿÚç-æ#èÉ�
1

V0

dW

dz
= e−iαπζα.

� w �

� â-ú�ì2à
é�ëâÅ�·â-Þñ|ï ì2à
ñÞ� Z � � � w �pé�â-â
ã-ç-ä¨ã-é¨ã-ç-æä ñwä��Ðè�ï��·æ � æûä�é�ó#â-ÿßæ^å�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þæûä�é�ó#â-ÿßåÌì�â-é�ó#â'	é¨ã êñwæ ï-é¨ã³à
ë�à
ç³ì�æç�à
ä¨ã��ÄïÌëóôæ%ê

z(ζ) = Neiαπ

ζ
∫

1

1 − ζ

((ζ + c)(1 + cζ))3/2

dζ

ζα
+ iR.

� ö �¤�

�ÄÞæñwä�ëä�ëæäÍ�·â-Þñ|ï ì�îß� w �.è�ì�ê�á-ä�é�ó#â-ëä�ûëâ ïÃè+àÏì�ä�ëëâ-ÿ�ã-â-ûóæ C
åÞæ

ζ = c
åÞæç-â�è2æ%ãýó�é�â-â
ã'	ëâ���ä�ëæí

V∞

V0
= cα,ó#â
ã-â-Þâ-ä·åâ � ç-â³ì�êä¨ã ç-îfÞ�à � æ%ã�� å�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þ ûä�Þä � ûæé�ì�âòóÌà
ç-æ%ã³à
ôææ�æ�ïÌú�â³ìÚÞ�à
é¨ã-ç-â-Þ�à�óÌì�æë�à��

c = (1 + σ)−1/(2α).
� ö-ö �

Ã � �·â-Þñ|ï ì�� w �|æà� ö �¤�wåÞæ ζ = t
åâ³ì�ïÌûæñ � à
ó#â-ëýÞ�à
é�åÞä¯è2ä�ì�ä�ëæ%êþé�ó#â-Þâ-é¨ã-æþçÏè2â³ì��jâ-á-Þ�à � ïÌípð�ä�ÿóÌì�æë�à�ç�å�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þæûä�é�ó#â-ñ>ç-æ#è2ä

V (t) =
√

1 + σ tα,

l(t) = N

t
∫

0

1 − ξ

((ξ + c)(1 + cξ))3/2

dξ

ξα
, 0 ≤ t ≤ 1.

� ö ���
� â-ú�ì2à
é�ëâ�� ö �¤��å�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þæûä�é�ó#â-ä!ïÌÞ�à
ç-ëä�ëæäjú�Þ�à
ëæôî óÌà
ç-ä�Þëî7åÞæ

ς = eis æñwä�ä¨ã ç-æ#è

x(s) = N
s
∫

0

g(s) cosα(π − s)ds,

y(s) = R + N
s
∫

0

g(s) sinα(π − s)ds, 0 ≤ s ≤ π,

� ö ø �

úÒè2ä

g(s) =
2 sin

s

2
(1 + 2c · cos s + c2)3/2

.

� ì�ïÌû�à
ÿjé�â-ç-å�à è2ä�ëæ%ê·ã-â-ûä�ó
B
æ

C
�
c = 1)

é�â-â
ã-ç-ä¨ã-é¨ã-ç
ï-ä¨ã � à è+à ûäwóÌà
ç-æ%ã³à
ôæâ-ëëâ-ú�âgâ-á
ã-ä�óÌà
ëæ%êóÌì�æë�à�åâ�é�ü�ä�ñwäÍÝÄæÞ-ü%ú�â��jà
(σ = 0)

�
á ��$%	��câ��2�-��ã��#�����2�-��#&ÚäÁgã-ñwä¨ã-æñ ã-ä�åä�Þ+�Ðëä�ó#â
ã-â-Þîfägü#à
Þ�à
ó%ã-ä�ÞëîfäÄâ-é�â-á-ä�ëëâ-é¨ã-æþåâ-ç-ä¯è2ä#	ëæ%ê�Þä���ä�ëæ%ê��+�jì�ê�é�ó#â-Þâ-é¨ã-æÚåÌì�â-é�ó#â-ú�â ã-ä�ûä�ëæ%êÚóÌà
óÚåÞæ�á-ä � â
ã-Þîfç-ëâ-ñ � ã³à
óÚæ�åÞæ�óÌà
ç-æ%ã³à
ôæ
	â-ëëâ-ñ�â-á
ã-ä�óÌà
ëææ�çòâ-óÞä�é¨ã-ëâ-é¨ã-æ�ã-â-ûóæ â-é¨ã³à
ëâ-ç-óæ

V =

∣

∣

∣

∣

dw

dz

∣

∣

∣

∣

≈ Clp, p =
α

1 − α
.

�jì�ê óÞæç-â³ì�æëä�ÿëâ-ÿßú�Þ�à
ëæôî×ïÌú�â³ì
απ

Þ�à
ç-ä�ë ïÌú�ì�ï ñwä��Ðè�ï@â-éO�-í]é�æñwñwä¨ã-Þææ æ óÌà
éÃà³ã-ä�ì��-ëâ-ÿóbåÞä�å%ê%ã-é¨ã-ç-æí ç ã-â-ûó#ä@â-é¨ã³à
ëâ-ç-óæ����Ðà
ëë�à³êå�·â-Þñ|ï ì2àßé�ì�ä¯è�ï-ä¨ã�ã³à
ó��Ðä�æ � �·â-Þñ|ï ì>ã-â-ûëâ-ú�âÞä���ä�ëæ%ê � à è+à ûæ �|êá
ïU��æëé�ó#â-ú�â�è�ì�ê�óÌì�æë�à��



[ \&]!^:_a`cbdNeFfhgieFjlkmfFen]/\i`cbd&oqp�eFjlkar/bdNs�eF\ieFfFtvuOuOu �
ø

Ã � ç-ä�é¨ã-ëâ õ �Ïù � û%ã-âuóÞæç-æ � ë�àgé�ç-â-á-â�è2ëâ-ÿ!ú�Þ�à
ëæôî çpã-â-ûó#äJ�·æó#é�æÞâ-ç�à
ëëâ-ú�âuâ
ã-Þîfç�àpâ-á-Þ�à³ðÐà4	ä¨ã-é±ê�çgá-ä�é�ó#â-ëä�ûëâ-é¨ã�� � ä�é�ì�æ�â-ë�àpëä.é�â-ç-å�à è+à
ä¨ãué�ã-â-ûó#â-ÿ�ú�ì2à è2ó#â-ú�âuâ
ã-Þîfç�à�� � â-ú�ì2à
é�ëâN�·â-Þñ|ï ì2à
ñ� w � � � ö �¤��åâ³ì�ïÌûæñ é�ì�ä¯è�ïÌípð�ä�ä�ç-îfÞ�à'�Ðä�ëæägè�ì�ê�ï-é�ó#â-Þä�ëæ%ê��

dV

dl
=

αV0

N

[(

V
1

α + c
) (

1 + cV
1

α

)]

3

2

V
1

α
−2

(

1 − V
1

α

) , V =
V

V0

.

ÝÄÞæç-æ � ë�à�ú�Þ�à
ëæôî7óÌà
ç-ä�Þëî ç-îfÞ�à'��à
ä¨ã-é±ê �·â-Þñ|ï ì�â-ÿ

κ =
dϑ

dl
= − α

dl/ds
= − α

2N

(1 + 2c · cos s + c2)
3

2

sin
(s

2

) .

æÄà
Þ�à
ó%ã-ä�Þ åâ-ç-ä¯è2ä�ëæ%ê Þä���ä�ëæ%ê�ç�â-óÞä�é¨ã-ëâ-é¨ã-æ�ã-â-ûóæ â
ã-Þîfç�à�óÌà
ç-ä�Þëî á
ïÃè2ä¨ãòã-â
ã��ÐäÄæ�ç�åÞä#	è2ä�ì��-ëâ-ñ7é�ì�ïÌû�à
ä�ã-ä�ûä�ëæ%ê åÞæ
c = 0

�
σ = ∞) � ó#â
ã-â-Þâ-ñ|ï é�â-â
ã-ç-ä¨ã-é¨ã-ç
ï-ä¨ã á-ä�é�ó#â-ëä�ûë�à³ê@è�ì�æë�àåÌì2à
é¨ã-æëîß� é�ñ!��Þæé�� ö �#�+��â-úÒè+àÐåâ-é�ì�ä¯è2ëæäuè2ç-äF�·â-Þñ|ï ì�î åÞæâ-á-Þä¨ã³à
ípãýë�à
æá-â³ì�ä�ä·åÞâ-é¨ã-â-ÿ�ç-æ#è

dV

dl
=

αV0

N

V
1

2α
+2

1 − V
1

α

,

κ = − α

dl/ds
= − α

2N

1

sin
(s

2

) =
α

√

l(2 − l)
.

Ý åâ-é�ì�ä¯è2ëä�ÿÄ�·â-Þñ|ï ì�ä�ûä�Þä � l
â-á-â � ë�à ûä�ë�àÐè�ì�æë�à�è�ïÌú�æ � â
ã-ëä�é�ä�ëë�à³ê^ó�è�ì�æëäÐé�ç-â-á-â�è2ëâ-ÿÚú�Þ�à4	ëæôî

AB
�

�Äâ³ì�ïÌûä�ëëîfä&�·â-Þñ|ï ì�î�ï-é¨ã³à
ë�à
ç³ì�æç�à
ípã�åâ-Þ�ê#è2óæòâ-é�â-á-ä�ëëâ-é¨ã-ä�ÿòï-é�ó#â-Þä�ëæ%êýæòóÞæç-æ � ëîbâ-á'	Þ�à � ïÌípð�ä�ÿ\óÌà
ç-ä�Þëî ç�ã-â-ûóÌàÏül�·æó#é�æÞâ-ç�à
ëëâ-ú�â�â
ã-Þîfç�à óÌà
óßç åÌì�â-é�ó#â-ñ � ã³à
óßæßç â-é�ä�é�æñwñwä¨ã'	Þæûëâ-ñ é�ì�ïÌû�à
ä��Ý7â-é�ä�é�æñwñwä¨ã-Þæûëâ-ñ é�ì�ïÌû�à
ä � à
ç-æé�æñwâ-é¨ã�� p = p(α)
ë�àÏü�â�è2æ%ã-é±ê^çþÞä � ï ì�� ã³à³ã-ä�Þä���ä�ëæ%ê � à4	è+à ûæ âòé�æñwñwä¨ã-Þæûëâ-ñ>á-ä � â
ã-Þîfç-ëâ-ñbâ-á
ã-ä�óÌà
ëææ�åâ³ì�ïÌá-ä�é�ó#â-ëä�ûëâ-ú�âýó#â-ë%ï-éÃàòé·åÞ�êñwâ³ì�æëä�ÿëâ-ÿâ-á-Þ�à � ïÌípð�ä�ÿ�é.ïÌú�ì�â-ñ^åÞæÐç-ä�Þ���æëä 2απ

�'ÂÄæé�ì�ä�ëëîfä�è+à
ëëîfä � åÞæç-ä¯è2ä�ëëîfäfçuÞ�à
á-â
ã-ä õ w ù � åÞä¯è¶	é¨ã³à
ç-æñbç�ç-æ#è2ä·åÞæá³ì�æ��Ðä�ëëâ-ÿÅ�·â-Þñ|ï ì�î

p(α) =
α2

1 − α
(−10.355α3 + 17.285α2 − 12.208α + 5.077),

åâ-ú�Þä���ëâ-é¨ã���ó#â
ã-â-Þâ-ÿ^ñwä�ëä�ä���� ö � ç�è2æ�à
å�à � â-ëä�â
ã α = 1/12
�
30◦

åÞæ@ç-ä�Þ���æëä)�fè2â
α = 1/2� è2æé�ó��#�

ç $�Ä�#���; ��Uè��#�Ä�#�����Ð��ä+�jì�ê åâ-ç-î���ä�ëæ%êýú�ì2à è2ó#â-é¨ã-æ�åâ�è2îfë%ã-ä�ú�Þ�àÏì��-ëâ-ÿh�ÄïÌëóôææþç!æë%ã-ä#	ú�Þ�àÏì��-ëî�ü ïÌÞ�à
ç-ëä�ëæ%êÌüÆ� � �uåÞâ-æ � ç-ä¯è2ä�ñ � à
ñwä�ë%ï^åä�Þä�ñwä�ëëî�üµ��$·àþïÌû�à
é¨ã-ó#ä L1 � é�â-â
ã-ç-ä¨ã-é¨ã-ç
ïÌí�	ð�ä�ñ � à è+à
ëëâ-ÿ@ú�Þ�à
ëæôä�óÌà
ç-æ%ã³à³ã-â-Þ�à � � à
ç-æé�æñwâ-é¨ã��ýè�ì�æëî7è�ïÌú�æ^â
ã�å�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þ�àþç-ç-ä¯è2ä�ñ(é�ì�ä¯è�ï¤	ípð�æñ â-á-Þ�à � â-ñ!�
l(s) = l∗s

1

1+p

(

1 +
1 − s

1 + p

)

, 0 ≤ s ≤ 1,
� ö6" �

úÒè2ä
l∗ = l(1)

�Måâ³ì�ë�à³ê è�ì�æë�à�â-á
ã-ä�óÌà
ä�ñwâ-ÿþè�ïÌú�æ
L1
�Ágã-é�í.è+à

dl

ds
=

l∗(2 + p)

(1 + p)2

1 − s

s
p

1+p

.
� ö ���
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Ã � é�â-åâ-é¨ã³à
ç³ì�ä�ëæ%êl�·â-Þñ|ï ì�� ö ���gæé� ö ���gé�ì�ä¯è�ï-ä¨ã � û%ã-â�åâ-Þ�ê#è2óæ â-é�â-á-ä�ëëâ-é¨ã-æl�¨ã-æÌül�ÄïÌëóôæÿßçã-â-ûóÌàÏü�â-é¨ã³à
ëâ-ç-óæ��
s = 0

��æ�â
ã-Þîfç�à^óÌà
ç-ä�Þëîê�
s = 1

�!é�â-ç-å�à è+à
ípã4� � à
ñwä�ë�àë� ö6" �!åâ � ç-â³ì�êä¨ã
æ � á�à
ç-æ%ã��-é±ê�â
ã^â-é�â-á-ä�ëëâ-é¨ã-æ�åâ�è2îfë%ã-ä�ú�Þ�àÏì��-ëâ-ÿå�ÄïÌëóôææ V∗ = V (s)

dl

ds

ç@åä�Þç-â-ñYæë%ã-ä�ú�Þ�àÏì�ä
ïÌÞ�à
ç-ëä�ëæ%êË� � ��åÞæ

s = 0
�

�jì�êýóÌà
ç-æ%ã³à³ã-â-Þâ-çÐçÍ�·â-Þñwägç-ä�Þ%ã-æóÌàÏì��-ëâ-ÿþåÌì2à
é¨ã-æëî(æÌì�æòè2æé�óÌà!ç-ñwä�é¨ã-âÅ� ö6" ��æé�åâ³ì�� � ï-ä¨ã-é±ê
� à
ñwä�ë�à

l(s) =
l(2)

1 + π/4

[

(3 + s)
√

s

(1 + s)2 + arctan
√

s

]

,

ó#â
ã-â-Þ�à³ê åâ³ì�ïÌû�à
ä¨ã-é±êÚæ � �·â-Þñ|ï ì�îì� ö ø �.åÞæ α = 1/2
æ

c = 1
�Ýwè2â³ì��Ðé�ç-â-á-â�è2ëâ-ÿþú�Þ�à
ëæôî � à
ç-æé�æñwâ-é¨ã�� x = x(s)

â-åÞä¯è2ä�ì�æñ�åâ��·â-Þñ|ï ì�ä²� ö ø ��åÞæ
c = 0

�

x(s) =
Lk

2

s
∫

0

sin
s

2
cos α(π − s)ds

/ π
∫

0

sin
s

2
cos α(π − s)ds, 0 ≤ s ≤ π.

Ágã-é�í.è+àòç�Þä � ï ì�� ã³à³ã-ä�ç-îfûæé�ì�ä�ëæ%ê�æë%ã-ä�ú�Þ�àÏì�â-çÐè�ì�ê è2æé�óÌàòåâ³ì�ïÌûæñ�ïÌÞ�à
ç-ëä�ëæä

x(s) =
Lk

2π
(s − sin s), α = 1/2;

� ö * �

x(s) =
Lk

2

[

1 − (1 − 2α) cosA + (1 + 2α) cosB

2 cos απ

]

, α 6= 1/2,
� ö4� �

úÒè2ä
A =

(

1

2
+ α

)

s − απ � B =

(

1

2
− α

)

s + απ
�ÁÝ�îfá-ä�Þä�ñ åä�Þä�ñwä�ëëîfä à
ååÞâ-ó#é�æñ�à
ôææ

æé�ó#â-ñwî�ün�ÄïÌëóôæÿ ã³à
óæñ â-á-Þ�à � â-ñ � û%ã-â-á-î � à
ç-æé�æñwâ-é¨ã-æýæé�ó#â-ñwî�ü��ÄïÌëóôæÿýâ
ã��¨ã-æÌüýåä�Þä�ñwä�ë
	ëî�ü á-î�ì�æ�á³ì�æ � óæ�óþì�æëä�ÿëîfñÆ�ÄïÌëóôæ%êñ!�+Ý��¨ã-â-ñbé�ì�ïÌû�à
äjé¨ï#ð�ä�é¨ã-ç-ä�ëëâþïÌåÞâ
ðÐà
ä¨ã-é±ê � à è+à û�àåÞæá³ì�æ��Ðä�ëæ%ê��¨ã-æÌüÈ�ÄïÌëóôæÿ��wÝ×óÌà ûä�é¨ã-ç-ä�åä�Þä�ñwä�ëëâ-ÿ�à
ååÞâ-ó#é�æñ�à
ôææßè�ì�ê Þ�à
é�åÞä¯è2ä�ì�ä�ëæ%êé�ó#â-Þâ-é¨ã-æ�çÏè2â³ì���óÌà
ç-æ%ã³à³ã-â-Þ�àòæé�åâ³ì�� � ï-ä¨ã-é±ê@åä�Þä�ñwä�ëë�à³ê
q = s

p

1+p .
� ö Z �

ÃÄë%ã-ä�Þåâ³ì�êôæ%ê�æé�ó#â-ñwâ-ÿë�ÄïÌëóôææ
y = y(s)

çÏè2â³ì��@é�ç-â-á-â�è2ëâ-ÿ�ú�Þ�à
ëæôîMâ-é¨ï#ð�ä�é¨ã-ç³ì�êä¨ã-é±ê>åâç-é�åâ-ñwâ-ú�à³ã-ä�ì��-ëâ-ÿþåä�Þä�ñwä�ëëâ-ÿ
u = u(s) � ó#â
ã-â-Þ�à³êýç-îfÞ�à'��à
ä¨ã-é±êþûä�Þä � åä�Þä�ñwä�ëë%ïÌí æë%ã-ä�ú�ÞæÞâ'	ç�à
ëæ%ê

s
é�â-ú�ì2à
é�ëâ�� ö ø ��åâ�é�ì�ä¯è�ïÌípð�æñÆ�·â-Þñ|ï ì2à
ñ!�

u(s) =
1 − cos s

2
, α =

1

2
,

u(s) =
2 sin απ + (1 − 2α) sinA − (1 + 2α) sinB

2(sin απ − 2α)
, α 6= 1

2
.

� ö w �
$Ää�åâ-é�Þä¯è2é¨ã-ç-ä�ëë�à³êòåÞâ-ç-ä�ÞóÌàÄåâ-óÌà � îfç�à
ä¨ã � û%ã-â � à
ç-æé�æñwâ-é¨ã-æ V = V (q)

æ
y = y(u)

á³ì�æ � óæÐóì�æëä�ÿëîfñl�ÄïÌëóôæ%êñ çuã-â-ûëâ-ñ Þä���ä�ëææòåÌì�â-é�ó#â-ÿ � à è+à ûæ��¤�ÄâÄåâ-é¨ã-Þâ-ä�ëæí��ÄïÌëóôæ%ê y = y(u)êç³ì�êä¨ã-é±ê�ì�æëä�ÿëâ-ÿ^çýåÞä¯è2ä�ì��-ëâ-ñ é�ì�ïÌû�à
ä�åÌì�â-é�ó#â-ÿ � à è+à ûæÄ�|êá
ïU��æëé�ó#â-ú�â è�ì�ê@åÞ�êñwâ³ì�æëä�ÿ
	ëâ-ÿ åâ³ì�ïÌá-ä�é�ó#â-ëä�ûëâ-ÿ�åÌì2à
é¨ã-æëî åÞæ
c = 0 (σ = ∞)

�
Ágã-ñwä¨ã-æñ � û%ã-â�åÞä¯è2ä�ì��-ëâ-äuÞä���ä�ëæäÄâ-é�ä�é�æñwñwä¨ã-Þæûëâ-ÿ � à è+à ûæh�|êá
ïU��æëé�ó#â-ú�âjè�ì�êýåÞ�êñwâ'	ì�æëä�ÿëâ-ÿ â-á-Þ�à � ïÌípð�ä�ÿ åÞæ R → ∞ � ó#â-úÒè+àþûæé�ì�â óÌà
ç-æ%ã³à
ôææ^ã³à
ó��ÐäÐé¨ã-Þä�ñwæ%ã-é±ê\ó^á-ä�é�ó#â-ëä�û
	ëâ-é¨ã-æ � åä�Þä�ü�â�è2æ%ã çÚé�â-â
ã-ç-ä¨ã-é¨ã-ç
ïÌípð�ä�ä�åÌì�â-é�ó#â-äýåÞæ c = 0 � è�ì�ê ó#â
ã-â-Þâ-ú�â@åâ-é¨ã-Þâ-ä�ëâ@ã-â-ûëâ-äÞä���ä�ëæä��
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ÃÄé�åâ³ì�� � â-ç�à
ëëîfä � à
ñwä�ëî åä�Þä�ñwä�ëëî�üÐæë%ã-ä�ú�ÞæÞâ-ç�à
ëæ%ê�æ�à
ååÞâ-ó#é�æñ�à
ôææÐæé�ó#â-ñwî�ü��ÄïÌëó
	ôæÿbåâ � ç-â³ì�êípã\ã³à
ó��Ðä�ïÌûä�é¨ã���ç-é�ä�ü#à
Þ�à
ó%ã-ä�Þëîfä^â-é�â-á-ä�ëëâ-é¨ã-æ>åâ-ç-ä¯è2ä�ëæ%ê>Þä���ä�ëæ%ê>çßã-â-ûó#äâ
ã-Þîfç�à��
��Þ%ïÌú�à³êòâ-é�â-á-ä�ëëâ-é¨ã��!æë%ã-ä�ú�Þ�àÏì��-ëî�üòïÌÞ�à
ç-ëä�ëæÿ � à è+à ûæ��Yë�àÏì�æûæäfì�â-ú�à
Þæ+�·ñwæûä�é�ó#â-ÿ â-é�â'	á-ä�ëëâ-é¨ã-æ�åâ�è2îfë%ã-ä�ú�Þ�àÏì��-ëî�ün�ÄïÌëóôæÿ�åÞæÐé�â-ç-å�à è2ä�ëææÐã-â-ûä�ó�ë�à
á³ì�í.è2ä�ëæ%ê�æÐæë%ã-ä�ú�ÞæÞâ-ç�à
ëæ%êåÞæ
s = t

�
Ýßâ-é�ä�é�æñwñwä¨ã-Þæûëâ-ñ é�ì�ïÌû�à
ä.ì�â-ú�à
Þæ+�·ñwæûä�é�ó%ïÌí>â-é�â-á-ä�ëëâ-é¨ã��uæñwä�ä¨ãÌ��ìì�æå%ã-æûä�é�óæÿæë%ã-ä�ú�Þ�àÏìÚåä�Þç-â-ú�âÐÞâ�è+à�åÞæ
λ = 1 (s = t)

�Ý�îfûæé�ì�ä�ëæäjæë%ã-ä�ú�Þ�àÏì�â-ç�épì�â-ú�à
Þæ+�·ñwæûä�é�ó#â-ÿ â-é�â'	á-ä�ëëâ-é¨ã��-íYâ-é¨ï#ð�ä�é¨ã-ç³ì�êä¨ã-é±ê@é·åâ-ñwâ
ðÍ�-í � à
ñwä�ëî åä�Þä�ñwä�ëëâ-ÿ
zr = |t − s| .

Ý>â
ãÃì�æûæä!â
ã � à
ñwä�ëî7Ýnà
ë#è2Þä¨ê
z = sgn(s − t)

√

|t − s|,
ó#â
ã-â-Þ�à³êÅ��æÞâ-ó#â åÞæñwä�ë%êÌì2à
éO� åÞæ�ûæé�ì�ä�ëëâ-ñbÞä���ä�ëææÚæë%ã-ä�ú�Þ�àÏì��-ëî�ü�ïÌÞ�à
ç-ëä�ëæÿ � à è+à ûæ�âá-ä � â
ã-Þîfç-ëâ-ñ â-á
ã-ä�óÌà
ëææ ã-ä�ì@ç-Þ�à³ð�ä�ëæ%ê � æé�åâ³ì�� � ï-ä�ñ�à³ê � à
ñwä�ë�àÐâ-á-ä�é�åä�ûæç�à
ä¨ã ëä�åÞä�Þîfç-ëâ-é¨ã��
(r − 2)

åÞâ-æ � ç-â�è2ëî�ü�åâ�è2îfë%ã-ä�ú�Þ�àÏì��-ëî�ün�ÄïÌëóôæÿòçÄëâ-ç-î�üÐåä�Þä�ñwä�ëëî�üµ�ÌÝ Þ�à
é�ûä¨ã³àÏüòåÞæë%ê%ã-â
r = 4

�
�jì�êýåâ³ì�ëî�ü���ìì�æå%ã-æûä�é�óæÌü�æë%ã-ä�ú�Þ�àÏì�â-ç�åÞæñwä�ë%êípã-é±ê�é�ì�ä¯è�ïÌípð�æä·æ � ç-ä�é¨ã-ëîfäjà
ååÞâ-ó#é�æ
	ñ�à
ôææ õ»ö � ù �

K(λ) = ln(4) − 1

2
ln ∆ +

4
∑

k=1

∆k(ak − bk ln ∆),

E(λ) = 1 +
4

∑

k=1

∆k(ck − dk ln ∆), ∆ = 1 − λ2.

ÂÄæé�ì�ä�ëëîfä � ë�à ûä�ëæ%êþó#â��O�F�·æôæä�ë%ã-â-çòà
ååÞâ-ó#é�æñ�à
ôææþåÞæç-ä¯è2ä�ëî(ç õ»ö � ù �+í�à
ó#é�æñ�àÏì��-ë�à³êþâ
ã'	ëâ-é�æ%ã-ä�ì��-ë�à³ê�åâ-ú�Þä���ëâ-é¨ã��Ðè+à
ëëî�ü åÞä¯è2é¨ã³à
ç³ì�ä�ëæÿ@ëä·åÞä�ç-î��Ðà
ä¨ã
3 · 10−8 �

înyvï Û ÙÚ{ Ñ�Ü ~Nðñ� Ü } Û�ØfÛ�Û {qÙÚ{ Ñ�Ø!ÓOØfÛ�Ü�Ö } Ü }J~ Ø ðóò Ü�Û ~ Ø Ù Ñ � Û ôjÛ òìõ
ØnÑ � ÖjÛ�ØfÛ�Ühö

�Äâ-é�ì�ä � à
ñwä�ëîIåä�Þä�ñwä�ëëî�üßæë%ã-ä�ú�ÞæÞâ-ç�à
ëæ%êßçl� � �pûæé�ì�ä�ëëâ-äòÞä���ä�ëæäòé�æé¨ã-ä�ñwî×æë%ã-ä�ú�Þ�àÏì��'	ëî�üþïÌÞ�à
ç-ëä�ëæÿ�� � ��â-é¨ï#ð�ä�é¨ã-ç³ì�êä¨ã-é±ê^ñwä¨ã-â�è2â-ñ é�åÌì2à
ÿëâ-ç-â-ÿ ó#â³ìì�â-óÌà
ôææ��
Ágã-Þä � â-ó õ � � ö�ù æ � ñwä�ëä�ëæ%ê�åä�Þä�ñwä�ëëâ-ÿ s � é�â-â
ã-ç-ä¨ã-é¨ã-ç
ïÌípð�æÿ � à è+à
ëëâ-ñ|ï ïÌû�à
é¨ã-ó%ï�ú�Þ�à
ëæôî

L1 = AD � Þ�à � â-á��-ä�ñ ë�à n
åÞâ-ñwä��òï#ã-ó#â-ç åâ-é�Þä¯è2é¨ã-ç-â-ñbé�æé¨ã-ä�ñwî7ï � ì�â-ç+�

0 = t0 < t1 < ... < tn = 1.

Ýwè2â³ì��uâ-á-Þ�à � ïÌípð�ä�ÿÐú�Þ�à
ëæôî�óÌà
ç-ä�Þëî L2 = AB
ç-ç-ä¯è2ä�ñ

m+1
ï � ì�â-ç � ó#â
ã-â-Þîfñ^é�â-â
ã-ç-ä¨ã-é¨ã-ç
ïÌípãã-â-ûóæ Þ�à � á-æä�ëæ%ê�â
ã-Þä � óÌà [0, π]

�

0 = s0 < s1 < ... < sm = π.

� â-â
ã-ç-ä¨ã-é¨ã-ç-ä�ëëâ è+à
ëëîfñ ï � ì�â-ç-îfñ ã-â-ûóÌà
ñ7åâ³ì�ïÌûæñ ï � ì�â-ç-îfä�ã-â-ûóæ qk = q(tk)
åâÅ�·â-Þñ|ï ì�ä

� ö Z �fæ uk = u(sk)
� åâà� ö w �#�µ�!ïÌëóôææ V = V (q)

æ
y = y(u)

åÞæá³ì�æ � æñ>ó%ïÌá-æûä�é�óæñ é�åÌì2à
ÿ
	ëâ-ñ!��÷uûæ%ã-îfç�à³ê@é�åä�ôæ�àÏì��-ëîfÿ@ç-îfá-â-ÞÚëä � à
ç-æé�æñwî�ü@åä�Þä�ñwä�ëëî�ü � â-á-ä�é�åä�ûæç�à
ípð�æÿ^á³ì�æ � â-é¨ã��
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æé�ó#â-ñwî�üë�ÄïÌëóôæÿ ó\ì�æëä�ÿëîfñ � ç^óÌà ûä�é¨ã-ç-ä�óÞ�à
ä�ç-î�ü ï-é�ì�â-ç-æÿ åÞæñwä�ñYï-é�ì�â-ç-æ%ê Þ�à
ç-ä�ëé¨ã-ç�àë%ï ì�íaç
ã-â-Þî�ü åÞâ-æ � ç-â�è2ëî�ü æé�ó#â-ñwî�üÅ�ÄïÌëóôæÿ�ç�ó#â-ëôä�ç-î�ü�ã-â-ûóÌàÏüµ��ÁÞä�á-â-ç�à
ëæäÚç-îfåâ³ì�ëä�ëæ%ê>æë%ã-ä�ú�Þ�àÏì��-ëî�ü ïÌÞ�à
ç-ëä�ëæÿÞ� � ��ç\ã-â-ûóÌàÏü>ú�Þ�à
ëæôî åÞæ
s = tk

(k = 1, ..., n)
æ ç·ã-â-ûóÌàÏü é�ç-â-á-â�è2ëâ-ÿ ú�Þ�à
ëæôî>åÞæ

s = sk (k = 1, ..., m)
åÞæç-â�è2æ%ã�ó � à
ñwóë%ï#ã-â-ÿé�æé¨ã-ä�ñwä

(n + m)
ã-Þ�à
ëé�ôä�ë#è2ä�ë%ã-ëî�üÚïÌÞ�à
ç-ëä�ëæÿ�â
ã-ëâ-é�æ%ã-ä�ì��-ëâ å�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þâ-ç+�
V1 = V (t1), ..., Vn−1 = V (tn−1), Lk, y1 = y(s1), ..., ym = y(sm).

�ÄÞæ>Þä���ä�ëææ � à è+à ûæ ç ç�à
Þæ�à
ë%ã-ä � à è+à
ëëâ-ÿ�è�ì�æëî�óÌà
ç-ä�Þëî æé�ó#â-ñwîfñMå�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þâ-ñMá
ïÃè2ä¨ãç-ä�ì�æûæë�à�é�ó#â-Þâ-é¨ã-æÚçÏè2â³ì���ú�Þ�à
ëæôî óÌà
ç-ä�Þëî � à�ã-ä�ñbéÃà
ñwîfñ æ ûæé�ì�âòóÌà
ç-æ%ã³à
ôææ���Äâ³ì�ïÌûä�ëë%ïÌíYé�æé¨ã-ä�ñ|ï�ã-Þ�à
ëé�ôä�ë#è2ä�ë%ã-ëî�üÚïÌÞ�à
ç-ëä�ëæÿ � à
åæ���ä�ñbç�ç-ä�ó%ã-â-Þëâ-ñbç-æ#è2ä
F(X) = 0,

úÒè2ä
F = (F1, F2, ..., Fm+n)

�Mç-ä�ó%ã-â-Þ�ì�ä�ç-î�ü û�à
é¨ã-ä�ÿ � à
X = (V1, ..., Vn−1, Lk, y1, ..., ym) ≡ (X1, ..., Xn+m)

�Mç-ä�ó%ã-â-Þ�Þä���ä�ëæ%ê��
�Ðà
ëë�à³ê�é�æé¨ã-ä�ñ�àÄïÌÞ�à
ç-ëä�ëæÿòÞä��Ðà
ä¨ã-é±êýûæé�ì�ä�ëëâjâ�è2ëæñßæ � ç-â � ñwâ)� ëî�üÐâ-á-â-á
ð�ä�ëæÿòñwä¨ã-â�è+à� ã-äO�F�·ä�ëé�ä�ë�àýë�àÏü�â)�Ðè2ä�ëæ%êÚó#â-Þë%ê��ÄïÌëóôææÚë�àòñwëâ-ú�â-ñwä�Þëîfÿ@é�ì�ïÌû�à
ÿ õ»ö-ö�ù ��ÄÞæ�ç-îfåâ³ì�ëä�ëææâ-åÞä¯è2ä�ì�ä�ëëî�ü�ï-é�ì�â-ç-æÿþè+à
ëëîfÿ ñwä¨ã-â�è � óÌà
ó æ óÌì2à
é�é�æûä�é�óæÿÚñwä¨ã-â�èl$Ì�-ípã-â-ë�à � æñwä�ä¨ã óç�à è2Þ�à4	ã-æûë%ïÌíaé�ü�â�è2æñwâ-é¨ã�� � ëâÐçÐâ
ãÃì�æûæä·â
ã�åâ-é�ì�ä¯è2ëä�ú�âòëäuã-Þä�á
ï-ä¨ã ç-îfûæé�ì�ä�ëæ%êË� æÌì�æ�à
ååÞâ-ó#é�æñ�à4	ôææ��nû�à
é¨ã-ëî�ü�åÞâ-æ � ç-â�è2ëî�üµ��Äâ-é�ì�ä � à è+à
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(

Xj
)
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Fi (X
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xj
1, ..., x
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k−1, x

j
k − Fk(X

j), xj
k+1, ..., x
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ð�æÌü�åâ·é�Þ�à
ç-ëä�ëæí éfóÌà
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� â-ñ!��Ýwè2â³ì���â-á-Þ�à � ïÌípð�ä�ÿ�óÌà
ç-ä�Þëî7é�â-ú�ì2à
é�ëâ²�·â-Þñ|ï ì�än� ö ø ��åâ³ì�â)� æñ

x(s) =
Lk

2

I(c, s)

I(c, π)
, I(c, s) =

s
∫

0

sin(s/2)

(1 + 2c · cos s + c2)3/2
cos α(π − s)ds.

�¿���¤�

ÝbóÌà ûä�é¨ã-ç-ä·åä�Þä�ñwä�ëëâ-ÿ à
ååÞâ-ó#é�æñ�à
ôææ�æé�ó#â-ñwâ-ÿ��ÄïÌëóôææ
y = y(u)

égïÌûä¨ã-â-ñ�� ö ø ��åâ³ì�â)� æñ

u(s) =
J(c, s)

J(c, π)
, J(c, s) =

s
∫

0

sin(s/2)

(1 + 2c · cos s + c2)3/2
sin α(π − s)ds.

�¿� ö �

$·àòóÌà'�Ðè2â-ñå�Ðà
ú�ä!æ%ã-ä�Þ�à
ôæâ-ëëâ-ú�â�åÞâ-ôä�é�éÃà å�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þ
c
â-åÞä¯è2ä�ì�êä¨ã-é±ê^æ � ï-é�ì�â-ç-æ%ê@Þ�à
ç-ä�ëé¨ã-ç�àïÃè�ì�æëä�ëæ%ê�â-é�ä�é�æñwñwä¨ã-Þæûëâ-ÿÚóÌà
ç-ä�Þëîß� é�ñ!��Þæé�� ö �

δ =
Lk

2(Rk − R)
≡ Lk

2∆RkïÃè�ì�æëä�ëæíaåÌì�â-é�ó#â-ÿ óÌà
ç-ä�Þëî � àÐóÌì�æëâ-ñ � åâ³ì�ï#ïÌú�â³ìÚåÞæ ç-ä�Þ���æëä·ó#â
ã-â-Þâ-ú�âòç-îfá-æÞ�à
ä¨ã-é±ê Þ�à
ç'	ëîfñ^ïÌú�ì�ï�ë�à
óÌì�â-ë�àuóÌà
éÃà³ã-ä�ì��-ëâ-ÿ óÐâ-á-Þ�à � ïÌípð�ä�ÿ óÌà
ç-æ%ã³à³ã-â-Þ�à·çuã-â-ûó#äÁé�ü�â�è+à·óÌà
ç-ä�ÞëîÌ�'�Ðà
ëëâ-ñ|ïïÃè�ì�æëä�ëæí
δ
é�â-â
ã-ç-ä¨ã-é¨ã-ç
ï-ä¨ã�ä¯è2æëé¨ã-ç-ä�ëëâ-ä � ë�à ûä�ëæäÁûæé�ì2àuóÌà
ç-æ%ã³à
ôææ σ = σ2

åÌì�â-é�ó#â-ÿ � à è+à ûæåÞæ^óÌà
ç-æ%ã³à
ôæâ-ëëâ-ñ â-á
ã-ä�óÌà
ëææßç-îfá-Þ�à
ëëâ-ú�âþóÌì�æë�à��c�ÄÞæÄ�¨ã-â-ñ ç-ä�ì�æûæë�àþå�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þ�à
c
â-åÞä#	è2ä�ì�êä¨ã-é±ê åâF�·â-Þñ|ï ì�ä�� ö-ö � � àÄûæé�ì�âjóÌà
ç-æ%ã³à
ôææòåÌì�â-é�ó#â-ÿ � à è+à ûæ σ = σ2

ë�àÏü�â�è2æ%ã-é±ê óÌà
óòó#â-Þä�ë+�ëä�ó#â
ã-â-Þâ-ú�â ã-Þ�à
ëé�ôä�ë#è2ä�ë%ã-ëâ-ú�â�ïÌÞ�à
ç-ëä�ëæ%ê õ»ö � ù ���jì�ê � à
ç-æé�æñwâ-é¨ã-æ σ2 = σ2(α, δ)
ë�àßâ-é�ëâ-ç-äÞä � ï ì�� ã³à³ã-â-çýÞ�à
é�ûä¨ã-â-çòåÞä¯è�ì�â)�Ðä�ë�àòé�ì�ä¯è�ïÌípðÐà³êÚà
ååÞâ-ó#é�æñ�à
ôæâ-ëë�à³ê �·â-Þñ|ï ì2à õ»ö ø³ù �

σ2 =
2(δ − δmin)

δ2
+

2.246α2 + 2.359α + 0.035

α2δ2
− 3.202α2 − 4.885α + 0.304

α2δ2(δ − δmin)
,

úÒè2ä
δmin =

cos απ

sin απ − 2α
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�Zç-ä�ì�æûæë�à@å�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þ�à
δ
ç@åÞä¯è2ä�ì��-ëâ-ñIã-ä�ûä�ëææ åÞæ

c = 0
�wÝ û�à
é¨ã-ëâ-ñIé�ì�ïÌû�à
ä

α = 1/2� ç-ä�Þ%ã-æóÌàÏì��-ë�à³ê�åÌì2à
é¨ã-æë�à¤���¨ã³à � à
ç-æé�æñwâ-é¨ã�� åÞä¯è2é¨ã³à
ç³ì�ä�ë�à ç õ»ö6"
ù ç�ç-æ#è2ä

σ2(δ) =
2.0008δ2 + 0.784δ − 0.508

δ2 (δ − π/2)
.

�Äâ-ú�Þä���ëâ-é¨ã��òè+à
ëëâ-ú�â åÞæá³ì�æ��Ðä�ëëâ-ú�âþÞä���ä�ëæ%êÚëä!åÞä�ç-î��Ðà
ä¨ãÅ��� �¤���MçÐè2æ�à
å�à � â-ëäjïÃè�ì�æëä#	ëæ%ê
6 ≤ δ ≤ 200

�
Ý·à
óþé�ì�ä¯è�ï-ä¨ã æ � é�åâ-é�â-á�à�ç-ç-ä¯è2ä�ëæ%êþåä�Þä�ñwä�ëëî�ü æë%ã-ä�ú�ÞæÞâ-ç�à
ëæ%ê æ�à
ååÞâ-ó#é�æñ�à
ôææ � � à
ç-æ
	é�æñwâ-é¨ã��

y = y(u)
êç³ì�êä¨ã-é±êÚåâ åâ-é¨ã-Þâ-ä�ëæíYì�æëä�ÿëâ-ÿÚç � à è+à ûä!â óÌà
ç-æ%ã³à
ôæâ-ëëâ-ñ>â-á
ã-ä�óÌà
ëææóÌì�æë�à � çÚó#â
ã-â-Þâ-ÿ ç-ä�ì�æûæë�à@å�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þ�à c

ç-îfÞ�à'��à
ä¨ã-é±ê ûä�Þä � åâ³ì�ïÌûä�ëëâ-äþûæé�ì�â@óÌà
ç-æ%ã³à
ôææ
σ = σ2

åâN�·â-Þñ|ï ì�äÌ� ö-ö �#�'��ä � ï ì�� ã³à³ã-îbûæé�ì�ä�ëëî�üjè+à
ëëî�ü�åâ-óÌà � îfç�à
ípã � û%ã-âÄæé�ó#â-ñ�à³êÍ�ÄïÌëóôæ%ê
y = y(u)

� åÞ�à
ó%ã-æûä�é�óæ�ì�æëä�ÿë�à³ê�óÌà
ó�ç � à è+à ûäjóÌà
ç-æ%ã³à
ôæâ-ëëâ-ú�âýâ-á
ã-ä�óÌà
ëæ%êÚó#â-ë%ï-é�â-ç � ã³à
ó�æç � à è+à û�àÏü�óÌà
ç-æ%ã³à
ôæâ-ëëâ-ú�â â-á
ã-ä�óÌà
ëæ%ê�óÌà
ç-æ%ã³à³ã-â-Þâ-ç éÄóÞæç-â³ì�æëä�ÿëâ-ÿ�â-á-Þ�à � ïÌípð�ä�ÿ õ»ö ø³ù �
��ä � ï ì�� ã³à³ã-î é�æé¨ã-ä�ñ�à³ã-æûä�é�óæÌü�ûæé�ì�ä�ëëî�üÐÞ�à
é�ûä¨ã-â-çuåâ-óÌà � îfç�à
ípã � û%ã-âuåÞæ��·æó#é�æÞâ-ç�à
ëëâ-ñûæé�ì�äÐóÌà
ç-æ%ã³à
ôææ ó#â��O�F�·æôæä�ë%ã é�â-åÞâ
ã-æç³ì�ä�ëæ%ê � â-åÞä¯è2ä�ì�ä�ëëîfÿ åâþåÌì�â
ðÐà è2æ^ñwæ#è2ä�ì�ê^óÌà
ç-ä�Þ
	ëî � åÞ�à
ó%ã-æûä�é�óæ\ëä � à
ç-æé�æ%ã â
ãh�·â-ÞñwîYóÌà
ç-æ%ã³à³ã-â-Þ�àýè+à'�Ðä�åÞæ â
ã-ëâ-é�æ%ã-ä�ì��-ëâ á-â³ì�����æÌü � ë�à4	ûä�ëæ%êÌü^ûæé�ì2à�óÌà
ç-æ%ã³à
ôææ��ÉÂÄæé�ì�ä�ëëîfä�è+à
ëëîfä � æÌìì�ígé¨ã-ÞæÞ%ïÌípð�æä��¨ã-â é�ç-â-ÿé¨ã-ç-â � åÞæç-ä¯è2ä�ëîçÐã³à
á³ìc� ø �
$·àÐâ-é�ëâ-ç-äuã-â-ûëâ-ú�âòÞä���ä�ëæ%ê åâ³ì�ïÌûæñ � ë�à
åÞæñwä�Þ � û%ã-âòåÞæ æ � ñwä�ëä�ëææ ïÌú�ì2à�åÞæ�ç-ä�Þ���æëäóÌì�æë�à@â
ã

40
è2â

180◦
è�ì�ê�ûæé�ä�ìbóÌà
ç-æ%ã³à
ôææ

σ = 0.01
æ

σ = 0.3
�ÄïÌëóôæ%ê

k(σ) = Cx∗
/σ
éã-â-ûëâ-é¨ã��-íß��� � � � åÞæëæñ�à
ä¨ãþåâ-é¨ã-â êëëîfä � ë�à ûä�ëæ%ê��µ�|à
óæñ>â-á-Þ�à � â-ñ � óÌà
ó@çýåÌì�â-é�ó#â-ñ � ã³à
ó@æç â-é�ä�é�æñwñwä¨ã-Þæûëâ-ñaé�ì�ïÌû�à
än�ÄïÌëóôæ%ê

k(σ)
ëä � à
ç-æé�æ%ã�â
ã �·â-Þñwî×óÌà
ç-æ%ã³à³ã-â-Þ�à � � à æé�óÌì�ígûä#	

û� !¬�q�q°�  � Ô�0N O£¤£¤ÿi�1�¤U¥F©�ª�2#§�§!�¤°¤�U�Q£¤¡6 ���ª6±¤¯Uª6¡)�¤¦6
�Q£¤�¤¥
Cx∗

©�U�¤£¤þ4�Q¦43
ε = 0

Î
σ = 0.5 5 �F©�ª6£¤ý4��ª6¦3

ε = 1
Î
σ = 0.25 5 ��ý�®2
ª)�à±¤¯¤��¦4�Q¯��&�¤£U� 2απ

α
Î¤®�¯
 ��2Ô

90 75 60 45 30 15

Cx∗(ε = 0)
� Ô �
��� � Ô �
��� � Ô �
��� � Ô �
��� � Ô �
��� � Ô �
���

Cx∗(ε = 1)
� Ô � � � Ô � � � Ô � � � Ô � � � Ô � � � Ô � �

�:�U� Ô$-Ô76¶ O¦)�U�Q�U�:ª)�Q¡)þ
k = k(σ)

�¤U¥��U�U�Q©� -Î¤±Uª��� O£¤£¤ÿi�Ä¯
 O¨�£¤ÿ/�� O¦)¡4ª6¯Uª6¦#Ô
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�:�U� Ô � Ô76¶ O¦)�U�Q�U�:ª)�Q¡)þ
k = k(σ)

�¤U¥�©�ª6£¤ý4��ª6¦
σ = 0.2

Ô
ëæä�ñ � ç-â � ñwâ)� ëâ � ã-â-ëóæÌü óÌì�æë+�-ä�ç æ^ó#â-ë%ï-é�â-ç�� ñ�àÏì�îfä � ë�à ûä�ëæ%ê å�à
Þ�à
ñwä¨ã-Þ�à 2απ

� ïÌú�ì2à�åÞæç-ä�Þ���æëä)�#�
ÃÄñwä�ä¨ãÄñwä�é¨ã-âuåÞ�à
ó%ã-æûä�é�ó#â-äfé�â-ç-å�à è2ä�ëæä�ë�à'��æÌü!ûæé�ì�ä�ëëî�üjè+à
ëëî�üÄè�ì�êÍ�ÄïÌëóôææ

k(σ)
åÞæ

α = 1/2
� è2æé�ó��Áéuè+à
ëëîfñwæÚÞ�à
á-â
ã õ»ö *�� ö4�Ïù � ëâ â-ëæ � ë�à ûæ%ã-ä�ì��-ëâþâ
ãÃì�æû�à
ípã-é±ê^â
ã Þä � ï ì�� ã³à³ã-â-ç �åÞä¯è2é¨ã³à
ç³ì�ä�ëëî�üÚç õ * ù � Þæé�����#�$·àþÞæé�� ø åÞä¯è2é¨ã³à
ç³ì�ä�ë�à � à
ç-æé�æñwâ-é¨ã�� �ÄïÌëóôææ k

â
ã�ïÌú�ì2à
απ

åâ³ì�ïÌÞ�à
é¨ã-ç-â-Þ�à�ó#â-ë%ï-éÃà åÞæåâ-é¨ã-â êëëâ-ñ � ë�à ûä�ëææ ûæé�ì2à^óÌà
ç-æ%ã³à
ôææ σ = 0.2
���ÄÞæë�¨ã-â-ñIåâ-ú�Þä���ëâ-é¨ã��ßûæé�ì�ä�ëëî�ü è+à
ë
	ëî�ü õ * ù � åÞæç-ä¯è2ä�ëëî�ü ë�à �¨ã-â-ñaÞæé¨ïÌëó#ä � ç�ëä�é�ó#â³ì��-ó#â@Þ�à � åÞä�ç-î��Ðà
ä¨ã�è2æ�à
å�à � â-ë\æ � ñwä�ëä�ëæ%ê�ÄïÌëóôææ

k � çòó#â
ã-â-Þâ-ñbà
ç
ã-â-Þ Þ�à
á-â
ã-î õ * ù åînã³à
ä¨ã-é±ê@ë�à
ÿ%ã-æ ä�äF��ó#é¨ã-Þä�ñ�àÏì��-ëâ-ä � ë�à ûä�ëæä��Ã � åÞæç-ä¯è2ä�ëëâ-ú�âýà
ë�àÏì�æ � à�é�ì�ä¯è�ï-ä¨ãþåâ³ì�ë�à³ê ëä�é�â-é¨ã-â ê%ã-ä�ì��-ëâ-é¨ã��ýï#ã-ç-ä�Þ¤�Ðè2ä�ëæ%ê@à
ç
ã-â-Þâ-ç�Þ�à4	á-â
ã õ � �É* ù â é¨ï#ð�ä�é¨ã-ç-â-ç�à
ëææ â-å%ã-æñ�àÏì��-ëâ-ú�â�ó#â-ëæûä�é�ó#â-ú�âÚóÌà
ç-æ%ã³à³ã-â-Þ�à é�ïÌú�ì�â-ñ7åâ³ì�ïÌÞ�à
é¨ã-ç-â-Þ�à �Þ�à
ç-ëîfñ
66◦ � ó#â
ã-â-ÞîfÿÚâ-á³ì2à è+à
ä¨ãýë�à
æñwä�ë+����æñ>é�â-åÞâ
ã-æç³ì�ä�ëæä�ñ>é�Þä¯è2æ@ó#â-ëæûä�é�óæÌüÚóÌà
ç-æ%ã³à³ã-â'	Þâ-ç�éÄïÌú�ì2à
ñwæ�åÞæ ç-ä�Þ���æëäjâ
ã

30
è2â
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�
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