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Þàßáâ¼ã
äáåàæ£å¨ç-èxé+ã�êë%ì®ßäí�îËï�ã
â¨ç-áðËßëáæ£åxäá%ç-åzñ�ò-äè�êÏóÉãÉé+ãÉï�ã
æ�ôzã�ó¼è-õ-è-ö�é2áä�ã
æ£áêáËâxèxé2åxë�÷Ïá%ç�øâ°ùÓõ!ë�ã
ú-è
ç�ãÒîpû¶ü-ý%þÒÿ ý®ãàé2å¨ç�ãÒñ�ò-äè-åàá%ó¨ñ�èÉ÷ åxäáånïáâzñ�åxääí�îËæ£å¨ç-èxé2áêÓç�ã
ê#è-ôxè�ç-áß�ã%ý®á®îÏëå¼ãÒñ�á%óÉã
ðá%ùé�ñ�ù!ë�ã�ó¨ñ�áïäí�î!óÉãÉé+ãÉï!æ£åzî#ã
äáêá âxß®ñ�è � äè-ö�âxëå¸é2í á!è-ú � áëä�ã�ù!ú-áú�ñ�áè-ôxë�ã��sá%ù!ä�ã��¨ç
ìÂç-åxæ�ìÂâxè�øé2åxë�÷�ã�ç-â°ùËõÂæ£è-äè-ôxë�ã��sá%ù®îpû �%ý��
ÿ
	��.ç-è
ç æ£å¨ç-èxé�è-ßáë�ã
å¨ç-â°ùÓä�ãÂá#é2å� âxßåxðá�ãÒñ�ò-äè-ôxè ë�ã
â���åxß®ñ�åxäá%ùâxáâ¨ç-åxæ£í(é2á����såxëåxäðá�ãÒñ�ò-äí�î ì®ë�ã
õ-äåxäáö ôzã�ó¼è-õ-è-öÓé2áä�ã
æ£áêá ßè��sá%ó¼áïåxâxêáæ ßëè-ðåxâxâ¼ã
æ�	��®è�øõ-è-ë�ùËç-è-ïäåxå
ý�ë�ã
âxïå¨ç[ê®ã�÷ é2è-ôxè�õ-ëåxæ£åxääè-ôxè � ã
ôzã�ßëè-á%ó¼õ-èxé2á%ç-â°ù�õ äåxâxê#è�ñ�ò-ê#è��¨ç�ã
ßè-õ�	���ä�ãÉï�ãÒñ2ãâ¨ç-ëè-á%ç-â°ùpë�ã�ó¼äè-â¨ç-ä�ã�ù�â�î�åxæ�ã%ý�æ£èxé2åzñ�áë%ì��� ã�ùpá%ó¼æ£åxäåxäáå!æ�ã
âxâxíÈý�áæ£ß%ìÉñ�ò-â¼ã�á ßè�ñ�äè-ö��xäåxëôxááêë%ì®ßäí�îAï�ã
â¨ç-áð�� âxè-õ-ß�ãÉé+ã����á®î õÓé+ã
ääí¹öAæ£è-æ£åxä%ç�â��xö®ñ�åxëè-õ-è-ö ùïåxöê#è-ö ë�ã
âxïå¨ç-äè-ö âxå¨ç-êá��ßèxé õ�ñ�á%ùäáåxæ èxé2äè-ôxèËç-è�ñ�ò-ê#èÓé+ã
õ�ñ�åxäá%ù¡ý�ú-å¨ó�ì®ïå¨ç�ãÝç-åzîaï®ñ�åxäè-õÝâxáâ¨ç-åxæ£íJì®ë�ã
õ-äåxäáöaôzã�ó¼è-õ-è-öé2áä�ã
æ£áêá¡ý�ê#è
ç-è-ëí¹å è-ßáâxí¹õ�ã�Ðçaßåxëåxäè-âËõ-å���åxâ¨ç-õ�ã%ý�áæ£ß%ìÉñ�ò-â¼ãNá��xäåxëôxáá�	 �.ç-è ßåxëõ-í¹ö � ã
ôë�ã�ó¼äè-â¨ç-äè-ö â�î�åxæ£í!	#"sã õ
ç-è-ëè-æ � ã
ôxåÏßëè-á%ó¼õ-èxé2á%ç-â°ù�ßåxëåxâxïå¨ç ßè�ñ�ì®ïåxääí�î ä�ã ßåxëõ-è-æ$�¨ç�ã
ßåßëè-æ£å¨÷[ì#ç-è-ïäí�îËõ-åzñ�áïáäÓßè�ë�ã�ó¼äè-â¨ç-äè-öËâ�î�åxæ£å
ý%ì®ïá%ç-í¹õ�ã����åxöËç-åàï®ñ�åxäí ì®ë�ã
õ-äåxäáöÓôzã�ó¼è-õ-è-öé2áä�ã
æ£áêá¡ýÒê#è
ç-è-ëí¹æ£á�è-ú
ì-âzñ�è-õ�ñ�åxäí ßåxëå¨ç-è-ê�õ-å���åxâ¨ç-õ�ãnõnâxè-âxå¸é2äáå.ùïåxöêá!á!âxè-è
ç-õ-å¨ç-â¨ç-õ
ì����áößåxëåxäè-âÂáæ£ß%ìÉñ�ò-â¼ã�á%�xäåxëôxáá�	

& ë�ã
ê%ç-è-õ-ê®ã�â�î�åxæ£í�'²êë%ì®ßäí�î ï�ã
â¨ç-áð�(né�ñ�ù âxáâ¨ç-åxæ£íeì®ë�ã
õ-äåxäáö á#é2å¼ãÒñ�ò-äè-ôxè[ôzã�óÉã�ä�ã�ù%ó¼í¹ê#åâzñ2ã
ú-è-ö ã
ßßëè-ê#âxáæ�ã
ðááá è
ó¼ä�ãÉï�ã
å¨çAóÉã
æ£åxä%ì]ä�ã ê®ã�÷ é2è-æ ë�ã
âxïå¨ç-äè-æ � ã
ôxå nτ ≤ t ≤ nτ + τâxáâ¨ç-åxæ£íeì®ë�ã
õ-äåxäáö�ôzã�ó¼è-õ-è-öÏé2áä�ã
æ£áêá
ρDv + ∇p = 0, Dρ + ρ divv = 0,
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ρDE + div(pv) = 0, D =
∂

∂t
+ v · ∇;

�²ü3�

p = f(ρ, S), J = J(V, p), V =
1

ρ

� þy�
é2õ
ì®æ�ù õ-âxßè-æ£è-ôzã�ç-åzñ�ò-äí¹æ£á�âxáâ¨ç-åxæ�ã
æ£á�z

1

2
ρ
∂v

∂t
+ ∇p = 0,

1

2
ρ
∂E

∂t
+ div(pv) = 0,

∂ρ

∂t
= 0, nτ < t ≤ (n+

1

2
)τ ;

�{�x�

D̃v = 0, D̃E = 0, D̃ρ + ρ divv = 0,

D̃ =
1

2

∂

∂t
+ v · ∇, nτ +

1

2
τ < t ≤ nτ + τ.

�|���

}�é2åxâxò
v ~ õ-åxê%ç-è-ë âxê#è-ëè-â¨ç-á��

ρ ~ ß®ñ�è
ç-äè-â¨ç-ò��
p ~ é+ã
õ�ñ�åxäáå��

E =
1

2
|v|2 + J

ý
J ~ ì¼é2åzñ�ò-ä�ã�ù

õ-ä%ì#ç-ëåxää%ù%ùu�xäåxëôxá%ù��
S ~ ì¼é2åzñ�ò-ä�ã�ù%�xä%ç-ëè-ßá%ù�	}¡ã
æ£å¨ç-áæ¹ý+ï%ç-èÝä�ãÏëå � åxäá%ù®îNë�ã
â���åxß®ñ�åxääè-öaâxáâ¨ç-åxæ£í��{�x�zý,�|���s� õÓè
ç¼ñ�áïáå è
çËáâ�î�èxé2äè-öaâxá®øâ¨ç-åxæ£íJôzã�ó¼è-õ-è-öpé2áä�ã
æ£áêá��²ü3�zý^� þy�P�ÐóÉã
ê#è-äaäå¨ì®ú-í¹õ�ã
äá%ù��xä%ç-ëè-ßáá õ ï�ã
â¨ç-áðå
ý*õ-è-è-ú���å�ôxè-õ-è-ë�ù¡ýäåsõ-í¹ßè�ñ�ä%ùå¨ç-â°ù�	

� ä�ãÒñ�á%óÏë�ã�ó¼äè-â¨ç-äí�îAâ�î�åxæ ßåxëõ-è-ôxèu�¨ç�ã
ß�ã%ý*ßëè-õ-å¸é2åxääí¹öAõÝñ�áäåxöäè-æeßëáú�ñ�á%÷ åxäáá � ä%ì�øïáäè-ö û ��ÿ ý*ßè-ê®ã�ó¼í¹õ�ã
å¨çNá®î ã
ú-âxè�ñ�Ðç-ä%ì�Xäå¨ì-â¨ç-è-öïáõ-è-â¨ç-ò�	#�Èëá��¨ç-è-æ è-ßåxë�ã�ç-è-ëAßè�ñ�äè-ôxè � ã
ôzãõ�ñ�áäåxöäè-æ ßëáú�ñ�á%÷ åxäááÝì-â¨ç-è-öïáõÏç-è�ñ�ò-ê#è[ßëá è-ßëå¸é2åzñ�åxääí�î�è-ôxë�ã
äáïåxäá%ù®î ä�ã � ã
ôxá ë�ã�ó¨øäè-â¨ç-äè-ö�âxå¨ç-êá�áAæ£èxé�ìÉñ�òNâxê#è-ëè-â¨ç-á�	^��	 "�	��Èã
ë®ñ�è
ì û �Òÿ¦è
ç-æ£åxïåxäèý�ï%ç-èNè-âxäè-õ-äí¹æ�áâ¨ç-è-ïäáê#è-æßè
ç-åxëá��xä%ç-ëè-ßáápâzñ�ì#÷Ïá%çÓäå¨ì-â¨ç-è-öïáõ-è-â¨ç-òÝë�ã
âxïå¨ç-è-õÓä�ã[ßåxëõ-è-æ$�|�xö®ñ�åxëè-õ-è-æ^���¨ç�ã
ßå
ý2á�ä�ã
è-ú-è�øëè
ç3	y�Èëè-â¨ç-í¹å ßëáæ£åxëí�ßè-ê®ã�ó¼í¹õ�ã�ÐçÒý-ï%ç-èsëå � åxäá%ù óÉãÉé+ãÉïá��Èè � áÂé�ñ�ù ë�ã
â���åxß®ñ�åxääè-ö[âxáâ¨ç-åxæ£í�{�x�zý,�|���¹äå ã
ßßëè-ê#âxáæ£áë%ì�ÐçÝç-è-ïäè-å�ëå � åxäáå âxáâ¨ç-åxæ£í��²ü3�zý�� þy� â!ç-åxæ£áp÷ å!ä�ãÉï�ãÒñ�ò-äí¹æ£á é+ã
ä®øäí¹æ£á õ�ê®ñ2ã
âxâ¼ãÒî��Èì®äêðáö�ê#è-äåxïäè-ö ô�ñ2ãÉé2ê#è-â¨ç-á û ��ÿ
	
�.ç-ëè-ôxáöaëå¨óxìÉñ�òÉç�ã�ç�ßèËâ�î�èxé2áæ£è-â¨ç-á õ � ê®ãÒñ�å ßëè-â¨ç-ë�ã
äâ¨ç-õ���è-ú-è�ñ�åxõ�ãÓâ�î�åxæ£íJë�ã
â���åxß®ñ�åxäá%ùõ-á#é+ã��{�x�zý��|����� æ£å¨ç-èxé�'²êë%ì®ßäí�î ï�ã
â¨ç-áð�(B�àé�ñ�ù âxáâ¨ç-åxæ£íXì®ë�ã
õ-äåxäáö äåxõ
ù%ó¼ê#è-ôxè ôzã�óÉãpâÓôxë�ã
äáï®øäí¹æ£á ì-âzñ�è-õ-á%ùæ£á�äåxßëè
ç-åxê®ã
äá%ù�ßè�ñ�ì®ïåxä�õ�û V ÿ¦ßëá ì-âzñ�è-õ-áá¡ý£ï%ç-è äå¨ç�'²ú-è�ñ�ò � á®îAßè
ç-åxëò��xä®øç-ëè-ßáá�(�	�� ä�ã
â¨ç-èÉù���åxöeë�ã
ú-è
ç-åaßè-ê®ã�÷ åxæ¹ý¹ï%ç-è�ì®ïå¨ç ï®ñ�åxäè-õ�ì®ë�ã
õ-äåxäáö ôzã�ó¼è-õ-è-ö é2áä�ã
æ£áêá¡ýè-ú
ì-âzñ�è-õ�ñ�åxääí�î æ£è�ñ�åxê%ìÉñ�ùëäè-ö õ
ù%ó¼ê#è-â¨ç-òy�âxëå¸é2í áËç-åxß®ñ�è-ßëè-õ-èxé2äè-â¨ç-òy!ý%é2åzñ2ã
å¨çÏõ-è
ó¼æ£èÉ÷Ïäí¹æßëè-õ-åxâ¨ç-á ú-å¨óxì-âzñ�è-õ-äè-å�è-ú-è-âxäè-õ�ã
äáåÈé2á����såxëåxäðá�ãÒñ�ò-äè-ö â�î�åxæ£í�ë�ã
â���åxß®ñ�åxäá%ù æ£å¨ç-èxé+ã�'²êë%ì®ß®øäí�îÝï�ã
â¨ç-áð�(�	
� ç�ã
ê¡ý-ë�ã
âxâxæ£è
ç-ëáæ âxáâ¨ç-åxæ�ì ì®ë�ã
õ-äåxäáö�"sã
õ-ò-å ~ �.ç-è-ê#â¼ãsâ°÷Ïáæ�ã
åxæ£è-ö õ
ù%ó¼ê#è-ö ç-åxß®ñ�è-ßëè-õ-èxé�øäè-öÝ÷Ïá#é2ê#è-â¨ç-á õ!é2åxê®ã
ë%ç-è-õ-è-ö�âxáâ¨ç-åxæ£å!ê#è-è-ë
é2áä�ã�ç

Ox1x2

õ�õ-á#é2å[û ��ÿ
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∂ρ

∂t
+

∂

∂x1
(ρv1) +

∂

∂x2
(ρv2) = 0,

∂

∂t
(ρv1) +

∂

∂x1

(ρv2
1) +

∂

∂x2

(ρv1v2) +
∂p

∂x1

=

=
∂

∂x1

{
µA

(
∂v1

∂x1
+
∂v2

∂x2

)
+ 2µ

∂v1

∂x1

}
+

∂

∂x2

{
µ

(
∂v2

∂x1
+
∂v1

∂x2

)}
,

∂

∂t
(ρv2) +

∂

∂x1
(ρv1v2) +

∂

∂x2
(ρv2

2) +
∂p

∂x2
=

=
∂

∂x2

{
µA

(
∂v1

∂x1
+
∂v2

∂x2

)
+ 2µ

∂v2

∂x2

}
+

∂

∂x1

{
µ

(
∂v2

∂x1
+
∂v1

∂x2

)}
,

∂

∂t
(ρE) +

∂

∂x1

(ρv1E) +
∂

∂x2

(ρv2E) +
∂

∂x1

(pv1) +
∂

∂x2

(pv2) =

=
∂

∂x1

{
µA

(
∂v1

∂x1
+
∂v2

∂x2

)
v1 + µ

(
∂v2

∂x1
+
∂v1

∂x2

)
v2 + µ

∂

∂x1
(B J + v2

1)

}
+

+
∂

∂x2

{
µA

(
∂v1

∂x1
+
∂v2

∂x2

)
v2 + µ

(
∂v2

∂x1
+
∂v1

∂x2

)
v1 + µ

∂

∂x2
(B J + v2

2)

}
,

� w �

ô é2å�áâxê#è-æ£í¹å��Èì®äêðáá
v = (v1, v2), ρ, p, J

á
E = J +

1

2
|v|2 ý�óÉã
õ-áâ°ù���áå è
çÓßåxëåxæ£åxääí�î x =

(x1, x2)
á
t
ýÉè
ó¼ä�ãÉï�ã�ÐçÐâxè-è
ç-õ-å¨ç-â¨ç-õ-åxääèàâxê#è-ëè-â¨ç-òýÒß®ñ�è
ç-äè-â¨ç-òýxé+ã
õ�ñ�åxäáå
ýÉì¼é2åzñ�ò-ä%ì��õ-ä%ì#ç-ëåxää�MáÝì¼é2åzñ�ò-ä%ì��ßè�ñ�äí¹åb�xäåxëôxáá�	

� ñ�ù�óÉã
æ£í¹ê®ã
äá%ù âxáâ¨ç-åxæ£í � w � áâxßè�ñ�ò
óxì-åxæ ßëè-â¨ç-è
ç-íMë�ãÉé2á�ì®ë�ã
õ-äåxäá%ù âxè-â¨ç-èÉùäá%ù âxè-õ-åxë®ø
� åxääè-ôxèÏßè�ñ�á%ç-ëè-ßäè-ôxè[ôzã�óÉã

p = Rρθ, J = cvθ, R = const > 0, cv = const > 0,
�{�x�

ô é2å
θ ~ ã
ú-âxè�ñ�Ðç-ä�ã�ùÝç-åxæ£ßåxë�ã�ç
ì®ë�ã�	
�Èëáæ£åxæ�ç�ã
ê%÷ å
ý�ï%ç-è[ê#èy���sáðáåxä%ç-í õ
ù%ó¼ê#è-â¨ç-á�áÝç-åxß®ñ�è-ßëè-õ-èxé2äè-â¨ç-ápßè-â¨ç-èÉùääí!z

µ = const > 0, κ = const > 0, A = −2

3
, B =

κ

Pr

�
Pr ~ ïáâzñ�èt�Èë�ã
ä#é�ñ�ù��2	
� âxè-è
ç-õ-å¨ç-â¨ç-õ-áá âxè�âxê®ã�óÉã
ääí¹æ�õ-í � åàæ£å¨ç-èxé%'²êë%ì®ßäí�îËï�ã
â¨ç-áð�(Èßëå¸é�ì-âxæ�ã�ç-ëáõ�ã
å¨ç[âzñ�å¸é�ì� ø��åxå�ë�ã
â���åxß®ñ�åxäáå¦áâ�î�èxé2äè-ö âxáâ¨ç-åxæ£ík� w ��ä�ã ê®ã�÷ é2è-æ�ðåzñ�è-æ � ã
ôxå [nτ, (n+1)τ ]

ý
n = 0, . . .N−1

ý
Nτ = T > 0

õ-ëåxæ£åxääè-ôxèÏßëè-æ£å¨÷[ì#ç-ê®ã
[0, T ]

z
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∂ρ

∂t
= 0,

1

2
ρ
∂vi

∂t
+

∂p

∂xi

= µ4vi +
1

3
µ
∂

∂xi

(
∂v1

∂x1
+
∂v2

∂x2

)
, i = 1, 2,

1

2
ρ
∂E

∂t
+
∂(pv1)

∂x1

+
∂(pv2)

∂x2

=
∂

∂x1

{
−2

3
µ

(
∂v1

∂x1

+
∂v2

∂x2

)
v1 + µ

(
∂v2

∂x1

+
∂v1

∂x2

)
v2+

+ µ
∂

∂x1
(B J + v2

1)

}
+

∂

∂x2

{
−2

3
µ

(
∂v1

∂x1
+
∂v2

∂x2

)
v2 + µ

(
∂v2

∂x1
+
∂v1

∂x2

)
v1 +

+ µ
∂

∂x2

(B J + v2
2)

}
,

nτ < t ≤ nτ +
1

2
τ ;

(71)





1

2

∂ρ

∂t
+ v1

∂ρ

∂x1
+ v2

∂ρ

∂x2
+ ρ(t)

[
∂v1

∂x1
(t− 1

2
τ) +

∂v2

∂x2
(t− 1

2
τ)

]
= 0,

1

2

∂vi

∂t
+ v1

∂vi

∂x1

+ v2
∂vi

∂x2

= 0, i = 1, 2,

1

2

∂E

∂t
+ v1

∂E

∂x1
+ v2

∂E

∂x2
= 0, nτ +

1

2
τ < t ≤ nτ + τ.

(72)

¡ í ßè-ê®ã�÷ åxæ¹ý#ï%ç-è!èxé2äè-ß�ã
ë�ã
æ£å¨ç-ëáïåxâxê#è-åÈâxåxæ£åxöâ¨ç-õ-è�ëå � åxäáö (vτ , ρτ , θτ )
âxáâ¨ç-åxæ

(71)
ý
(72)� âÓç-åxæ£á�á®ñ�á�áäí¹æ£á�ä�ãÉï�ãÒñ�ò-äí¹æ£á�á ôxë�ã
äáïäí¹æ£á�ì-âzñ�è-õ-á%ùæ£á��!ßëá

τ → 0
â�î�èxé2á%ç-â°ù õ � ê®ãÒøñ�åÓßëè-â¨ç-ë�ã
äâ¨ç-õ¢�M	 £�	,��è-ú-è�ñ�åxõ�ã�� é2è-ß%ì-âxê®ã����á®î�õ�ñ�èÉ÷ åxäáåÓõpê®ñ2ã
âxâÓäåxßëåxëí¹õ-äí�î��Èì®äêðáö��ê�ç-è-ïäè-æ�ì]ëå � åxäá�9ä�ãÉï�ãÒñ�ò-äè�ø»êë�ã
åxõ-è-ö�óÉãÉé+ãÉïá�é�ñ�ù áâ�î�èxé2äè-ö âxáâ¨ç-åxæ£í � w �2	¦ÞMç-è-ïäè-æ ëåzø

� åxäááaã
ßëáè-ëáNäåÂé2åzñ2ã
å¨ç-â°ù äáê®ã
êá®î ßëå¸é2ßè�ñ�èÉ÷ åxäáö¡ý�ãÓâzñ�å¸é2è-õ�ã�ç-åzñ�ò-äèý�é+ã
ääí¹ö ãÒñ�ôxè-ëá%ç-æùõ�ñ�ùå¨ç-â°ùÏèxé2äè-õ-ëåxæ£åxääè!ê#è-äâ¨ç-ë%ì®ê%ç-áõ-äí¹æ�æ£å¨ç-èxé2è-æ é2è-ê®ã�óÉã�ç-åzñ�ò-â¨ç-õ�ã!ç-åxè-ëåxæ£í â¨ì���åxâ¨ç-õ-è-õ�ã
äá%ùê®ñ2ã
âxâxáïåxâxê#è-ôxèÓëå � åxäá%ù�âxè-è
ç-õ-å¨ç-â¨ç-õ
ì����åxöpóÉãÉé+ãÉïá�	��î�èxé2áæ£è-â¨ç-ò â�î�åxæ£í ë�ã
â���åxß®ñ�åxäá%ù
(71)

ý
(72)

õ ë�ã
âxâxæ�ã�ç-ëáõ�ã
åxæ£í�î¤�Èì®äêðáè-ä�ãÒñ�ò-äí�î�ßëè�øâ¨ç-ë�ã
äâ¨ç-õ�ãÒî+ý�ãÂó¼ä�ãÉïá%çÒýáÓâ¨ì���åxâ¨ç-õ-è-õ�ã
äáåsâxá®ñ�ò-äè-ôxè�ëå � åxäá%ùÝáâ�î�èxé2äè-öËóÉãÉé+ãÉïáÓì-â¨ç�ã
äè-õ�ñ�åxäí�'²õæ�ãÒñ�è-æ�(!ßèËõ-ëåxæ£åxäáNõÓç-è-ægâxæ£í¹âzñ�å
ý�ï%ç-è[é�ñ�áä�ãÓõ-ëåxæ£åxääè-ôxèÝßëè-æ£å¨÷[ì#ç-ê®ãÓóÉã
õ-áâxá%çÝè
ç[é+ã
ääí�îóÉãÉé+ãÉïá�	 ¡ èÉ÷ÏäèÈì#ç-õ-åxë�÷ é+ã�ç-òý®ï%ç-è!ä�ãsßëè-á%ó¼õ-è�ñ�ò-äè-æ ßëè-æ£å¨÷[ì#ç-ê#ånõ-ëåxæ£åxäát�¨ç-è
çs�Âã
ê%çÒý#õ-è-è-ú���åôxè-õ-è-ë�ù¡ý*äåxâxßë�ã
õ-å¸é�ñ�áõNßè�ßëáïáäåÏç-è-ôxèý�ï%ç-èÝé�ñ�ùaì®ë�ã
õ-äåxäáöAõ
ù%ó¼ê#è-öAâ°÷Ïáæ�ã
åxæ£è-öa÷Ïá#é2ê#è-â¨ç-áâ[é2õ
ì®æ�ù�á ç-ëåxæ�ù�ßëè-â¨ç-ë�ã
äâ¨ç-õ-åxääí¹æ£á ßåxëåxæ£åxääí¹æ£á�'²âxá®ñ�ò-äè-å2(Óëå � åxäáå ä�ãNßëè-á%ó¼õ-è�ñ�ò-äè-æê#è-äåxïäè-æAõ-ëåxæ£åxääè-æ ßëè-æ£å¨÷[ì#ç-ê#ånäå â¨ì���åxâ¨ç-õ
ì-å¨çu� õsè
ç¼ñ�áïáånè
çÂèxé2äè-æ£åxëäí�îÏæ£èxé2åzñ�åxö���é+ã�÷ åõ ç-è-æ]âzñ�ì®ï�ã
å
ý�ê#è-ô é+ã�ä�ãÉï�ãÒñ�ò-äí¹åàé+ã
ääí¹åÂâxê#è�ñ�ò�ì®ôxèxé2äè[ô�ñ2ãÉé2êáåÏû¶ü?¥�ÿ
	
� ñ�ùpâxáâ¨ç-åxæ£í�� w �¹ú
ì¼é2åxægá%óxì®ï�ã�ç-òÝâ�î�èxé2áæ£è-â¨ç-òÝëå � åxäáö ë�ã
â���åxß®ñ�åxääè-öaâxáâ¨ç-åxæ£í (71)

ý
(72)õ�âzñ�å¸é�ì����á®îpâzñ�ì®ï�ã�ù®î¦	

§b¨m©�ª Ú ª�«�ª¬¯®b° Ü
��âxáâ¨ç-åxæ£å±� w �zý��{�x��ßëáâxè-å¸é2áäáæ ä�ãÉï�ãÒñ�ò-äí¹åÈì-âzñ�è-õ-á%ù

v|t=0 = v0(x), ρ|t=0 = ρ0(x), θ|t=0 = θ0(x), x ∈ R2,
�{�x�

ßëå¸é2ßè�ñ2ã
ôzã�ù¡ý
ï%ç-è
ρ0

á
θ0 ~ â¨ç-ëè-ôxèÈßè�ñ�èÉ÷Ïá%ç-åzñ�ò-äí¹å¦è-ôxë�ã
äáïåxääí¹å��Èì®äêðáá�	y�Èëè-æ£å�ç-è-ôxèý�ä�ãÒøï�ãÒñ�ò-äí¹åb�Èì®äêðáá

v0(x)
ý
ρ0

ý
θ0
ßëå¸é2ßè�ñ2ã
ôzã�Ðç-â°ùNßåxëáèxé2áïåxâxêáæ£á�� âså¸é2áäáïäí¹æ ßåxëáèxé2è-æ^�ßè�ê®ã�÷ é2è-öÝßëè-â¨ç-ë�ã
äâ¨ç-õ-åxääè-öNßåxëåxæ£åxääè-ö

xi
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²�¨´³¶µ Ù °·ª ÛÝÛ ª!¸º¹�ª Ú ª�«�ª
�»�¨ç-è-æ âzñ�ì®ï�ã
åÂõ�ðá®ñ�áä#é2ëå

QT = Ω × (0, T ), T > 0, Ω = {x = (x1, x2) : 0 < xi < 1, i = 1, 2}á���å¨ç-â°ùpëå � åxäáå (v, ρ, θ)
âxáâ¨ç-åxæ£í¼� w �zý[�{�x�zý%ì¼é2è-õ�ñ�å¨ç-õ-è-ë�ù����åxå!ä�ãÉï�ãÒñ�ò-äí¹æ�ì-âzñ�è-õ-á%ùæ

v|t=0 = v0(x), ρ|t=0 = ρ0(x), θ|t=0 = θ0(x), x ∈ Ω,

0 < m ≤ ρ0(x), θ0(x) ≤M <∞, m,M = const,
� V �

á ôxë�ã
äáïäí¹æ]ì-âzñ�è-õ-á%ùæ
v · n|∂Ω = 0, σ|∂Ω = 0,

∂θ

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,

σ =
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2
= rot v,

�²ü?¥x�
n ~ õ-åxê%ç-è-ë õ-äå � äåxö�äè-ëæ�ãÒñ�á ê ôxë�ã
äáðå ∂Ω è-ú�ñ2ã
â¨ç-á

Ω
	

�Èè-âxê#è�ñ�ò-ê%ì�é�ñ�ùNé2è-ê®ã�óÉã�ç-åzñ�ò-â¨ç-õ�ã�â�î�èxé2áæ£è-â¨ç-á õ ë�ã
âxâxæ�ã�ç-ëáõ�ã
åxæ£í�îAßëè-â¨ç-ë�ã
äâ¨ç-õ�ãÒî æ£èÉ÷Ïäèßè�ñ�ò
ó¼è-õ�ã�ç-ò-â°ùsñ�nú-è-öb�xêõ-áõ�ãÒñ�åxä%ç-äè-ö!óÉã
ßáâxòy�âxáâ¨ç-åxæpì®ë�ã
õ-äåxäáö�ä�ã�é2ëè-ú-äí�î � ã
ôzãÒî+ý�õ-í¹ú-áë�ã�ùõnê®ãÉïåxâ¨ç-õ-å¹è-âxäè-õ-äí�î�áâxê#è-æ£í�î��Èì®äêðáö õ-åzñ�áïáäí
(v, Q, ω), Q = ln ρ, ω = ln θ

ý�ßåxëåxßá � åxæë�ã
â���åxß®ñ�åxää%ì�7âxáâ¨ç-åxæ�ì
(71)

ý
(72)

õ�õ-á#é2å




∂Q

∂t
= 0,

1

2
a(ω)

∂vi

∂t
+R

∂ω

∂xi

+R
∂Q

∂xi

= b(Q, ω)Li(v), i = 1, 2,

1

2
cv
∂ω

∂t
+R div v = b(Q, ω)

[
κ1 div

(
d(ω)∇ω

)
−

−2

3
µ (div v)2 + 2µD(v) : D(v)

]
,

Li(v) = µ∆vi +
1

3
µ

∂

∂xi

(div v),

D(v) : D(v) =
∑

i,j

Di,j(v)Di,j(v), Di,j(v) =
1

2

(
∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

)
,

a(ω) = exp(−ω), d(ω) = exp(ω), b(Q, ω) = exp(−ω −Q),

nτ < t ≤ nτ +
1

2
τ ;

(111)





1

2

∂Q

∂t
+ (v · ∇)Q + div v(t− 1

2
τ) = 0,

1

2

∂vi

∂t
+ (v · ∇)vi = 0, i = 1, 2,

1

2

∂ω

∂t
+ (v · ∇)ω = 0,

nτ +
1

2
τ < t ≤ nτ + τ.

(112)



WYX[Z!\^]�_�Za`�_bX,ca\ed!fb\eg�h�ikj�fbiml,`�_Knog�\eg�h�paq�_sr[W�n!W�p�jth�g!_!]uh�v�h VyV

& ã
ê�ê®ã
ê�ë�ã
â���åxß®ñ�åxää�ã�ù óÉãÉé+ãÉï�ã é2è-â¨ç�ã
õ�ñ�ùå¨çsßëáú�ñ�á%÷ åxääè-å¦ëå � åxäáå¹áâ�î�èxé2äè-ö¡ý�ß�ã
ë�ãÒññ�åzñ�ò�øäè�âsâxáâ¨ç-åxæ£è-ö
(11i)

ý
i = 1, 2,

ë�ã
âxâxæ£è
ç-ëáæ åxåàñ�áäå¼ã
ëá%ó¼è-õ�ã
ääí¹ö�õ�ßëå¸é2åzñ2ãÒî ê®ã�÷ é2è-ôxè�ë�ã
âxïå¨ç�øäè-ôxè � ã
ôzã [nτ, nτ + τ ]
õ�ã
ëá�ã
ä%ç�z





∂Q

∂t
= 0,

1

2
an ∂vi

∂t
+R

∂ω

∂xi

+R
∂Q

∂xi

= bn Li(v), i = 1, 2,

1

2
cv
∂ω

∂t
+R div v = bn [κ1 div (dn∇ω) −

− 2

3
µ (div v n)(div v) + 2µD(vn) : D(v)

]
,

an = a(ωn), dn = d(ωn), bn = b(Qn, ωn), ωn = ω
∣∣
t=nτ

,

nτ < t ≤ nτ +
1

2
τ ;

(121)






1

2

∂Q

∂t
+ (v n+ 1

2 · ∇)Q + div v(t− 1

2
τ) = 0,

1

2

∂vi

∂t
+ (v n+ 1

2 · ∇)vi = 0, i = 1, 2,

1

2

∂ω

∂t
+ (v n+ 1

2 · ∇)ω = 0,

nτ +
1

2
τ < t ≤ nτ + τ.

(122)

½ âzñ�áaë�ã
âxâxæ�ã�ç-ëáõ�ã
å¨ç-â°ùaóÉãÉé+ãÉï�ã±�Èè � á¾�{�x�zý2ç-èÝê âxáâ¨ç-åxæ�ã
æ (11i)
ý
i = 1, 2,

á
(12i)

ý
i = 1, 2,ßëáâxè-å¸é2áä%ùåxæ ä�ãÉï�ãÒñ�ò-äí¹åsì-âzñ�è-õ-á%ù

vτ

∣∣∣
t=0

= v0(x), Qτ

∣∣∣
t=0

= Q0(x), ωτ

∣∣∣
t=0

= ω0(x), x ∈ R2,

Q0(x) = ln ρ0(x), ω0(x) = ln θ0(x),
�²ü?�x�

ãpõNê®ãÉïåxâ¨ç-õ-åÝä�ãÉï�ãÒñ�ò-äí�î��Èì®äêðáöAé�ñ�ù ê®ã�÷ é2è-ö è
çxé2åzñ�ò-äè-ö�âxáâ¨ç-åxæ£í
(11i)

á®ñ�á
(12i)

ú-åxë%ì#ç�øâ°ù¿�Èì®äêðáá¡ý¡ßè�ñ�ì®ïåxääí¹å�õÓëå¨óxìÉñ�òÉç�ã�ç-å[ëå � åxäá%ù âxè-è
ç-õ-å¨ç-â¨ç-õ
ì����åxö óÉãÉé+ãÉïáNä�ãÓßëå¸é2í.é�ì���åxæé2ëè-ú-äè-æ � ã
ôxå�	� âzñ�ì®ï�ã
å!âxæ£å � ã
ääè-öpóÉãÉé+ãÉïá��²ü?¥x�¹ê�âxáâ¨ç-åxæ�ã
æ (11i)
ý
(12i)

ý
i = 1, 2,

ßëáâxè-å¸é2áä%ùåxægâzñ�å¸é�ì�ø
���áåÂä�ãÉï�ãÒñ�ò-äí¹åsá ôxë�ã
äáïäí¹åsì-âzñ�è-õ-á%ù�z

vτ

∣∣∣
t=0

= v0(x), Qτ

∣∣∣
t=0

= Q0(x), ωτ

∣∣∣
t=0

= ω0(x), x ∈ Ω;
�²ü5���

vτ · n
∣∣∣
∂Ω

= 0, στ

∣∣∣
∂Ω

= 0, στ =
∂v2τ

∂x1

− ∂v1τ

∂x2

,
∂ωτ

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0.
�²ü w �

À ã
â���åxß®ñ�åxää%ì��óÉãÉé+ãÉï%ì
(111)

á
(112)

ý��²ü?�x�!ä�ã�ó¼è-õ-åxæ é�ñ�ù�êë�ã�ç-ê#è-â¨ç-á óÉãÉé+ãÉïåxö
Cτ

�
(121)

á
(122)

ý¦�²ü?�x� ~ óÉãÉé+ãÉïåxö 0

Cτ

�
(111)

á
(112)

ý¦�²ü5��� ~ óÉãÉé+ãÉïåxö Dτ

�
(121)

á
(122)

ý¦�²ü5��� ~ óÉãÉé+ãÉïåxö 0

Dτ
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Át¨ÃÂÅÄ%Æ Ü ®bÆ Û%Ç^Ù ®bÈ Ù¹Û%ÉÝÜ Æ�ªbÊ Ë Ù Ä�Ì Ù¹ÛÝÛ%ÇÎÍ ¹�ª Ú ª�«
Ï åxëå¨ó

H l(Ω)
ý
l ≥ 0 ~ ðåzñ�è-å
ýì-âzñ�è-õ-áæ£â°ù è-ú-è
ó¼ä�ãÉï�ã�ç-ò�ôxá®ñ�ò-ú-åxë%ç-è-õ-è[ßëè-â¨ç-ë�ã
äâ¨ç-õ-èý�ßè�ñ�ì®ïåxääè-åóÉã
æ£í¹ê®ã
äáåxæ�æ£äèÉ÷ åxâ¨ç-õ�ãpú-åxâxê#è-äåxïäè�é2á����såxëåxäðáë%ì-åxæ£í�î�ä�ã�õ-âxåxö ß®ñ�è-âxê#è-â¨ç-á�áAßåxëáèxé2áïåzøâxêá®îÐ� ânå¸é2áäáïäí¹æ�ßåxëáèxé2è-æ^��ßè�ê®ã�÷ é2è-öÓßåxëåxæ£åxääè-ö

xi

ý
i = 1, 2

ý#âxê®ãÒñ�ùëäí�î±�Èì®äêðáöËá®ñ�áõ-åxê%ç-è-ë®ø;�Èì®äêðáö�ßè[äè-ëæ£å

||f ||l,2 = ||f ||W l,2 =




∑

|α|≤l

∫

Ω

|Dαf |2dx





1

2

.

À ã
âxâxæ£è
ç-ëáæ ç�ã
ê%÷ åÐâzñ�å¸é�ì����áåàæ£äèÉ÷ åxâ¨ç-õ�ã
C l

∗(Ω)
á
F l
∗(Ω)

é2è-â¨ç�ã�ç-è-ïäè�ô�ñ2ãÉé2êá®îÏõÂè-ú�ñ2ã
â¨ç-á
Ω
�Èì®äêðáö�z

C l
∗(Ω) =

{
u = (u1, u2) ∈ C l(Ω) :

∂2pui

∂x2p
i

∣∣∣∣
xi=0,1

= 0, p = 0, . . . ,

[
l

2

]
,

∂2q+1ui

∂x2q+1
j

∣∣∣∣∣
xj=0,1

= 0, j 6= i, q = 0, . . . ,

[
l − 1

2

]
, i, j = 1, 2



 ,

F l
∗(Ω) =



ϕ ∈ C l(Ω) :

∂2q+1ϕ

∂x2q+1
j

∣∣∣∣∣
xj=0,1

= 0, q = 0, . . . ,

[
l − 1

2

]
, j = 1, 2



 .

Þàú-è
ó¼ä�ãÉïáæAïåxëå¨ó
V l(Ω)

á
F l(Ω)

ßëè-â¨ç-ë�ã
äâ¨ç-õ�ã%ý®ßè�ñ�ì®ïåxääí¹ånóÉã
æ£í¹ê®ã
äáåxæ�ßèÂäè-ëæ£å!�M	 £�	���è�øú-è�ñ�åxõ�ã õ
W l,2(Ω)

æ£äèÉ÷ åxâ¨ç-õ
C l

∗(Ω)
á
F l
∗(Ω)

âxè-è
ç-õ-å¨ç-â¨ç-õ-åxääè�	
À å � åxäá%ù {vτ (t), Qτ (t), ωτ (t)}

ë�ã
â���åxß®ñ�åxääí�îÂóÉãÉé+ãÉï ◦

Cτ

á
Cτ

á��!ì#ç-â°ù!õ ê®ñ2ã
âxâxå
C

(
0, T ; Hl(Ω)

) ý
Ñ ëå � åxäá%ù�õ-âxßè-æ£è-ôzã�ç-åzñ�ò-äí�î óÉãÉé+ãÉï ◦

Dτ

á
Dτ ~ õ��Èì®äêðáè-ä�ãÒñ�ò-äí�î�ßëè-â¨ç-ë�ã
äâ¨ç-õ�ãÒî

C
(
0, T ; Vl(Ω) × Fl(Ω) × Fl(Ω)

)
. Ò

� âxè-è
ç-õ-å¨ç-â¨ç-õ-ááNâ��¨ç-áæ�ì-âzñ�è-õ-áæ£â°ù�ßèxé2ë�ã�óxì®æ£åxõ�ã�ç-òý2ï%ç-è
Yl(Ω) = Hl(Ω), Xl(Ω),= Hl(Ω),

ç3	PÓ�	�õ��¨ç-è-æ]âzñ�ì®ï�ã
åÂëåxïò[á#é2å¨çÏè�óÉãÉé+ãÉïåb�Èè � á á
Yl(Ω) = Vl(Ω), Xl(Ω) = Fl(Ω)

~ õ�âzñ�ì®ï�ã
åÂâxæ£å � ã
ääè-ö óÉãÉé+ãÉïá¢� V �zý��²ü?¥x�2	�Èè�ñ�èÉ÷Ïáæ�ç�ã
ê%÷ åné�ñ�ù êë�ã�ç-ê#è-â¨ç-á�óÉã
ßáâxá
Bl(Ω) = Yl(Ω) × Xl(Ω) × Xl(Ω).

��í¹õ-èxé�ã
ßëáè-ëäí�î è-ðåxäè-ê ë�ã
â���åxß®ñ�åxääí�îaóÉãÉé+ãÉï õ-í¹ô�ñ�ù#é2á%ç�ú-è�ñ�åxå ßëè
ó¼ë�ãÉïäí¹æ¹ý*åxâzñ�áaè-ú�øë�ã�ç-á%ç-ò-â°ù�âxä�ãÉï�ãÒñ2ã�ê æ£èxé2åzñ�ò-äí¹æ âxá%ç
ì�ã
ðá%ùæ�	
Ô�Õ[Ö F3<;H�<0:.<B+313<�L2+313×B@�/2F3@ Ö +37�>�Ø,45+3G3Ù313@�+.L�:.=�+37�> Ö F3@�-0/2F.L2+.-0/26MHyL2+3+3@�AB@!/21 Ö L!O�@NÚ�+3@!+.L2C3/21�Q�+.L Ö F31.O�<BF�Q�6Û Ü�Ü0Ý U
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À ã
âxâxæ£è
ç-ëáæ ä�ã äåxê#è
ç-è-ëè-æ ßëè-æ£å¨÷[ì#ç-ê#å

[t◦, t∗]
âxáâ¨ç-åxæ�ì õ-á#é+ã

(121)
z





∂Q

∂t
= 0,

1

2

∂v

∂t
+ α(x)∇(Q+ ω) = β(x)L(v),

1

2

∂ω

∂t
+

1

cv
R divv = M(ω,v),

L(v) =
(
L1(v), L2(v)

)
,

M(ω,v) = δ(x)
[
κ1 div

(
d(x)∇ω

)
− 2

3
µ
(
divu(x)

)(
divv

)
+ 2µD(u) : D(v)

]
,

�²ü?�x�

ê#èy�����sáðáåxä%ç-í ê#è
ç-è-ëè-ö áæ£å�ÐçÏõ-á#é
α(x) = exp (ω̃(x)) , β(x) = exp

(
−Q̃(x)

)
,

δ(x) =
1

cv
exp

(
−ω̃(x) − Q̃(x)

)
, d(x) = α(x).

�²ü3�y�
}�é2åxâxò

ω̃(x), Q̃(x), u(x) ~ �Èì®äêðáá á%óÓßëè-â¨ç-ë�ã
äâ¨ç-õ
Xl(Ω)

ý
Xl(Ω)

ý
Yl(Ω)

ý
l ≥ 3

ý�âxè-è
ç-õ-å¨ç�øâ¨ç-õ-åxääèý�ê#è
ç-è-ëí¹åÂâxïá%ç�ã
åxæ]óÉãÉé+ã
ääí¹æ£á�	
À ã
âxßëå¸é2åzñ�åxäáå áâxê#è-æ£í�îu�Èì®äêðáö

v
ý
Q
ý
ω
õ[ä�ãÉï�ãÒñ�ò-äí¹ö�æ£è-æ£åxä%çÓõ-ëåxæ£åxäá

t = t◦
ßëå¸é2ßè�øñ2ã
ôzã
åxæ]á%ó¼õ-åxâ¨ç-äí¹æ�z

v(t◦) = v◦, Q(t◦) = Q◦, ω(t◦) = ω◦,
�²ü?�x�

ßëáïåxæ
v◦ ∈ Yl(Ω), Q◦, ω◦ ∈ Xl(Ω), l ≥ 3.Þ âzñ�è-õ-á%ùt�{�x�2át�²ü?�x�2è-ú-åxâxßåxïáõ�ã�ÐçÐâ¨ì���åxâ¨ç-õ-è-õ�ã
äáå�å¸é2áäâ¨ç-õ-åxääè-ôxènëå � åxäá%ù {v(t), Q(t), ω(t)}âxáâ¨ç-åxæ£í�ì®ë�ã
õ-äåxäáö��²ü?�x��õK�Èì®äêðáè-ä�ãÒñ�ò-äè-æNßëè-â¨ç-ë�ã
äâ¨ç-õ-å

C
(
t◦, t∗;B

l(Ω)
) ý�ßèy�¨ç-è-æ�ì!õ-âxå�âzñ�åzøé�ì����áåÂäá%÷ åsõ-í¹ê®ñ2ãÉé2êá ßëè-õ-èxé�ù%ç-â°ù�õ��¨ç-è-æ ßëå¸é2ßè�ñ�èÉ÷ åxäáá�	Þnç-æ£å¨ç-áæ äåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ�ã,ß

(
β L(v),v

)

0,2
≤ −µ inf

Ω̄
β(x) | ∇v(t) |20,2 −

1

3
µ inf

Ω̄
β(x) | divv |20,2 +

+µ | ∇β |0,∞|v(t) |0,2

(
| ∇v(t) |0,2 + | divv(t) |0,2);

�²ü V �

(M(ω,v), ω)0,2 ≤ −κ1
1

cv
inf
Ω̄
β(x) | ∇ω(t) |20,2 + κ1 | ∇δ |0,∞|ω(t) |0,2| ∇ω(t) |0,2 +

+
2

3
µ | divu |0,∞|ω(t) |0,2| divv(t) |0,2 + 2µ | ∇u |0,∞|ω(t) |0,2| ∇v(t) |0,2.

� þ�¥x�
�Èëè-æ£åÈç-è-ôxèý�ßëá

l ≥ 3
âxßë�ã
õ-å¸é�ñ�áõ-íeäåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ�ã

(
β L(v),v

)

l,2
≤ −µ inf

Ω̄
β(x) ‖∇v(t) ‖2

l,2 + µc1 ‖ β ‖l,2‖v(t) ‖2
l,2 +

+ µc1 ‖ β ‖3,2‖v(t) ‖l,2 (‖∇v(t) ‖l,2 + ‖ divv(t) ‖l,2) −
1

3
µ inf

Ω̄
β(x) ‖ divv(t) ‖2

l,2;
� þ®ü3�

à
( , )l,2, 1 ‖ ‖l,2 á -0@�@�/26�<B/�-0/26�<B+3+3@�-0G?L�:3I3F3+3@�< Ö F3@�13×B6�<;H�<B+313<,1K+3@�F.O�L 6 W l,2(Ω) U
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(
M(ω,v), ω

)
l,2

≤ −κ1
1

cv
inf
Ω̄
β(x) ‖∇ω(t) ‖2

l,2 + L1 ‖ω(t) ‖l,2‖∇ω(t) ‖l,2 +

+ L2 ‖ω(t) ‖l,2‖ divv(t) ‖l,2 + L2 ‖ω(t) ‖l,2‖∇v(t) ‖l,2 + L2 ‖v(t) ‖l,2‖∇ω(t) ‖l,2,
� þ-þy�

ô é2å
L1 = c1

(
κ1‖ δ ‖l,2 + ‖ d ‖l,2 + ‖ δ ‖l,2‖ d ‖l,2

)
, L2 = µc1 ‖u ‖l,2;

∣∣∣
(
α∇(Q+ ω),v

)
l,2

∣∣∣ ≤ c1 ‖α ‖l,2

(
‖ω(t) ‖l,2 + ‖Q(t) ‖l,2

)
‖ divv(t) ‖l,2 +

+c1 ‖α ‖l,2

(
‖ω(t) ‖l,2 + ‖Q(t) ‖l,2

)
‖v(t) ‖l,2.

� þ��x�
�Èè-â¨ç-èÉùää�ã�ù

c1
õu� þ®ü3�
â�� þ��x��óÉã
õ-áâxá%çÒý�õ-è-è-ú���åÈôxè-õ-è-ë�ù¡ý�è
ç[è-ú�ñ2ã
â¨ç-á

Ω
	 � ãÒñ�åxå
ý�ßè-âxê#è�ñ�ò-ê%ì

inf
Ω̄
β(x) ≥ ψ1

(
| Q̃ |0,∞

)
, ψ1(ζ) = exp(−ζ), ζ ≥ 0,

ã�ç�ã
ê%÷ åÂõ�âxá®ñ�ìËç-åxè-ëåxæ]õ�ñ�èÉ÷ åxäá%ù á è-ðåxäêá â¨ì®ßåxëßè
ó¼áðáö û¶üÒþ®ý¡ü?��ÿ
‖α ‖l,2, ‖ δ ‖l,2, ‖ d ‖l,2 ≤ ψ2

(
‖ Q̃ ‖l,2, ‖ ω̃ ‖l,2

)
, ã

ô é2å
ψ2 ~ á%ó¼õ-åxâ¨ç-ä�ã�ù�äåxè
ç-ëáð�ã�ç-åzñ�ò-ä�ã�ù ñ�è-ê®ãÒñ�ò-äèpè-ôxë�ã
äáïåxää�ã�ù��Èì®äêðá%ù¡ý�á%ó��²ü V �
â�� þ��x� é�ñ�ùëå � åxäá%ù óÉãÉé+ãÉïá¢�²ü?�x�
â��²ü?�x�.õ-í¦ç-åxê®ã
å¨çÓâzñ�å¸é�ì����åxå�äåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ-è�z

‖Z(t) ‖2
l,2 + ψ3

(
| Q̃ |0,∞

) t∫

t◦

(
‖∇v(s) ‖2

l,2 + ‖ divv(s) ‖2
l,2 + ‖∇ω(s) ‖2

l,2

)
ds ≤

≤ ‖Z(t◦) ‖2
l,2 + ψ4

(
‖ Z̃ ‖l,2

) t∫

t◦

‖Z(s) ‖2
l,2 ds,

� þ.���

Z(t) = {v(t), Q(t), ω(t)}, Z̃ = {ũ, Q̃, ω̃}.� ñ�ù�ëå � åxäá%ù Z(t) = {v(t), Q(t), ω(t)} ∈ C
(
t◦, t∗; Bl(Ω)

) ý
l ≥ 3

ý-âxáâ¨ç-åxæ£í]ì®ë�ã
õ-äåxäáöÏõ-á#é+ã
(122)

z




1

2

∂Q

∂t
+ (u · ∇)Q + divv

(
t− 1

2
τ

)
= 0,

1

2

∂v

∂t
+ (u · ∇)v = 0,

1

2

∂ω

∂t
+ (u · ∇)ω = 0, t◦ ≤ t ≤ t∗,

� þ w �

� õÓê#è
ç-è-ëè-ö
u ∈ Yl(Ω)

ý
l ≥ 3

ý ~ óÉãÉé+ã
ää�ã�ù��Èì®äêðá%ù¡ý¡äå!óÉã
õ-áâ°ù�� ã�ùNè
ç
t
�Ðáæ£åxå¨çÝæ£åxâ¨ç-èÝäåxë�ãÒøõ-åxäâ¨ç-õ-è

‖Z(t) ‖2
l,2 ≤ ‖Z(t◦) ‖2

l,2 + ε2

t− 1

2
τ∫

t◦

‖ divv(s) ‖2
l,2 ds+ c1(1 + ε−2) ‖u ‖l,2

t∫

t◦

‖Z(s) ‖2
l,2

� þ��x�
�
ε > 0 ~ ßëè-á%ó¼õ-è�ñ�ò-äè-åsïáâzñ�è��2	äxå -;:.@�6�1.O�-
I^@�E�@�×B+.LN8.L2/2=983<BF3<B× ψi F.L2×0:.1383+379<¦13×B6�<P-0/2+379<�:.@�G?L�:.=�+3@�@�ABF.L2+31383<B+3+379<�Ø,45+3G3Ù3131�QN+3<�@�AB@�6�L2F3136�L�Iæ /2@oG?L�Ú H�79CKF.L2×,@�-0@�E�@.U



WYX[Z!\^]�_�Za`�_bX,ca\ed!fb\eg�h�ikj�fbiml,`�_Knog�\eg�h�paq�_sr[W�n!W�p�jth�g!_!]uh�v�h ü?¥y�
Þàú-ë�ã�ç-áæ£â°ù ç-åxßåxëò�ê óÉãÉé+ãÉï�ã
æ ◦

Cτ

á ◦

Dτ

	o�Èè�ñ2ã
ôzã�ù õç�²ü?�x�
â��²ü?�x�
t◦ = nτ

ý
t∗ = nτ +

1

2
τ
ý

ω̃ = ωn
ý
Q̃ = Qn

ý
u = vn

ý
v◦ = vn

ý
Q◦ = Qn

ý
ω◦ = ωn

ý
α = R/an

ý
β = bn/an

ý
δ = bn/cv�|èxæ�	��sè-ëæ�ìÉñ�í

(111)
á

(121))
ý�é�ñ�ùAëå � åxäáö Zτ (t) = {vτ (t), Qτ (t), ωτ (t)}

âxáâ¨ç-åxæ£í
(121)

âxè�øô�ñ2ã
âxäè�� þ.����ßè�ñ�ì®ï�ã
åxæ äåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ-è

‖Zτ (t) ‖2
l,2 + ψ3

(
| Q̃n|0,∞

) t∫

nτ

(
‖∇vτ (s) ‖2

l,2 + ‖ divvτ (s) ‖2
l,2 + ‖∇ωτ (s) ‖2

l,2

)
ds ≤

≤ ‖Zn
τ ‖2

l,2 + ψ4 (‖Zn
τ ‖l,2)

t∫

nτ

‖Zτ(s) ‖2
l,2 ds;

� þy�y�

nτ ≤ t ≤ nτ +
1

2
τ, l ≥ 3.

� ó�� þy�y��áÝäåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ�ãt��ëè-ä%ì-è�ññ2ã%ý�õ�ï�ã
â¨ç-äè-â¨ç-á¡ý2âzñ�å¸é�ì-å¨çÓè-ðåxäê®ã
‖Zτ (t) ‖2

l,2 ≤ ‖Zn
τ ‖2

l,2 exp

{
ψ4

(
‖Zn

τ ‖l,2

)τ
2

}
, nτ ≤ t ≤ nτ +

1

2
τ, l ≥ 3.

� þ��x�
�Èè�ñ2ã
ôzã�ùÝõ�� þ w �zý�� þ��x�

u = v n+ 1

2 , ε2 =
1

2
ψ

(
|Qn

τ |0,∞)á�ßëáäáæ�ã�ù�õ-è[õ-äáæ�ã
äáå!è-ðåxäê%ì¢� þ��x�zý®é�ñ�ù�ëå � åxäáö Zτ = {vτ , Qτ , ωτ}
âxáâ¨ç-åxæ£í

(122)
ßè�ñ�ì�øï�ã
åxæ]äåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ-è

‖Zτ(t) ‖2
l,2 ≤ ‖Zn+ 1

2 ‖2
l,2 +

1

2
ψ3 (|Qn

τ |0,∞)

t− 1

2
τ∫

nτ

‖ divvτ (s) ‖2
l,2 ds+

+ψ5

(
‖Zn

τ ‖l,2

)
t∫

nτ+ 1

2
τ

‖Zτ(s) ‖2
l,2 ds,

� þ V �

nτ +
1

2
τ ≤ t ≤ nτ + τ.

� ó�� þ V �.õ-í¦ç-åxê®ã�ÐçÓäåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ�ã
‖Zτ(t) ‖2

l,2 ≤ ‖Zn+ 1

2

τ ‖2
l,2 exp

{
ψ5 (‖Zn

τ ‖l,2)
τ

2

}
, nτ +

1

2
τ ≤ t ≤ nτ + τ.

�{�y¥x�
& ã
êáæ è-ú-ë�ã�ó¼è-æ¹ý#á%ó�� þ��x��á¿� þ V ��âzñ�å¸é�ì-å¨çÒý%ï%ç-è�ä�ãsßëè-æ£å¨÷[ì#ç-ê#å

nτ ≤ t ≤ nτ + τ
âxßë�ã
õ-å¸é�ñ�áõ-èäåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ-è

‖Zτ(t) ‖l,2 ≤ ‖Zn
τ ‖l,2 exp

{
ψ6

(
‖Zn

τ ‖l,2

)
τ

}
, n = 0, . . . , N − 1.

�{�%ü3�
��è-è
ç-äè � åxäá%ù¾�{�%ü3� ßè
ó¼õ-è�ñ�ù�ÐçÓì#ç-õ-åxë�÷ é+ã�ç-òËâ¨ì���åxâ¨ç-õ-è-õ�ã
äáå�ßëè-æ£å¨÷[ì#ç-ê®ãËõ-ëåxæ£åxäá [0, T∗] éá�ßè-â¨ç-èÉùääè-ö

K1

ý
óÉã
õ-áâ°ù���á®î[è
çÂäè-ëæ£í ‖Z0 ‖l,2

ä�ãÉï�ãÒñ�ò-äè-ôxèsõ-åxê%ç-è-ë�ãsõt�²ü?�x�zý-äèsäå¹óÉã
õ-áâ°ù���á®î
ê�ë <0:.138313+37 T∗ 1 ‖Z0 ‖l,2 -062I3×PL2+37�+3<BF.L26�<B+.-0/26�@�O ψ5 (3 ‖Z0 ‖l,2)T∗ ≤ ln 2 Q�1t6 æ /2@�OÐ-BO�7�-;:.<!L Ö F313@�F3+.L�I@�Ù3<B+3G?LMìîí�R�ï¦+3@�-013/^:.@�G?L�:.=�+379C Ö @o6�F3<PO�<B+31M>5L2F.L2G3/2<BF�U
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è
ç[ß�ã
ë�ã
æ£å¨ç-ë�ã
τ
ýç�ã
êá®î+ý2ï%ç-è

sup
0≤t≤T∗

‖Zτ (t) ‖l,2 ≤ K1, l ≥ 3.
�{��þy�

� ì®ïå¨ç-è-æ��¨ç-è-ö è-ðåxäêá�á%óÂäåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ¿� þy�y�zý�� þ V ��âzñ�å¸é�ì-å¨çÒý2ï%ç-è

‖Zn+1
τ ‖2

l,2 +K2

nτ+ 1

2
τ∫

nτ

(
‖∇vτ (s) ‖2

l,2 + ‖ divvτ (s) ‖2
l,2 + ‖∇ωτ(s) ‖2

l,2

)
ds ≤

≤ ‖Zn
τ ‖2

l,2 +K2 τ, n = 0, . . . N − 1, Nτ = T∗,
�{�y�x�

ô é2åÂßè-â¨ç-èÉùää�ã�ù
K2

óÉã
õ-áâxá%ç[ç-è�ñ�ò-ê#è[è
ç
K1

á%ó��{��þy�2	
�.ì®æ£æ£áë%ì
ùpäåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ�ã��{�y�x�.ßè[õ-âxåxæ

0 ≤ n ≤ N − 1
ýßè�ñ�ì®ï�ã
åxæ è-ðåxäê%ì

N−1∑

n=0

nτ+ 1

2
τ∫

nτ

(
‖∇vτ (s) ‖2

l,2 + ‖ divvτ (s) ‖2
l,2 + ‖∇ωτ(s) ‖2

l,2

)
ds ≤ K2.

�{�����

� ó!è-ðåxäè-ê��{��þy�zý[�{�����¦õ[âxá®ñ�ì âxáâ¨ç-åxæ ì®ë�ã
õ-äåxäáö
(121)

á
(122)

âzñ�å¸é�ì�ÐçËë�ã
õ-äè-æ£åxëäí¹å!ßè
τäåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ�ã

T∗∫

0




∥∥∥∥∥
∂vτ

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

l−1,2

+

∥∥∥∥∥
∂ωτ

∂t
(t)

∥∥∥∥∥

2

l−1,2


 dt ≤ K2, sup

0≤t≤T∗

∥∥∥∥∥
∂Qτ

∂t
(t)

∥∥∥∥∥
l−1,2

≤ K2.
�{� w �

À ã
âxâxæ£è
ç-ëáæ7ç-åxßåxëò óÉãÉé+ãÉïá
Cτ

á
Dτ

ý�ê#è-ô é+ãNä�ã é2ëè-ú-äí�î � ã
ôzãÒî�ëå � ã�Ðç-â°ù]äåzñ�áäåxöäí¹åì®ë�ã
õ-äåxäá%ù�	 � ñ�ùÝâxáâ¨ç-åxæ£í
(111)

áæ£åxå¨çÏæ£åxâ¨ç-è[äåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ-è¿� þy�y�.ßëáÝì-âzñ�è-õ-áá¡ý�ï%ç-è[ß�ã
ë�ã
æ£å¨ç-ë
τì¼é2è-õ�ñ�å¨ç-õ-è-ë�ùå¨ç[ì-âzñ�è-õ-á�

ψ4

(
2 ‖Zn

τ ‖l,2

)τ
2
≤ ln 2. ð �{�y�x�

Þàßáë�ã�ùâxòsä�ãÈäåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ-è�� þ��x�zýÒé�ñ�ù�âxáâ¨ç-åxæ£íñ� þ w ��â ßè-æ£è���òygã
ä�ãÒñ�è-ôxáïäí�î�ë�ã
âxâ¨ì#÷ é2åxäáöäå¨ç-ë%ì¼é2äè!ì®ú-å¸é2á%ç-ò-â°ùÓõsç-è-æ¹ý�ï%ç-èÈé�ñ�ù[êõ�ã�ó¼á®ñ�áäåxöäè-öÓâxáâ¨ç-åxæ£í
(112)

âxßë�ã
õ-å¸é�ñ�áõ-è!äåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ-è
� þ V �£é�ñ�ù

τ
ý�ì¼é2è-õ�ñ�å¨ç-õ-è-ë�ù����á®îÝì-âzñ�è-õ-á�

ψ5

(
2‖Zn

τ ‖l,2

)τ
2

≤ ln 2.

��âxå é+ãÒñ�ò-äåxö � áåÓë�ã
âxâ¨ì#÷ é2åxäá%ù ßè�ñ�äè-â¨ç-òy ã
ä�ãÒñ�è-ôxáïäícßëáõ-å¸é2åxääí¹æ�õ-í � å
ý�á ßèy�¨ç-è-æ�ìæ£èÉ÷ÏäèËì#ç-õ-åxë�÷ é+ã�ç-òý*ï%ç-èÓé�ñ�ù ßè-âzñ�å¸é2è-õ�ã�ç-åzñ�ò-äè-â¨ç-áAëå � åxäáö Zτ

óÉãÉé+ãÉï
Cτ , Dτ

âxßë�ã
õ-å¸é�ñ�áõ-íè-ðåxäêá¢�{��þy��á¢�{� w �zýåxâzñ�á
τ
é2è-â¨ç�ã�ç-è-ïäèÓæ�ãÒñ�í!z

τ ≤ τ◦, ψ5 (2‖Zn
τ ‖l,2)

τ

2
≤ ln 2.

ò Õ E�ó�<PO�-0/�L2/2=�1M+3< Ö @�×B6�@2:3I3<B/NQ?GK-0@NÚoL�:.<B+313ô^Q Ö F3136�<P-0/21�H�@�G?L2×PL2/2<0:.=�-0/26�Le6�-0<0>�45/26�<BF�Ú H�<B+313C Ö @2:.+3@�-0/2=�ô^U
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õ±¨Ãö¯Æ Ù.ÚpÙ Ìu÷ Û%Ç¼ø Ä Ù Æ Ù Í ® Ú
� è-ê®ã�÷ åxæeâ�î�èxé2áæ£è-â¨ç-ò ßëá

τ → 0
ëå � åxäáö�ë�ã
â���åxß®ñ�åxääí�îAóÉãÉé+ãÉï ◦

Cτ

ý
Cτ

á ◦

Dτ

ý
Dτ

ê âxè-è
ç�øõ-å¨ç-â¨ç-õ
ì����åxæ�ì ç-è-ïäè-æ�ì ëå � åxäá� ä�ã ç-è-æ�ßëè-æ£å¨÷[ì#ç-ê#åËõ-ëåxæ£åxäá¡ý�ä�ã ê#è
ç-è-ëè-æ�áæ£å�ÐçNæ£åxâ¨ç-èë�ã
õ-äè-æ£åxëäí¹å�� ßè
τ
�¹ã
ßëáè-ëäí¹åÂè-ðåxäêá¢�{��þy��á¢�{� w �0ù�	

�Èè-âxê#è�ñ�ò-ê%ì õ-åxê%ç-è-ë®ø;�Èì®äêðá%ù
Zτ (t) = {vτ (t), Qτ (t), ωτ(t)}

ì¼é2è-õ�ñ�å¨ç-õ-è-ë�ùå¨ç âxáâ¨ç-åxæ£å
(121)

ý
(122)

ýâxè-è
ç-õ-å¨ç-â¨ç-õ
ì����áå âxëå¸é2äáåb�Èì®äêðáá

v̂τ = Tτ (vτ |t), Q̂τ = Tτ (Qτ |t), ω̂τ = Tτ (ωτ |t), Tτ (f |t) =
1

τ

t+τ∫

t

f(s)ds,
�{�x�y�

ùõ�ñ�ù�Ðç-â°ù ëå � åxäáåxæ âzñ�å¸é�ì����åxöpâxáâ¨ç-åxæ£íeì®ë�ã
õ-äåxäáö�z




∂Q̂τ

∂t
+ (v̂τ · ∇)Q̂τ + div v̂τ = Φτ ,

a(ω̂τ )

[
∂v̂τ

∂t
+ (v̂τ · ∇)v̂τ

]
+R∇(ω̂τ + Q̂τ ) = b (Q̂τ , ω̂τ )L(v̂τ ) +ψτ ,

cv

[
∂ω̂τ

∂t
+ (v̂τ · ∇)ω̂τ

]
+R div v̂τ =

= b (Q̂τ , ω̂τ )

[
κ1div (d(ω̂τ) · ∇ω̂τ ) −

2

3
µ

(
div v̂τ

)2

+ 2µD(v̂τ ) : D(v̂τ )

]
+Gτ .

�{�y�x�

��í¹ë�ã�÷ åxäá%ùÝé�ñ�ù�õ�î�èxé�ù���á®îNõt�¨ç-á�ì®ë�ã
õ-äåxäá%ù��Èì®äêðáö
Φτ , ψτ , Gτ

õ-åxâxò-æ�ã[ôxëè-æ£è
ózé2êá¡ý2áßè��¨ç-è-ö�ßëáïáäåÂózé2åxâxòÏá®î äåÂßëáõ-èxé2áæ�	+Þnç-æ£å¨ç-áæ ñ�á � òý�ï%ç-èÏõ[âxá®ñ�ìÝäåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õÐ�{��þy�¦á¢�{� w �è-äáÓé2è-ß%ì-âxê®ã�ÐçÏè-ðåxäêá
sup

t

‖Φτ (t) ‖l−2,2 ≤ K
√
τ , sup

t

‖ψτ (t) ‖l−3,2 ≤ K
√
τ , sup

t

‖Gτ(t) ‖l−3,2 ≤ K
√
τ .

�{� V �
ÞàðåxäêáY�{��þy�zýK�{� w �zýK�{� V �[ßè
ó¼õ-è�ñ�ù�Ðç âxè-õ-åxë � á%ç-ò�ßëå¸é2åzñ�ò-äí¹ö(ßåxëåzî�èxé õ âxáâ¨ç-åxæ£å¾�{�y�x�zý.õëå¨óxìÉñ�òÉç�ã�ç-åpê#è
ç-è-ëè-ôxè ßè�ñ�ì®ïáæ¹ý.ï%ç-è ßëå¸é2åzñ�ò-äí¹åu�Èì®äêðáá

(v(t), Q(t), ω(t))
ì¼é2è-õ�ñ�å¨ç-õ-è-ë�ù�Ðçâxáâ¨ç-åxæ£åÂì®ë�ã
õ-äåxäáö¡ý��xêõ-áõ�ãÒñ�åxä%ç-äè-ö�� w �2	

& ã
êáæ�è-ú-ë�ã�ó¼è-æ¹ý#é2è-ê®ã�óÉã
ä�ã���#��ú��#�È$]��û[üoý0þ�ÿ��������5þ��	��
�����	���	��ÿ�ÿ�����������ÿ�������� �	!#"$��þ%��& ��"('*)�+,&-��ý0þ%"$�.ÿ�)�.
v◦ ∈ Yl(Ω), Q◦, ω◦ ∈ Xl,

& "/���0�����1"2& "('%"3. 4�'%"3.5�768�	&9�1�
0 ≤ t ≤ T◦

4�"3ý0þ%��!#"$�#��& �0þ��	��"3ý�&9�:'%��; ����ÿ�<
{vτ (t), Qτ (t), ωτ(t)} ∈ L∞(0, T ; Bl(Ω)) = ��!$��� ◦

Cτ > Cτ

ÿ ◦

Dτ > Dτ

4�'�ÿ
τ → 0

ý@?�"2!3ÿ�&�ý@)�ý0þ���A#"
�B4�'%"3ý�&C'1����ý�& ���

L∞(0, T ; Bl(Ω))
ÿÐý�ÿ�þ��	��"EDF�B4�'%"3ý�&C'1����ý�& ���

C(0, T ; Bl−1(Ω))
�G& "2����"3.H�

'%��; ����ÿ�+ = ��!$����ÿ���I7� > �KJ3� > �ML���ÿ�þ�ÿ = ��!$����ÿ���I7� > �KJ3� > ��N7� > ���1O3��P

Q�¨´³ É ®bÆ%®sÊSRK÷Ê Í ® ÚpÜ µk®sÊSR Ü Æ Ù ° Ù¹ÛÝÜ%ø ¹�ª Ú ª�«
Cτ , Dτ

� âxá®ñ�ìÝâxáâ¨ç-åxæ¶�{�y�x��á�� w �£é�ñ�ù ë�ã�ó¼äè-â¨ç-á
V = Vτ = Z(t) − Ẑτ (t) = {uτ , qτ , στ} ,

uτ = v(t) − v̂τ (t), qτ = Q(t) − Q̂τ (t), στ = ω(t) − ω̂τ (t)

�|�x¥x�

T	U -;:.1s×PL2F.L2+3<B< Ö F3<;H Ö @2:.@NÚ�13/2=K-04WV^<P-0/26�@�6�L2+313<eF3<KX^<B+31?IKHyL2+3+3@�AB@�G?:�L�-B-BL�+.L�+3<BG5@�/2@�F3@�O Ö F3@�O�<0Ú�45/2G5< 6�F3<�YO�<B+31 (0, T ) Q?/2@o+.L æ /2@�O�Ú < Ö F3@�O�<0Ú�45/2G5<#1.O�<B<B/�O�<P-0/2@�1!-
>�@PH�1.O�@�-0/2= F.L�-B-BO�L2/2F3136�L2<PO�7�>�-
>�<PO�F.L�-�V^< Ö :.<B+31?I�U



ü?¥y� g��B_���v��9���0�

� õ-åxê%ç-è-ë®ø;�Èì®äêðá%ù
Ẑτ (t)

è-ßëå¸é2åzñ�åxä�ãsõt�{�x�y�zý-ã
Z(t) ~ ç-è-ïäè-å ëå � åxäáå?�zý�ßè�ñ�ì®ï�ã
åxæ âzñ�å¸é�ì���!ì�ñ�áäåxöä%ì��âxáâ¨ç-åxæ�ìÝì®ë�ã
õ-äåxäáö�z





∂qτ
∂t

+ (v · ∇)qτ + div uτ+
(1)
α uτ = −Φτ ,

α(ω(t))

[
∂uτ

∂t
+ (v · ∇)uτ

]
+R∇(qτ + στ ) = b(Q, ω)L(uτ )+

+
(1)

β τ uτ+
(2)

β τ qτ+
(3)

β3 ωτ − ψτ ;

cv

[
∂στ

∂t
+ (v · ∇)στ

]
+

(1)

j τ div uτ = div

(
d(ω) · ∇στ+

(2)

j τ στ

)
+

+
(3)

j τ qτ+
(4)

j τ ωτ + Γτ : D(uτ ) −Gτ ,

�|�ü3�

ô é2å
(1)
ατ= ∇Q̂τ ,

(1)

β τ= −α(ω)∇ Ẑ τ ,
(2)

β τ= −
(1)

J τ (b)L(v̂τ );

(3)

β τ= −
(2)

J τ (α)

[
∂v̂τ

∂t
+ (v̂τ · ∇)v̂τ

]
−

(2)

J τ (b)L(v̂τ );

(1)

J τ (b) =

1∫

0

∂b

∂Q

(
Qλ

τ , ω
λ
τ

)
dλ,

(2)

J τ (b) =

1∫

0

∂b

∂ω

(
Qλ

τ , ω
λ
τ

)
dλ;

Qλ
τ = Q+ λ(Q− Q̂τ ), ωλ

τ = ω + λ(ω − ω̂τ );

(1)

j τ=
2

3
µ b(Q, ω)[div v + div v̂τ ] +R;

(2)

j τ=
(2)

J τ (d)∇ω̂τ ,
(3)

j τ=
(1)

J τ (b)M◦(ˆ[ τ ),
(4)

j τ=
(2)

J τ (b)M◦(Ẑτ );

M◦(Ẑτ ) = κ1 div (d(ω̂τ) · ∇ω̂τ ) −
2

3
µ (div v̂τ )

2 + 2µD(v̂τ ) : D(v̂τ );

Γτ = 2µ b(Q, ω) [D(v) +D(v̂τ )] .

�|�#þy�

�Èè�ñ�ì®ïåxääí¹å!ë�ã
äåxåsè-ðåxäêá¢�{��þy��á¢�{� w ��ßè
ó¼õ-è�ñ�ù�Ðç[ßè�ñ�ì®ïá%ç-òÏâzñ�å¸é�ì����åxå!äåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ-è�z

‖Vτ(t) ‖2
Wl−2,2(Ω;a(ω)) + µ1

t∫

0

(
‖∇uτ (s) ‖2

l−2,2 + ‖ divuτ (s) ‖2
l−2,2 + ‖∇στ (s) ‖2

l−2,2

)
ds ≤

≤ K

t∫

0

(
‖Vτ (s) ‖2

Wl−2,2(Ω); a(ω)) + τ

)
ds,

�|�x�x�
‖Vτ(t) ‖2

Wl−2,2(Ω; a(ω)) =
∑

|α|≤ l−2

∫

Ω

(
|Dαqτ |2 + a(ω)|Dαuτ |2 + cv |Dαστ |2

)
dx,

µ1, K = const > 0.� ób�¨ç-è-ôxè[äåxë�ã
õ-åxäâ¨ç-õ�ã[âÈì®ïå¨ç-è-æ]ç-è-ôxèý�ï%ç-è
‖Vτ(0) ‖2

Wl−2,2(Ω; a(ω(0))) ≤ Kτ,



WYX[Z!\^]�_�Za`�_bX,ca\ed!fb\eg�h�ikj�fbiml,`�_Knog�\eg�h�paq�_sr[W�n!W�p�jth�g!_!]uh�v�h ü?¥x�
âzñ�å¸é�ì-å¨çÓè-ðåxäê®ã

sup
0≤t≤T

‖Vτ (t) ‖2
Wl−2,2(Ω; a(ω(0))) ≤ Kτ.

�|�y���
� ó��|�x�x�.á¢�|�y����õ�âxõ-èy�è-ïåxëå¸é2ò[ßè�ñ�ì®ï�ã
åxæ¹ý�ï%ç-è

T∫

0

(‖uτ (s) ‖2
l−1,2 + ‖ στ (s) ‖2

l−1,2) ds ≤ Kτ.

& ã
êáæ�è-ú-ë�ã�ó¼è-æ¹ý#é2è-ê®ã�óÉã
ä�ã�âzñ�å¸é�ì��� ã�ù ç-åxè-ëåxæ�ã[è�âxê#è-ëè-â¨ç-ápâ�î�èxé2áæ£è-â¨ç-á�	���#��ú��#�È$A/�û[üoý0þ�ÿ��#
�4�"Nþ�������
\��ý0þ%"$�.ÿ�)�& ��"('%�K.H
]� > & "�ý�4�'1������!�þ�ÿ��#
^���M'1��������ý�& �#�
‖v(t) − vτ (t) ‖2

l−2,2 + ‖Q(t) −Qτ (t) ‖2
l−2,2 + ‖ω(t) − ωτ (t) ‖2

l−2,2 ≤ Kτ,

‖v(t) − vτ (t) ‖2
l−1,2 + ‖Q(t) −Qτ (t) ‖2

l−1,2 + ‖ω(t) − ωτ (t) ‖2
l−1,2 ≤ K

√
τ ,

T∫

0

(‖v(t) − vτ (t) ‖2
l−1,2 + ‖ω(t) − ωτ (t) ‖2

l−1,2) dt ≤ Kτ,

_ !#��4�"3ý�& "�)������2) K > 0
"24�'%��!#�0þ*)���&�ý@)`!$������
a.!ÿ = ��!$����ÿkÿ8��� = ���.ÿ�ý�ÿ�&b"2&b4��7'1�2.5��&C'1�

τ >
{vτ , Qτ , ωτ}

Dc'%��; ����ÿ�)�'1�yý�d ��4�þ%������
a? = ��!$��� > � {v, Q, ω} D¯ý�"$"2& ����&�ý�& �#�	+,d � _ "e& "2����" _ "
'%��; ����ÿ�)%P

³¶Ä Ü Ê ® É Ì Ü R Ù Æ�ª5RCftÆ Ç
gih(j�kml�nporqrl1s1t�oru*vwtrxry8z9{}|~{������ru*�,�poru~��{}|~{��,�3�@�W���	�1�W�����	�	�������@�$�3�e���	�	���	�	���E���W�@�2�	�� ¡�	¢1£
¤ ��¥7�3�1�	���W���	�1�3�@�	���E���W�@�1�@�$�W¦ §2§H¨©���	� Ö ¦2���	�1�(¢ Ö �p���$�3�p���2�	�	�E�B�p��� Ö�ª �	¥3�	�	� Ö h7«$¬�h Ö��Ö h2h Ì	® h Ö
¯ Ö h7°2±7²�±2³$¬ Ö

g ±�jH���ru*�,�poru���{}|~{	´��W�@�1�@���2µW�$�@�����	�	£9�$�(¢ �	�1�W�	¥3¦$��¢1¶2�1�W� ª �W�1���·���@�$�3���2�����	�	���	�	���¸���W�@�2�	�� ¹§2§
¨©���	� Ö ¦2���	�1�(¢ Ö �p���$�3�p���2�	�	�B�B�p��� Ö1ª �	¥3�	�	� Ö h7«$¬�h Ö1�Ö h2h Ì�®»º#Ö ¯ Ö h7³2¼2½7²*h7³2½2¾ Ö

g ¾�j�kml�nporqrl1s1t�oru*vwtrxry©z9{}|~{������ru*�,�poru���{}|~{%¿À�@�$�3�e���	�	���	�	���Á���W�@�2�	�� 5¦ ¤ ��¥7�W¦$�W�Á�1�	���W���	��� Ö¿ ÖiÂ �Ã�3����� Ì h7«2°2± Ö ¾2«�hÃ� Ö
g º j�kml�nporqrl1s1t�oru*vwtrxryÄz9{}|~{1Åm�1�(¢��@�	�1�2�C���3���(¢1�	�1�W¦#���	�1�¹¦����(�����	�	���¹�@��¢��WÆC�	��� �@�1�(� Ö ¿ ÖiÂ �Ã�3����� Ì
h7«2° º#Ö ¼�h7°H� Ö

g ¼�j�ÇÈo�É��pl1v*Ê�u*l1Ërvwtrxry]k¡{ ÌÀ{��ÎÍ5Ërl1Ërt�oÐÏ {}Ï { ¯ �1�@�$�3���8�	¦#��¥3��¢1�	�1�@�	�	����������¦2�1�@�	�	���e���G�	�	��¢���Ñ
Ò �@�	�	�B� ¤ ��¥7�W¦$�W� �1�	���W���	��� Ö ¿ ÖiÂ �Ã�3����� Ì h7«$¬W° Ö ½2°$¬¡� Ö

g ½�j�Ó¡Ë�ÔrÕrxrË��ÖÏ {}Ï {�×����@�$�3�*�������W�@�1�@�W�¹�$�@�1�@�	�	�¸� Ò �1�p�W�3���W� Ò ���1���2�@�2� �Èµ2��¢1¶2ÆC�1������� ª �W�1�p���	�	£�Ñ���9§2§,Åm�1�(¢ Ö ���@�$�3�1�~���(�����	�	�	�¸�@��¢��WÆC�1�W�¸�@�1�(�1� Â ¯ µ Ö ���3��� Ö �2� Ö §mØS� ¯�¯�¯ ´ Ö ¯ �1µ Ö �W�7�	ÑÙ�	�1� Ö�Ú�ÛHÜ
Ý,�Þ ¿ Ö h7«$¬W³ Ö1�Ö h Ì�®ßº#Ö ¯ Ö ¾7²�° Ö

g ¬7j5àC�rs$npowÔ\áG{}Ï {wÅm�1�(¢��@�	�	���e���@�$�3�e���W�@�2�	�G¦¸£��1�@�	�����B�	¢1£À¥����*�3� ¤ ��¥7�W¦$�W�G�1�	���W���	�	��§2§ Ú ���	�1�(Ñ¢1�	�$�(¢1¶2�	���¹���@�$�3�1�â¦ ¤ ���1�1�3�1�	���W���	��� Ö ¿ ÖiÂ ¿B�	� Ì h7«2½$¬ Ö ¯ Ö ¾�h7½7²�¾ º ± Ö
g °�j�ã¡ÔrÕrl1sEÏ { Ó¸{	¿À�@�$�3� �(¢*�Wµ2�W�B���	�	�1�W���@�1�p���	�	�B� ������¢1�	¥,�M�#�3�����W�@ä¡�@��¢��@�	�	£¸¦ ¤ ��¥7�W¦$�W�¸�1�	���W���	��� Â
å �1� Ö�ÖÊÖÊÖ �	ÑÙ��� ª �	¥ Ö Ñ��p��� Ö ���3��� Ö �,�W¦$�2�@�1µW�	�1�@� Ì h7«2«2± Ö ¾2³2³¡� Ö
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g «�j�ã¡ÔrÕrl1s~Ï { Ó¸{p×SµE�2µ2�2�@�1�W¦#���	�	�æ�M�#�3�\���W�@ä¡�@��¢��@�	�	£�¦E���@�$�3�������	�	���	�	�������W�@�2�	��  §2§ å �	���W���	���
�@��¢��WÆC�1�W�¡�@�1�(�1� Â ¯ µ Ö ���3��� Ö �2� Ö §�ØS� ¯�¯�¯ ´ Ö ¯ �1µ Ö �W�7�	ÑÙ�	�1� ÖWÝ ��ÑÙ� ¤ ���1�1�3�1�	���W���	�	� Ö h7«2°2° Ö�Ú ��� Ö °2¼ Ö
¯ Ö ¼2±7²	¬W¾ Ö

gih7³�j�çÈ�ryrè��rË%Ê»ç¡{ Ó¸{ Þ �	�1���@�Ä�1�3�@��ä¡�3�@�2¦$�W¦#���	�	£���¦æ�1�(¢��2�r Á�1�æ¦2�1�3���@�	�Ä�1�@Æ¡�@�	�	�â������¦2�1�@�	�	�\�Ã��Ñ
¦2¶$�Hé ¯ �$�W���7�B� Ò �1�p�W�3���W��¦2£�¥3���W��µ$���1�W�2�1�W�	�1�W� Ò ���1���2�@�2�Ö§2§ å �W��¢ Ö ´*ØS� Ö h7«2« º#Ö%�Ö ¾2¾2« Ö�® ± Ö
¯ Ö h7¼2¼7²*h7¼2½ Ö

gih2h(j5Ì�xrorËrv�êë{ ìMÌÀ{1¿À�@�$�3�1�â�1�@Æ¡�@�	�	£9�1�(¢1�	�1�@�	�	���9�	���W�@¦2���9¥����*�3� Ö ¿ ÖiÂ ¿B�	� Ì h7«$¬W± Ö ¼2°$¬¡� Ö
gih7±�j�|�orí$l1s���{�îÎ���@�2�1�¸�M�#�3�1£�äC�	�1��£e���@�$�3�G�	�$�@�����	�	�G�E�1�(¢1�	�1�@�	�	���C�1� ªÃª �@�1�@�	�	����¢1¶2�	���¡������¦2�1�(Ñ

�	�	£À§2§¹ïp�@�1�(���B�p��� Ö ���3��� Ö h7«2½2° Ö1�Ö ±2¾ Ì�®ßº#Ö ¯ Ö h�¬W«7²�±2¾2° Ö
gih7¾�j�çmo*npð*ñrl1s	ÊæÓ¸{}ò {���àCÔ���ó�l1u�ôH{}ò {*×\¥����*�3�1�¹õ,�WÆC�9�	¢1£ �3�2�@�W��¦2�	���À�@�1�@�$�3�æ�1�(¢1�	�1�@�	�	���9�1� ªÃª �(Ñ

�1�@�	�	����¢1¶2�	��� ������¦2�1�@�	�	�G§2§C¿E��� Ö �3µ Ö h7«$¬W± Ö1�Ö °$¬ Ì�®»º#Ö ¯ Ö ¼2³ º ²�¼2±2° Ö

öÃ÷�ø3ù¡ú$û1ü�ý1þ�ÿ�������þ��	�1ü�
�������3ÿ���þ7ý������	�	�������
ÿ5û���������þ���÷�ù¡þ� � 1÷"!^ÿ�ü�����#%$�&�þWû���� ý��'���	�	�(���


