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W

n
h.

OaÚ�X

>���ô��xô5OaÚ�X�2��÷0ö÷�ú�þ�ô�ò(ó�úXõD��ô��"úX÷I
«ùø�	0òü��:�æú#9 ú-�iÄ
ξn = −(A−1

h )n
W

n
h,

(I + ταB
1
1h)ξ

n+1/4 = ξn,

(I + ταB
2
1h)ξ

n+1/2 = ξn+1/4,

(I + ταB
1
2h)ξ

n+3/4 = ξn+1/2,

(I + ταB
2
2h)ξ

n+1 = ξn+3/4,

f
n+1 = f

n + τξn+1.
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 Þò�ú¼ú#���ùø��&õ�ö��xöù'0ô¸ó�òô�õ¸ó�ú#�öø0ò�ú
ùòüïôe'�ù�ú
÷0òô�òö�=<�ú
÷0ÿ0ô�;?>�ó0ø��&õ�ú$õA�ø0ù��G
j�&ø��
O(τ +h2)

3úe�ùöf'0õ¸ó�ú
òø0÷�þ�ô�òöö]'�ù�ú
÷0òô�òö�&O � X�÷A
«ö÷0ô�ù�9�ô�ò(ó0òø��]��ø0ù��xô�;AõP�ø0ù��G
j�&ø��
O(h2)

ö�÷aþ�öòô����òø����ùö�	�þ�ö�æô�òöö=	0ô¸û�'0õ þ�ø0÷0òøI'0õ¸ó0ø��ýö÷�úJ�ùö
α ≥ 0.5

�Gb�ô�ú�þ�ö(ûáú#�ö�jõD��ô��xü¨OÜÛ�Xxò�úe
«ùø�	0òü��
�æú#9 ú-�lõ�÷0ø�
«ö(ó0õ1���¢ó0ùô)��ó0ø0ýô�ýòüP� õ���ú�þ��ùòüP�?�ùø�9�ø0ò���ú#�ÕR `LWa��Ãhùö*�ø0õ¸ó0ùø0ô�òöö ù�ú�û�òø0õ¸óL�òø��¢õD��ô��xü¾
«ö��\��ô�ùô�ò��ö�ú�þ�ÿ0òüïô�ø��ô�ù�ú�ó0ø0ùü

∂/∂xj
÷ ø��ô�ù�ú�ó0ø0ù�ú-�

Bj
ú#���ùø��&õ�ö��xöùø0÷�ú
òüù�ú�û�òø0õ¸ó0òüP�xö�ø��ô�ù�ú�ó0ø0ù�ú#�xö

Λj
ö�þ�ö

Λj
õ\�ø0ù��G
j�&ø��

O(hk)
�ø[��ø0ù��('áþ«ú#�

ô�õ þ�ö
vj ≤ 0,

ó0ø
Λj = Λj+, Λj = Λj−,

ô�õ þ�ö
vj ≥ 0,

ó0ø
Λj = Λj−, Λj = Λj+�ùö

k = 1
3�öh�øZ��ø0ù��('áþ«ú#�

Λj = Λj = (Λj
−

+ Λj+)
/

2
�þ��
k = 2

� Ç 
«ô�õ�ÿ
Λj± = ∓(I − T±1)/hj, T±fl = fl±1

;Tø��ô�ù�ú�ó0ø0ùZõ}
«÷0ö�9 ú�(Hhø��N�ø0òô�ò(ó0ü÷0ô��(ó0ø0ù�ú
Wh

÷ÞõD��ô��"ú-�&OaÚ�X-ö�þ�öhOÜÛ�X�ú#���ùø��&õ�ö��xöùø0÷�ú
òü_�ô�ò(ó0ù�ú�þ�ÿ0òüP�xöXù�ú�û�òø0õ¸ó����xö4��H�ú#�æö(û��÷0ô�õ¸ó0òø�3�õ�ö��N�xô¸ó0ùöýò�úL��ú#���ùø��&õ�ö��"ú#�ö�h�ô�ù÷0ü��:�ùø0ö(û�÷0ø�
«òü��:�ùö÷0ø�
«ö(ó[�Òø0õ��ö�þþ����ö���l÷ýöõ þ�ô�òòø�� ùô���ô�òöö4�#d¼þ��æö��f�ø�
.ú
÷�þ�ô�òö�X÷0÷0ø�
«ö(ó0õ1��õ�9§þ«úL�rö÷�ú#�A6�ö��Xø��ô�ù�ú�ó0ø0ùZ�ø\��úL�f
«ø��('ò�ú#�ù�ú
÷�þ�ô�òö��
qj
÷
ó0ø0ùø�9�ø[�ø0ù��G
j��úZ�"ú�þ�ø0õ¸ó0öh�ø�
«ø�	0òø&R `LW

ΛjQl =
Ql+1 − Ql−1

2hj

− a ÝDÊßÞ�à (vj)ε
2
1

Ql+1 − 2Ql + Ql−1

2h1

,

ε2
1 =







|Ql+1 − 2Ql + Ql−1|

|Ql+1 − Ql| + |Ql − Ql−1|
,

0,
ô�õ þ�ö

|Ql+1 − Ql| + |Ql − Ql−1| = 0.

Oaá�X

 aó��xô¸ó0ö��P3ïý(ó0ø ÷0÷0ô�
«ô�òöô]õ�9§þ«úL�rö÷�ú
òö�%�ø,��úL�f
«ø��('¢ò�ú#�ù�ú
÷�þ�ô�òö��T÷0öG
.ú�Oaá�X[�ùö÷0ø�
«ö(ó��òô��&ø
ó0ø0ùø��(':�ø0òö�æô�òö��©'0õ¸ó0ø��ýö÷0ø0õ¸ó0ö�õD��ô��xü��

âZ¬®ã ð ¯�¼ ìïîÒî:´ ì°·h¸ ¯ ºÒìPÀe´
ä �ùø�	0öùø0÷�ú
òöô]ö ó0ô�õ¸ó0öùø0÷�ú
òöô ø��öõ�ú
òòø�9�ø�÷0ü���ô ú�þ+9�ø0ùö(ó��"ú,�ùø0÷0ô�
«ô�òü�÷�ù�ú#	0ø
ó0ô�R `LWa�
<hö�æô5�ùö÷0ô�
«ô�òüHùô¸û�'áþ�ÿáó�ú�ó0ü�ýöõ þ�ô�òòü��¢ù�ú
õ�ýô¸ó0ø0÷]ó0ô�ýô�òö��l÷#�(ûC�&ø�9�ø$9 ú�ûáú]÷M��ú
ò�ú�þ�ô5�ùöò�ú�þ�öýööÒ÷-
+'�÷�úJ9 ú�ûáúæõhý�ú
õ¸ó0öÒòö�ròô��Òõ¸ó0ô�ò��öh�ùöÒù�ú�û¸þ�öýòü��Òýöõ þ«ú-�hª�ú-�&úæö:b�ô��òø�þ�ÿ-
«õ�ú�
b�ú
õ�ýô¸ó0ò�úL��ø�	�þ«ú
õ¸ó0ÿÅOàùöõ#�/S-X)3÷[�&ø
ó0ø0ùø���ò�ú-��ø�
«ö�þ�ø0õ�ÿrùô���ô�òöô¼ûáú�
.úáýö43��ùô�
«õ¸ó�ú
÷�þ��ô¸óÀõ�ø�	0ø��
�ù����xø#'�9�ø�þ�ÿ0òö��

R ∈ {−0.5 ≤ x1 ≤ 6, 0 ≤ x2 ≤ 2}
3eú ÷0ò'&ó0ùöJòô�9�ø ò�ú-��ø�
«ö(ó0õ1�0��ú
ò�ú�þ/�

<hö�rò��2õ¸ó0ô�ò���ú,��ú
ò�ú�þ«úZø
ó0òô�õ�ô�ò�ú ø
ó�9�ù�ú
òö��ü9ù�ú
õ�ýô¸ó0òø��+ø�	�þ«ú
õ¸ó0ö ò�úZù�ú
õ�õ¸ó0ø��òöô$Æ�åÚ öò�úáýöò�ú
ô¸ó0õ1��÷�ó0ø0ý��&ô
x1 = 0.0

3�ú�÷0ô�ù��(ò�� õ¸ó0ô�ò���ú]õ��xô�6�ô�ò�ú�ø
ó0òø0õ�ö(ó0ô þ�ÿ0òø�òö�ròô��Zõ¸ó0ô�ò��ö÷��ù�ú
÷0ø�ò�ú
x1 = 0.5

�
>�ó�ú#�öø0ò�ú
ùòø0ôpùô���ô�òöôïûáú�
.úáýö�ò�ú-��ø�
«ö�þ�ø0õ�ÿ¼÷��ùö�	�þ�ö�æô�òööZ'�ù�ú
÷0òô�òö��[<�ú
÷0ÿ0ô�;Ù>�ó0ø����õ�ú ÷#�(ûC�&ø�9�ø õ1�rö��"ú
ô��xø�9�ø ó0ô���þ�ø��ùø0÷0ø�
«òø�9�ø�9 ú�ûáú ÷F�ùô�ø�	0ù�ú�û�ø0÷�ú
òòü��_�&ø0ø0ù#
«öò�ú�ó�ú-�©O � XJ�øù�ú�û�òø0õ¸ó0òø���õD��ô��xô5OÜÛ�X)��Ãhùô�ø�	0ù�ú�û�ø0÷�ú
òöô\�&ø0ø0ù#
«öò�ú�óXûáú�
.ú
÷�ú�þ�ø0õ�ÿ�÷�÷0öG
«ô

q1 =

(

x1 − a

b − a

)θ

, q2 =

∣

∣

∣

∣

y1(x1) − 1

y2(x1) − y1(x1)

∣

∣

∣

∣

β

.

Ç 
«ô�õ�ÿ
y1(x1)

3
y2(x1)

;¶'�ù�ú
÷0òô�òö��òö�ròô���ö ÷0ô�ù��(òô��¢õ¸ó0ô�òø�����ú
ò�ú�þ«úæ
θ
ö

β
;ç�&ø�2��\��ö��

�öô�ò(ó0ü õ�9�'G6�ô�òö�E'&û¸þ�ø0÷�õ�ô¸ó��öE�F9�ù�ú
òö���ú#� ù�ú
õ�ýô¸ó0òø�� ø�	�þ«ú
õ¸ó0ö4æ
a
ö

b
;9þ�ô�÷�úL� ö$�ù�ú
÷�úL�

9�ù�ú
òö��ü ù�ú
õ�ýô¸ó0òø���ø�	�þ«ú
õ¸ó0ö4�
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ècéGê ã+ëáã è4ìCê1íGî1ï�ð�ì�ñ]ò�ó�ôìCê1ï�õ
<�ú[9�ù�ú
òö��ô¼ø�	�þ«ú
õ¸ó0ö&�ùö

x1 = −0.5
ûáú�
.ú
÷�ú�þ�õ1��òô�÷0ø
ûC�('G6�ô�òòüP��õ�÷0ô�ù���û�÷#'��&ø0÷0ø��Å�ø
ó0ø��43

��ú
ù�ú�þþ�ô þ�ÿ0òüP�lø0õ�ö
x1
3{ò�ú�þ�öòö���

x2 = 0,−0.5 ≤ x1 ≤ 0.0
ö

x2 = 2,−0.5 ≤ x1 ≤ 0.5ûáú�
.ú
÷�ú�þ�öõ�ÿ:'0õ þ�ø0÷0ö� õ�ö��N�xô¸ó0ùöö43�ò�úÀõ¸ó0ô�ò���ú-�E��ú
ò�ú�þ«ú];ö'0õ þ�ø0÷0ö�E�ùö�þ�ö���ú
òö� ö�ó0ô���þ�ø0÷0ø��ö(û�ø�þ����öö
vj = 0 , ∂T/∂x2 = 0

3«úXò�úr÷0ü���ø�
«ô�ö(ûJ��ú
ò�ú�þ«úZ;Õ�(��9��öô!'0õ þ�ø0÷0ö�
∂m

f/∂xm = 0
3

9}
«ô
m = 1

ö�þ�ö � �j<�ú�òö�ròô���õ¸ó0ô�ò��&ôJ��ú
ò�ú�þ«ú�ûáú�
.ú
÷�ú�þ�õ1��öõ¸ó0ø0ýòö��M�ø�
.úáýöÅ9 ú�ûáú3«ò�úáýöò�ú#�"�
6�ö��õ1�æ÷pó0ø0ý��&ô

x = 1.0
��öùöòø��fÆ� Æ�Ú ô�
«öòö��ü���>��&ø0ùø0õ¸ó0ÿh÷-
+'�÷�úA9 ú�ûáúg�ø�þ«ú#9 ú�þ«ú
õ�ÿpû�÷#'��&ø0÷0ø��43ó-�§ô#�

M ÷ùø = 1.0
3õ��&ø0ùø0õ¸ó0ÿjò�ú#	0ô�9 ú#�A6�ô�9�ø]�ø
ó0ø���ú�÷�ú
ùÿ0öùø0÷�ú�þ«ú
õ�ÿX÷Z�ùô�
«ô þ«ú-�

M = 1.5 . . . 2.5
3ýöõ þ«ú[ú"û

= 103 . . . 104 3 γ = 1.4
3
Pr = 0.72

3
ω = 0.76

�
d¼þ��Å'C
«ø�	0õ¸ó0÷�úÀýöõ þ�ô�òòø�9�ø�öò(ó0ô�9�ùöùø0÷�ú
òö� ö�ú
ò�ú�þ�ö(ûáújùô¸û�'áþ�ÿáó�ú�ó0ø0÷�öõD��ø�
«òüïôZ'�ù�ú
÷0òô)�òö�*<�ú
÷0ÿ0ô=;ü>�ó0ø��&õ�úE�ùö÷0ô�
«ô�òü®�_	0ô¸û�ù�ú�ûC�xô�ùòø��('¢÷0öG
+'�3N9}
«ô�÷$��úáýô�õ¸ó0÷0ô&	0ô¸û�ù�ú�ûC�xô�ùòü��

��ú
ù�ú#�xô¸ó0ùø0÷�÷0üP	0ù�ú
òütõ þ�ô�
+'��A6�öô�÷0ô þ�öýöòü�Äx÷0üïõ�ø
ó�úM�ø�þ�ø0÷0öòü?��ú
ò�ú�þ«ú
L
3{õ��&ø0ùø0õ¸ó0ÿ�ò�ú-�

	0ô�9 ú#�A6�ô�9�ø&�ø
ó0ø���ú
u0
34��þ�ø
ó0òø0õ¸ó0ÿ&9 ú�ûáú

ρ0
3.ó0ô��N�ô�ù�ú�ó#'�ù�ú

T0
�4.�ø�9}
.ú='�ù�ú
÷0òô�òö�%O � Xaö�þ�ö*O � X÷M�ùö÷0ø�þ�öòô��òø���õ�öõ¸ó0ô��xô:�&ø0ø0ù#
«öò�ú�ó ÷M	0ô¸û�ù�ú�ûC�xô�ùòø��A÷0öG
«ôjõ�øC�(ù�ú
ò���pó�ó#'E�æô=��ø0ù��('�3{ú

�ùö�÷
ó0ø0ùü��h�ùø0ö(û�÷0ø�
«òü���÷f'�ù�ú
÷0òô�òö���=
«÷0ö�æô�òö��ö:2�òô�ù�9�ööÅ�ø��÷�þ����pó0õ1�&	0ô¸û�ù�ú�ûC�xô�ùòüïô
��ú
ù�ú#�xô¸ó0ùü�;týöõ þ«úfb�ô��òø�þ�ÿ-
«õ�ú�ö:Ãhù�ú
òG
�ó�þ��$R VLWa��>�ó�ú#�öø0ò�ú
ùòø0ôhùô���ô�òöôÞûáú�
.úáýöÀò�ú-��ø�
«ö��þ�ø0õ�ÿ&�xô¸ó0ø�
«ø��È'0õ¸ó�ú
òø0÷�þ�ô�òö�43Ø�ùö(ó0ô�ùöô���'0õ¸ó�ú
òø0÷�þ�ô�òö�,�ø�þ«ú#9 ú�þ�ø0õ�ÿ�÷0üP�ø�þ�òô�òöô['0õ þ�ø0÷0ö�
(ρn+1 − ρn)/(τρn) ≤ 10−4 ÷0ø¼÷0õ�ô)�Z'&û¸þ«ú-�Xù�ú
õ�ýô¸ó0òø��jø�	�þ«ú
õ¸ó0ö4��b�ú
õ�ýô¸ó0ü��ùø0÷0ø�
«ö�þ�öõ�ÿ$ò�ú�õ�ô¸óL��&ô#3.õ�ø�
«ô�ù���úL6�ô��

521 × 161
'&û¸þ�ø0÷��+ý"õ¸ó�ú
òø0÷�þ�ô�òöôf��õ¸ó�ú#�öø0ò�ú
ùòø��('�ùô���ô�òö���
«ø0õ¸ó0ö�9 ú�þ�ø0õ�ÿûáú

≈ 5500
ö(ó0ô�ù�ú#�ö��F�ùö]öõ��ø�þ�ÿ
û�ø0÷�ú
òöö]÷=��úáýô�õ¸ó0÷0ô�ò�úáý�ú�þ�ÿ0òø�9�øÀù�ú
õ��ùô�
«ô þ�ô�òö� òô�õ�ø�9§þ«ú-�õ�ø0÷�ú
òòø�9�ø]ù�ú
õ��ùô�
«ô þ�ô�òö�*��ú
ù�ú#�xô¸ó0ùø0÷$�ø
ó0ø���ú*Oþ�ùö

x1 = −0.5
3
0 ≤ x2 ≤ 2

ûáú�
.ú
÷�ú�þ�öõ�ÿ
��ú
ù�ú#�xô¸ó0ùü ò�ú#	0ô�9 ú#�A6�ô�9�ø=�ø
ó0ø���ú3«ú�÷rù�ú
õ�ýô¸ó0òø���ø�	�þ«ú
õ¸ó0ö�ûáú�
.ú
÷�ú�þ�öõ�ÿXò'áþ�ô�÷�úL��õ��&ø0ùø0õ¸ó0ÿjö
�ø0õ¸ó0ø��òòüïôrû�ò�úáýô�òö�,��þ�ø
ó0òø0õ¸ó0ö ö ó0ô��N�ô�ù�ú�ó#'�ùüAX)��Ãhùö ûáú�
.ú
òöö ÷&��úáýô�õ¸ó0÷0ôÀò�úáý�ú�þ�ÿ0òø�9�ø
�ùö�	�þ�ö�æô�òö� ùô���ô�òö�2ûáú�
.úáýö��ùö�
«ù'�9�ö��%��ú
ù�ú#�xô¸ó0ù�ú-��Oàò�ú#�ùö��xô�ù43��ùö_
«ù'�9�ø��týöõ þ�ô
b�ô��òø�þ�ÿ-
«õ�úÀö�þ�ö�ýöõ þ�ô[ª�ú-�&ú�Xpýöõ þ�øÒö(ó0ô�ù�ú#�ö��]û�ò�úáýö(ó0ô þ�ÿ0òø�Oà÷Àòô�õ��&ø�þ�ÿ��&øÒù�ú�û-Xpõ�ø��ù�úL6æú-�þ�ø0õ�ÿ��
ÿ�����������	�
������	���������
��������
��	��������� !�#"$�
^_�ô�ù÷0ø��rý�ú
õ¸ó0öjù�ú#	0ø
ó0ü%�ùø0÷0ô�
«ô�ò�ú¼õ�ô�ùö�jù�ú
õ�ýô¸ó0ø0÷�õ�÷0ô�ù���û�÷#'��&ø0÷0ø�9�ø$ó0ô�ýô�òö�59 ú�ûáú¼÷!��ú
ò�ú�þ�ô
�ùölù�ú�û¸þ�öýòü��2ýöõ þ«ú-�%ª�ú-�&ú ö*��ö��&õ�öùø0÷�ú
òòø��ëýöõ þ�ôÅú"û

= 104 ��<�ú�ùöõ#� � ö � �ùô�
��õ¸ó�ú
÷�þ�ô�òü ù�ú
õ��ùô�
«ô þ�ô�òö�&�ø�þ��Àõ��&ø0ùø0õ¸ó0ö�öÀö(û�ø�þ�öòöö]
.ú
÷�þ�ô�òö�]
�þ��Àýöõ�ô þMª�ú-�&ú5S��åÚ$ö � �åÚ��
KÞø0ùø#��ø�÷0öG
«òø�3�ý(ó0ø�ö(ûC�xô�òô�òöôÒýöõ þ«úFª�ú-�&ú]÷]ò�ú#	0ô�9 ú#�A6�ô��¨�ø
ó0ø��&ôÀõ�'G6�ô�õ¸ó0÷0ô�òòøZ÷�þ�ö�ô¸ó



���c�]�N�!�\�A�P���e�\�\���(�����(�J�+�I (¡J�P��¢E�¤£(�\¥����\�\¦¨§��I���©�0¡��e���g�!� � á

ò�ú]��ú
ù(ó0öò'�ó0ô�ýô�òö��÷=��ú
ò�ú�þ�ô#�4H�ú#��õ þ�ô�
+'0ô¸ó�ö(û�ó0ô�ø0ùööM'C
.ú
ùòü���÷0ø�þ�ò43«ò�ú#��þ�ø0òM9�ø�þ�ø0÷0òø�9�øõ���úáý���ú]'���þ�ø
ó0òô�òö�h
�þ���õ þ�'�ý�úL�&%
= 1.5

Oàõ��P��ùöõ#� � 3('Àö � 3('�X õ�'G6�ô�õ¸ó0÷0ô�òòøh�xô�òÿ#��ô#3«ýô��

�þ��)%

= 2.5
Oàùöõ#� � 3+*rö � 3,*iX)��^,�ô�ù÷0ø�� õ þ�'�ý�ú
ôP9�ø�þ�ø0÷0òø���õ���úáýø��f'���þ�ø
ó0òô�òö�43�÷0ø
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9�ù�ú
òöýòø�9�øhõ þ�ø��+X)3�ûáú�ó0ô���ø
ó0ù�úL��ú
ô¸ó0õ1��ø
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'���þ�ø
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ô¸ó$ø
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