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A modification of the discrete vortices method is suggested that accounts for viscosity
effects by means of corrections of the equations of motion. The correction is determined
by the requirement that variations of the motion invariants have to coincide with
the variations generated by a given viscosity. A good agreement with experiment is
obtained.

Введение

Вихревые методы являются эффективными численными методами для моделирования
несжимаемых течений жидкости. Не требуя расчетных сеток, они позволяют суще-
ственно упростить численные алгоритмы и уменьшить влияние таких нежелательных
эффектов, как численная диффузия. Идеальные вихревые элементы достаточно хорошо
описывают интегральные характеристики отрывных обтеканий различных летательных
аппаратов и крупномасштабные турбулентные структуры [1]. Для описания мелкомас-
штабной турбулентности необходимо принимать в расчет вязкость. В настоящее время
существуют различные подходы к этой проблеме [1 – 3], которые используют в той или
иной форме уравнение вязкой диффузии завихренности. В данной работе предлагается
новый подход.

1. Основная идея метода

Главная идея разрабатываемого метода заключается в следующем. Как известно, дву-
мерные течения идеальной жидкости обладают следующими инвариантами: полная за-
вихренность, координаты центра завихренности, дисперсия завихренности и некоторая
составляющая кинетической энергии. Для вязких течений первые две характеристи-
ки сохраняются, тогда как дисперсия и энергия изменяются во времени по известным
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законам [4, 5]. Как и в случае идеальных течений, будем моделировать непрерывное рас-
пределение завихренности вязкого течения набором круговых вихрей. Устремим радиус
вихрей к нулю, а их завихренность — к бесконечности, так чтобы циркуляция вихрей
оставалась конечной. По мере этого скорость изменения дисперсии и энергии обращает-
ся в бесконечность. Обратим исходную вязкость в нуль, так чтобы скорость диссипации
энергии соответствовала данной вязкости. В результате мы получим систему идеальных
точечных вихрей, энергия которых будет диссипировать так же, как кинетическая энер-
гия вязкого течения. Чтобы согласовать диссипацию энергии с уравнениями движения
идеальных точечных вихрей, примем в качестве гипотезы, что процесс дискретизации
поля завихренности вязкого течения соответствует переходу в некоторую неинерци-
альную систему координат. В этой системе выполняются хорошо известные уравнения
движения точечных вихрей. Чтобы получить результаты в исходной физической систе-
ме координат, необходимо после каждого шага численного интегрирования выполнять
обратное преобразование координат и времени. Эти преобразования определяются усло-
вием соответствия диссипации энергии системы точечных вихрей некоторой заданной
вязкости.

1.1. Гипотеза вязкости

В двумерных течениях покоящейся на бесконечности невязкой жидкости энергия W
инвариантна [4]:

W = −
ρ

4π

∫∫

ωω′ ln |r − r′| dSdS ′, (1)

где ρ — плотность, ω ≡ ω(x, y), ω′ = ω′(x′, y′) — распределения завихренности, r = (x, y),
интегралы берутся по всей области течения.

Пусть в начальный момент времени вся завихренность сосредоточена в круговых
вихрях радиуса r0, находящихся внутри некоторой области площади S0 = 1 (рис. 1).

Распределение завихренности внутри кругового вихря определяется бесконечно диф-
ференцируемой функцией ω(p), которая постоянна внутри круга меньшего радиуса (p —
расстояние от центра вихря, ω(p) = const при p ≤ r0 − ε). Можно показать [5], что

Рис. 1. Дискретизация поля завихренности
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в случае вязкого течения W не сохраняется и изменяется во времени в соответствии
с законом

dW0

dt
= −µ0

∫

S0

ω2dS, (2)

где µ0 — коэффициент вязкости, W0 определяется формулой (1), интегралы берутся по
области S0.

Допустим, что величина r0 достаточно мала и вихри не пересекаются. Тогда, с точ-
ностью до членов O(ε2), правая часть формулы (2) может быть представлена в виде

µ0

∫

S0

ω2dS =
µ0

πr2
0

N
∑

k=1

Γ2
k, (3)

где Γk — циркуляция k-го вихря, N — число вихрей в области S0.
Энергия завихренности W0 может быть разложена на три компоненты:

W0 = I1 + I2 + I3, (4)

где

I1 = −
ρ

4π
ln r0

∫∫

Ω

ωω′dSdS ′, I2 = −
ρ

4π

∫∫

Ω

ωω′ ln
|r − r′|

r0

dSdS ′,

I3 = −
ρ

4π

∫∫

S2

0
\Ω

ωω′ ln |r − r′| dSdS ′, Ω = {(r, r′) : r ∈ S0, r′ ∈ S0, |r − r′| 6 2r0} .

При сравнительно малом r0 величина I1+I2 является суммой собственных кинетических
энергий N круговых вихрей, где I1 — сингулярная часть суммы, I2 — регулярная часть.
Можно показать [6], что I1=const и

I2 =
5ρ

32π

N
∑

i=1

Γ2
i при ε → 0. (5)

Интеграл I3 описывает энергию взаимодействия вихрей и при ε → 0 совпадает с энер-
гией взаимодействия точечных вихрей:

I3 = −
ρ

4π

N
∑

i6=j

ΓiΓj ln |ri − rj|, (6)

где ri = (xi, yi) — координаты центра i-го вихря.
С учетом формул (3)–(6) уравнение (2) принимает следующую форму:

dE

dt
= −

µ0S0

πr2
0

1

S0

N
∑

i=1

Γ2
i , E = ρ

[

5

32π

N
∑

i=1

Γ2
i −

1

4π

N
∑

i6=j

ΓiΓj ln |ri − rj|

]

. (7)

Пусть r0 → 0, и одновременно потребуем, чтобы µ0 → 0 в соответствии с законом

µ0 = µ
πr2

0

S0

,
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где µ — заданное значение коэффициента вязкости. Тогда, учитывая равенство S0 = 1,
получаем

dE

dt
= −µ

N
∑

i=1

Γ2
i . (8)

Нормируя координаты, преобразуем каждую конечную область течения в область с
единичной площадью. Тогда, может быть сформулирована следующая гипотеза.

Движение системы идеальных точечных вихрей моделирует вязкое течение, если
регулярная часть энергии завихренности E удовлетворяет уравнению (8).

1.2. Неинерциальное преобразование системы координат

Уравнение движения N точечных вихрей в гамильтоновой форме записывается как

Γk
dxk

dt
=

∂H

∂yk

, Γk
dyk

dt
= −

∂H

∂xk

, k = 1, 2, . . . , N. (9)

Гамильтониан H совпадает с I3 (6), если ρ = 1. Известно [4], что координаты X, Y
центра завихренности, гамильтониан H и дисперсия завихренности D2 являются инва-
риантами уравнений (9). Вместо D2 рассмотрим связанный с ней инвариант:

L2 =
N

∑

i=1

Γi(x
2
i + y2

i ) (10)

(с точностью до численного множителя L2 совпадает с моментом импульса). Интеграль-
ные аналоги величин X, Y , L2 являются инвариантами невязкого течения с непрерыв-
ным распределением завихренности. Можно показать [4, 5], что при заданной вязкости
µ0 величины X, Y по-прежнему сохраняются, а интегральный аналог L2 изменяется по
закону

d

dt

∫

ω(x2 + y2)dS =
4µ0

ρ

∫

ωdS. (11)

Как и в предыдущем разделе, аппроксимируем завихренность ω дискретными круго-
выми вихрями и используем гипотезу вязкости: µ0 = µπr2

0. Далее, можно показать [6],
что величина L2 (10) должна оставаться постоянной в процессе моделирования вязкого
течения точечными вихрями:

dL2

dt
= 0. (12)

Поскольку циркуляция точечных вихрей и гамильтониан H сохраняются в процессе
движения, то E = const на точных решениях уравнений (9) и, следовательно, условие
(8) не выполняется. С другой стороны, дискретизация уравнений (9) ведет к появлению
погрешности, а E и L2 в численных расчетах изменяются случайным образом. Условия
(8) и (12) также не выполняются. Чтобы выполнить условия (8) и (12), примем следу-
ющую гипотезу.

И дискретизация завихренности (переход от непрерывного распределения к то-
чечным вихрям), и дискретизация уравнений движения (9) эквивалентны переходу
в некоторую неинерциальную систему координат. Следовательно, для получения ре-
зультатов в исходной, физической системе координат необходимо выполнять обрат-
ное преобразование координат и времени после каждого шага численного интегриро-
вания уравнений движения. Эти преобразования определяются условиями (8), (12).
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Рассмотрим конечно-разностные формы уравнений (8) и (12):

∆E = −ν∆t
N

∑

i=1

Γ2
i , ∆L2 = 0, (13)

где ν — кинематическая вязкость, а E обозначает соотношение (7) при ρ = 1. Обозначим
через x̃i,n+1, ỹi,n+1 координаты i-го вихря, полученные на (n+1)-м шаге интегрирования
уравнений (9), а через Γi,n — соответствующее значение циркуляции (оно не меняется
при переходе с n-го на (n+1)-й слой по времени). Преобразование в физическую систему
координат будем искать в следующем виде:

xi,n+1 = (1 + ∆Ln+1) x̃i,n+1,
yi,n+1 = (1 + ∆Ln+1) ỹi,n+1,

(14)

Γi,n+1 = (1 + ∆Γn+1) Γi,n, i = 1, 2, . . . , N, (15)

где ∆Ln+1, ∆Γn+1 — некоторые параметры. Из (9) видно, что уравнения движения в
новых переменных сохраняют прежний вид, если шаг по времени ∆t̃, используемый в
интегрировании, преобразуется по формуле

∆tn+1 =
(1 + ∆Ln+1)

2

(1 + ∆Γn+1)
∆t̃. (16)

Значения параметров ∆Ln+1, ∆Γn+1 определяются из условий (13) на приращения
∆L2

n+1 = L2
n+1 − L2

n и ∆En+1 = En+1 − En, в которые подставляются выражения (14)
и (15):

(1 + ∆Γ)(1 + ∆L)2l2n+1 − L2
n = 0, (17)

(1 + ∆Γ)2en+1 −
1

4π
(1 + ∆Γ)2 ln(1 + ∆L)

N
∑

i6=j

Γi,nΓj,n − En = −ν∆t̃
N

∑

i=1

Γ2
i,n, (18)

где l2n+1 и en+1 — дисперсия и энергия, рассчитанные для x̃i,n+1, ỹi,n+1. Система урав-
нений (17)–(18) решается численно, например, из первого уравнения выражается ∆Γ
и подставляется во второе, которое решается методом итераций. После преобразова-
ний (14) и (15) мы получаем величины координат и циркуляций идеальных точечных
вихрей, моделирующих течение с заданной кинематической вязкостью ν.

Преобразования (14) и (15) удобно выполнять в два этапа. На первом этапе делается
только преобразование координат. Параметр преобразования получается из (17) и имеет
следующий вид:

∆L0,n+1 =

(

L2
n

l2n+1

)1/2

− 1.

После этого значение энергии e0,n+1 и величина l20,n+1 рассчитываются в преобразован-
ных координатах.

На втором этапе выполняются полные преобразования (14) и (15). По определению,
l20,n+1 = L2

n, следовательно, получаем из (17):

∆L1 =

(

1

1 + ∆Γ1

)1/2

− 1.

Подставляя это выражение для ∆L1 в (18), получаем нелинейное уравнение на ∆Γ1,
которое решается методом итераций.
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2. Моделирование обтекания плоской пластины

Рассмотрим традиционную для методов дискретных вихрей задачу обтекания плоской
пластины потоком жидкости с постоянной скоростью U0 (рис. 2).

В методе дискретных вихрей пластина замещается системой неподвижных точеч-
ных вихрей, расположенных на отрезке прямой. Точки отрыва свободных вихрей рас-
полагаются на фиксированном расстоянии от краев пластины. Два свободных вихря
порождаются перед каждым шагом интегрирования уравнений движения. Циркуляции
неподвижных и свободных вихрей определяются из двух условий: условия непротека-
ния в контрольных точках, расположенных между неподвижными вихрями и на краях
пластины, и равенства нулю полной циркуляции. Таким образом, есть два типа вихрей
в задаче перед переходом к (n + 1)-му шагу по времени: N0 неподвижных вихрей и
2n свободных вихрей. Свободные вихри движутся в соответствии с уравнениями (9),
дополненными вкладом от неподвижных вихрей и внешнего течения.

Преобразования координат и циркуляций, описанные в предыдущем разделе, выпол-
няются на каждом шаге по времени, начиная с некоторого временного слоя n0, перед
порождением двух новых вихрей. При этом принимается во внимание, что N свободных
вихрей, находящихся на (n + 1)-м временном слое (N = 2n + 2), движутся во внешнем
поле скорости, порождаемом набегающим потоком и неподвижными вихрями. Влия-
ние внешней скорости U0 исключается переходом в систему координат, движущуюся с
внешним потоком.

Скорость U = (Ux, Uy), порожденная неподвижными вихрями, приводит к допол-
нительным изменениям энергии E и величины L2 [5]. На интервале времени ∆t̃ эти
изменения имеют вид

∆E = ∆t̃
N

∑

i=1

Γi(uxiUyi − uyiUxi), ∆L2 = ∆t̃
N

∑

i=1

Γi(xiUxi + yiUyi), (19)

где Ui — величина U в точке i-го вихря, а ui — скорость, наведенная в этой точке всеми
свободными вихрями, исключая i-й вихрь. Соответствующие вклады от неподвижных
вихрей вычитаются из величин l2n+1, en+1 до определения параметров преобразования.

В проведенных численных экспериментах пластина замещалась N0 = 20 неподвиж-
ными вихрями. Точки отрыва свободных вихрей располагались на расстояниях 1/(2N0)
от краев пластины, ширина которой была взята за единицу. Неодновременность начала
движения двух новых свободных вихрей оказалась существенной для формирования
вихревой дорожки Кармана. Экспериментально было установлено, что тот из вихрей,

Рис. 2. Расчетная область
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циркуляция которого была меньше, должен был отрываться первым. Таким образом,
уравнения движения (9) интегрировались явно-неявным методом Эйлера следующего
вида:

x
(n)
1 = f1(x

(n−1)
1 , y

(n−1)
1 , . . . , x

(n−1)
N , y

(n−1)
N )∆t,

y
(n)
1 = ϕ1(x

(n−1)
1 , y

(n−1)
1 , . . . , x

(n−1)
N , y

(n−1)
N )∆t,

x
(n)
2 = f2(x

(n)
1 , y

(n)
1 , x

(n−1)
2 , . . . , x

(n−1)
N , y

(n−1)
N )∆t,

· · ·

y
(n)
N = ϕN(x

(n)
1 , y

(n)
1 , . . . , y

(n)
N−1, x

(n−1)
N , y

(n−1)
N )∆t,

(20)

где fi, ϕi — правые части уравнений (9). Метод (20) подобен итерационному методу
Гаусса—Зайделя для решения системы линейных алгебраических уравнений. Вихрю с
меньшей циркуляцией перед интегрированием присваивался четный номер. Численное
интегрирование производилось с шагом по времени ∆t = 0.1. Дальнейшее уменьшение
шага существенно не отразилось на картине течения, что свидетельствует в пользу то-
го, что метод успешно компенсирует погрешность дискретизации поля завихренности.
Эффективность компенсации погрешности дискретизации уравнений движения оцени-
валась при помощи тестовых расчетов с использованием метода Рунге—Кутты второго
порядка. Как и в случае с варьированием шага по времени, повышение порядка мето-
да интегрирования не отразилось существенно на результате. Для регуляризации чис-
ленного моделирования точечные вихри замещались круговыми вихрями с радиусом
дискретизации r0 = 1/40. Внутри круга индуцированная скорость линейно уменьша-
лась до нуля в центре. Дальнейшее уменьшение радиуса дискретизации, в частности
до r0 = 1/80, не повлияло на результат.

На расстоянии четырех длин пластины вниз по потоку были расположены два счет-
чика завихренности C1, C2 (прямоугольники размером 1× 0.3, суммирующие циркуля-
ции всех попадающих в них вихрей), а также измеритель V поперечной скорости v в
точке x = 5, y = 1 (колебания скорости усреднялись по пяти точкам).

Результаты показали, что предлагаемый метод учета вязкости хорошо моделирует
вихревую дорожку Кармана и зависимость числа Струхаля Sh от числа Рейнольдса
Re. На рис. 3 приведены примеры вихревой дорожки Кармана в момент t = 70 для
Re = 100 и 1000.

Графики циркуляций, насчитанных счетчиками C1, C2, и график поперечной ско-
рости при Re = 50 даны на рис. 4.

Сравнение значений числа Струхаля Sh с экспериментальными данными [7] в диапа-
зоне 50 6 Re 6 1000 даны на рис. 5. Сплошные линии показывают экспериментальную
зависимость Sh от Re, кружки обозначают результаты численного моделирования.

а б

Рис. 3. Вихревая дорожка Кармана: t = 70, Re = 100 (а) и 1000 (б)
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Рис. 4. Графики циркуляций и поперечной
скорости

Рис. 5. Зависимость числа Струхаля Sh от
числа Рейнольдса Re

Предлагаемый метод позволяет также исследовать влияние вязкости на аэродина-
мические характеристики пластины. Было проведено моделирование коэффициента cn

нормальной силы и безразмерной координаты xd центра давления при различных углах
атаки и числах Рейнольдса.

Тестовые расчеты показали, что начальная стадия движения пластины 0 < t <
10 может быть достаточно точно смоделирована с временны́м шагом ∆t = 0.04. Для
исследования аэродинамических характеристик при t > 10 уравнения движения можно
моделировать с шагом по времени ∆t = 0, 1.

Расчеты, проведенные при числах Рейнольдса Re = 50 и Re = 2000, показали, что
при больших углах атаки α = 60◦ и α = 90◦ (поперечное обтекание) вид функций cn(t)
и xd(t) при малых временах 0 < t < 10 практически не зависит от числа Рейнольдса.
При меньших углах атаки α = 30◦ вязкость играет более существенную роль (рис. 6).

а б

Рис. 6. Зависимость функции cn(t) и xd(t) от числа Рейнольдса: α = 30◦, Re = 50 (а) и 2000 (б)
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а б

Рис. 7. Зависимость переходного режима cn от различных чисел Рейнольдса: α = 90◦, Re = 50
(а) и 2000 (б)

При Re = 50 и t > 5 изменение cn монотонно, но при Re = 2000 cn осциллирует.
Усредненные на интервале 7.5 < t < 10 значения cn также существенно различаются:
c̄n = 1.21 при Re = 50 и c̄n = 1.03 при Re = 2000.

При больших углах атаки, в частности при α = 90◦, влияние вязкости становится
существенным на бо́льших временах.

Рисунок 7 показывает, что переходный режим для cn (17 < t < 52) качественно
различается при различных числах Рейнольдса. Периоды установившихся при t > 52
осцилляционных режимов также зависят от числа Рейнольдса, хотя усредненные на
интервале 52 < t < 70 значения cn мало различаются: c̄n = 3.27 при Re = 50 и c̄n = 3.2
при Re = 2000.

Заключение

Развита новая концепция моделирования вязкости в методе дискретных вихрей. Суще-
ственное преимущество этой концепции — в исключении влияния погрешностей дискре-
тизации и интегрирования из физических процессов. Процесс интегрирования уравне-
ний движения дополняется процедурой локальной коррекции координат и циркуляций
точечных вихрей. В результате коррекции изменения энергии и дисперсии вихревого
движения приводятся в соответствие с заданной вязкостью. Эффективность предлага-
емого подхода доказана численным моделированием.

Аналогичный подход может быть развит для трехмерных течений. Трехмерные иде-
альные течения имеют следующие инварианты: полная завихренность, импульс, момент
импульса, кинетическая энергия и спиральность. Для вязких течений первые три вели-
чины по-прежнему сохраняются, а энергия и спиральность изменяются по известным
законам [4, 8]. Непрерывное поле завихренности может быть аппроксимировано набо-
ром коротких сегментов вихревых нитей. Тогда появляется возможность разработать
численный алгоритм для моделирования вязкости, подобный алгоритму для двумерных
течений.
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