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M =

{

µ0 : ck + d
′
kµ0 < ck+1 + d

′
k+1µ0 ∀k ∈ {1, . . . , K − 2} :

ck < ck+1}
�

£ #+¤���¥���	��&�����V��¦ÂÁ�¦t��èê¤ëïæ�å0îì0æ$ï�ä
ê¤íïæ�ôÚæ�õ�æ¤îèæ�ó0æ¤ïì¾ö(å0îì0ê�å0æ��
p1, . . . , pK

ø�íïèíèêªä
î�ÿ
îù�ò´èî(å0æ¤ïó�ä¨õÚä
ç^ä
íïèì0ïîì0÷¤ìÍï�äoýªú0èæ¤îè(ö ø�î�äoýªì0ó0æ¤çÃ¨�ª�«�¬ ® «�¯ ½+° «d¨�·�ª�«U´ » ´@ÄU´�¯�¬�´ ° è�ì0ú0ì
ýªî�ä¨ÿ
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éèç\æ¤÷¤ì�éæ¤ïæ�ý
p = {p1, . . . , pK} ����ôÚæ¤ê�� pk = qk − qk−1

íïèÁôÚì0íìoõ�îè(å0æ�õ��0îù�ò¿ì0ú0ì
ýªî�ä¾éæ¤îè(ö�ò
q0 = 0

è
qK = 1

�
£ #+¤���¥���	��&�����V��¦�ÏÐ¦tÑÒ´ ° ´�Ó�·�¸º¹ ®±° ¨�ª�«�¬ ® «�¯ ½+¾ «d¨%²/³%¬�´�¯�¬�Ódú
ðªôÚæ¤ç�î�äoýªù`ó�äoå��dí�ä
ï�ä
ç�æ�å0ïè�ÿ

ýªì0ó�ä
îîù"�Íë�õÚä
ê¤ê
C = {C(µ0) : µ0 ∈ M}, C(µ0) = {C1(µ0), . . . , CK(µ0)}.

ü�$��
�Äïè���å0ì0ç`ø�æ¤ê�õ�è

µ
 Xèê�å0èîîù`æÏýªî�ä¾éæ¤îè(ö í�ä
ï�ä
ç�æ�å0ïì0óOä
íïèì0ïîì0÷¤ì¿ï�äoýªú0èæ¤îè(ö ø�ó0ù`íìoõ�î(ö�ÿ

ûÀå0ê·ö¿ï�ä
ó0æ¤îê�å0ó�ä
P{εi ∈ Ck(µ)} = pk

ø
k = 1, . . . , K

ø
i = 1, . . . , n

�
� é�ä
ê�å0îì0ê�å0è øô�õ�öÍç�ì¤ôÚæ�õ�èÍêfôÚó
ð�çtöÍëó�ä
î(å0è�õ�öç�è

K = 3
ø
d1 = −1

ø
d2 = 1

è
C = {{(−∞,−µ0), [−µ0, µ0], (µ0,∞)} : µ0 > 0}, p = {p, 1 − 2p, p}.

�bõ�öâç�ì¤ôÚæ�õ�è¿êÄå0ïæ¤çtöÍëó�ä
î(å0è�õ�öç�è
K = 5

ø
d1 = −1

ø
d2 = d3 = 0

ø
d4 = 1

è
C = {{(−∞, µ0), [−µ0, 0), {0}, (0, µ0], (µ0,∞)} : µ0>0},

p = {p, (1 − 2p)/2, 0, (1− 2p)/2, p}.
�bõ�ö6ëó�ä
î(å0è�õ��0îì�� ïæ¤÷¤ïæ¤ê¤ê¤èè+ä
íïèì0ïîì0æ�ï�äoýªú0èæ¤îèæOîæ�í�ä
ï�ä
ç�æ�å0ïè(ýªì0ó�ä
îìø

K = 3
ø
d1 =

d2 = 0
è

C = {(−∞, 0), {0}, (0,∞)}, p = {p, 0, 1 − p}.
£ #+¤���¥���	��&�����V��¦ÂÔ�¦2Õ_ª�«�¬ ® «�¯ ½+°-Ö Ä�¨�·�· ®±° ú
ðªôÚæ¤ç´î�äoýªù`ó�äoå��Äç�îì��Ìæ¤ê�å0ó0ìÄï�ä
ê¤íïæ�ôÚæ�õ�æ¤îè��

F(p,C,M) = {Fµ(p,C(µ)) : µ ∈ M} ø÷¶ôÚæ
Fµ(p,C(µ)) = {F : F (ck + d

′
kµ) = qk ∀k ∈ {1, . . . , K − 1}}.

ãÍùCê¤ì0ú0èï�ä
æ¤ç�ê·öOíì0ê�å0ïì0è(å��âíïì��æ�ô�ð�ï(ðOì��æ¤îèó�ä
îè(ö�í�ä
ï�ä
ç�æ�å0ïì0ó
θ
ç�ì¤ôÚæ�õ�è\ü@�%�hè�í�ä
ï�ä¨ÿ

ç�æ�å0ïì0ó
µ
ï�äoýªú0èæ¤îè(ö�ü�$��B�¢�bõ�öt��å0ì0÷¤ìNê¤î�ä¾é�ä¨õÚä�ê¤èî(å0æ�ýªèï(ð0æ¤çRå0æ¤ê�å�ô�õ�ö6íïì0ó0æ¤ïëè6íïì0ê�å0ì��

÷¤èíì
å0æ�ýªù1ì�í�ä
ï�ä
ç�æ�å0ï�ä¨ò.øÚäÌý¾äoå0æ¤ç6íïèç�æ¤îèç6íïèî��èí¿ç"ä
ë&ê¤èç"ä¨õ��0îìÌôÚì0ê�å0è÷¤î(ð&å0ì0÷¤ìÔð�ïì0ó0î(ö
ýªî�ä¾éèç�ì0ê�å0èÁô�õ�öâíìoõ�ð�éæ¤îè(öÍì��æ¤îì0ëâí�ä
ï�ä
ç�æ�å0ïì0ó�����ê¤ædïæ�ý¤ð¾õ��¾åoäoå0ù1íïèó0ì¤ô�ö(å0ê·öÍú0æ�ýfôÚì0ë�äoý¾ä¨ÿ
å0æ�õ��0ê�å0ó�ä�è(ý�ÿÑý¾ä�ì0÷¤ï�ä
îèéæ¤îîì0ê�å0è�ì0ú��-æ¤ç"äÌê�åoäoå��0è��

×º����Ø2� ÜbÞ Ø � �ÚÙ á2Û �}� Þ ��� Û �6Ø��6Ü Þ �mØ��mÝ
Þ�ä
ê¤ê¤ç�ì
å0ïèç^ý¾ä¾ô.ä¾é(ð´íïì0ó0æ¤ïëèþíïì0ê�å0ì��þ÷¤èíì
å0æ�ýªù

H0
íïì
å0èó¿ê�õ�ì��Ïîì��þä¨õ��¾å0æ¤ïî�äoå0èó0ù

H1ó0è&ô.ä
H0 : (θ′,µ′)′ = 0, H1 : (θ′,µ′)′ 6= 0,

üß.5�
÷¶ôÚæÔ÷¤èíì
å0æ�å0èéæ¤ê¤ëèæÍýªî�ä¾éæ¤îè(ö ó0ê¤æ�òNí�ä
ï�ä
ç�æ�å0ïì0óOó
ý¤ö(å0ù î(ð¾õ�æ¤ó0ù`ç�è ú0æ�ýÁì0÷¤ï�ä
îèéæ¤îè(ö ì0ú
ñbÿ
îì0ê�å0è�����æ��ê�å0ó0è(å0æ�õ��0îìø ú0ìoõ�æ¤æ�ì0ú
ñ$ð�ûÝ÷¤èíì
å0æ�ý¤ð

(θ′,µ′)′ = (θ′0,µ
′
0)

′
ç�ì��ÏîìÔê¤ó0æ¤ê�å0è´ë}üß.5�`ý¾ä

ê¤éæ�å�ý¾ä
ç�æ¤îù
Y

î�ä
Y − X

′θ0
è
ck

î�ä
ck + d

′
kµ0

�
0zåoäoå0èê�å0èéæ¤ê¤ë(ð�ûRíïì0ó0æ¤ïë(ðâ÷¤èíì
å0æ�ýÍüß.5�Öú
ðªôÚæ¤ç\ê�å0ïì0è(å��Ôêbèê¤íìoõ��
ýªì0ó�ä
îèæ¤ç\å0ì0÷¤ì(	bä
ë(åoä(ø

é(å0ì�íïèÍ÷¤èíì
å0æ�ýªæ
P{Yi ∈ Ck(0)} = pk

����ó0æ�ôÚæ¤çt	Äð�îë��èû

s(x,u) =
K

∑

k=1

I{x ∈
k

⋃

j=1

Cj(u)},

ë&ì
å0ì0ï�äoö$íïèîèç"ä
æ�å¸ýªî�ä¾éæ¤îèæ
k
ø¨æ¤ê�õ�è

x ∈ Ck(u)
ø¾ófë�ä¾éæ¤ê�å0ó0æ`ä
î�ä¨õ�è(ýªèï(ð0æ¤ç�ù�ò�íïè(ýªî�ä
ë&ì0ó¸èê�ÿ

íìoõ��
ý¤ð0æ¤çÓó0æ�õ�èéèîù
si = s(Yi, 0)

ø
i = 1, . . . , n

�U�Äïì0ê�å0ï�ä
îê�å0ó0ìÔíïè(ýªî�ä
ë&ì0óø�åoä
ëèçÓì0ú0ï�äoýªì0ç`ø
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ê¤ì¤ôÚæ¤ï5�Ïè(å
Kn

��õ�æ¤ç�æ¤î(å0ì0ó��*á¸ú0ì
ýªî�ä¾éèç�æ¤÷¤ìdéæ¤ïæ�ý S �'â$ð�îë��è(ö�ç�ì
ñ�îì0ê�å0è�íïì0è(ýªó0ìoõ��0îì0÷¤ìdèî�ÿôÚèë�äoå0ì0ïîì0÷¤ìÌå0æ¤ê�åoäÍüÒì0ê¤îì0ó�ä
îîì0÷¤ì�î�ä$íïè(ýªî�ä
ë�ä¨ò
s = (s1, . . . , sn)′

�"êfëïè(å0èéæ¤ê¤ë&ì��Íì0úoõÚä
ê�å��0û
S1 ⊂ S ô�õ�ö�íïì0ó0æ¤ïëè�÷¤èíì
å0æ�ý�üß.5��ç�ì��Ìæ�ådú0ùÖå��Äý¾ä
íèêªä
î�äÄódó0è&ôÚæ

P(S1|θ,µ) =
∑

s∈S1

P(s|θ,µ)
ø

÷¶ôÚæ
P(s|θ,µ)

 ?ê¤ì0ó0ç�æ¤ê�å0îì0æ$ï�ä
ê¤íïæ�ôÚæ�õ�æ¤îèæ�íïè(ýªî�ä
ë&ì0ó
s
íïè¿èê�å0èîîù�ò�í�ä
ï�ä
ç�æ�å0ï�ä¨ò.øÚíïè�ÿ

éæ¤ç
P(s|θ,µ) =

∏n

i=1
P(si|θ,µ)

üã3d�
èÁíïèÁ÷¤èíì
å0æ�ýªæ

P(si = k|0, 0) = pk

��ãÍù+ê¤ì0ú0èï�ä
æ¤ç�ê·öÁíì0ê�å0ïì0è(å��Ìå0æ¤ê�å�î�ä�ì0ê¤îì0ó0æÀõ�ì0ë�ä¨õ��0îù�ò
ê¤ó0ì��ê�å0óÁì
å0îì���æ¤îè(ö´íï�ä
ó¨ôÚì0íì¤ôÚì0ú0è(ö

P(s|θ,µ)/P(s|0, 0)
øÚíì���å0ì0çtð¿î�ä
ê�ú
ðªô�ð&åâèî(å0æ¤ïæ¤ê¤ì0ó�äoå��

ê¤ó0ì��ê�å0ó�äâï�ä
ê¤íïæ�ôÚæ�õ�æ¤îè(ö
P(s|θ,µ)

ø æ¤÷¤ìÍíïì0è(ýªó0ì¤ôÚîù`æ�íìÍí�ä
ï�ä
ç�æ�å0ï�ä
ç
θ
è
µ
�H �ê�õ�è�	Äð�îë�ÿ

�èæ��¿ï�ä
ê¤íïæ�ôÚæ�õ�æ¤îè(ö¿ê�õ�ð�é�ä��îù�ò¿íì0÷¤ïæ���îì0ê�å0æ��
εi

öóoõ�öæ�å0ê·ö¿îæ¤ë&ì
å0ì0ï�äoö
Fi,µ ∈ Fµ

ø(å0ì

P(si = k|θ,µ) = Fi,µ(ck − X
′
iθ) − Fi,µ(ck−1 − X

′
iθ)

ü�4��
íïè6ó0ê¤æ�ò

k = 1, . . . , K
øzæ¤ê�õ�è}ôÚì0íìoõ�îè(å0æ�õ��0îìNì0ú0ì
ýªî�ä¾éè(å��

c0 = −∞ è
cK = ∞ �Y�¸å0ì0ú0ù

ì0íèêªäoå���è(ýªç�æ¤îæ¤îèædó0æ¤ïì¾ö(å0îì0ê�å0æ��Íó$ý¾ä
ó0èê¤èç�ì0ê�å0èÍì
åÌí�ä
ï�ä
ç�æ�å0ïì0ó
µ
ø(ï�ä
ê¤ê¤ç�ì
å0ïèç�í�ä
ï�ä
ç�æ�åoÿ

ïè(ýªì0ó�ä
îîù`æbç�îì��Ìæ¤ê�å0ó�ä�ä¨õ��¾å0æ¤ïî�äoå0èó0îù�ò�ï�ä
ê¤íïæ�ôÚæ�õ�æ¤îè����
£ #+¤���¥���	��&�����R��¦���¦VãÍîì��Ìæ¤ê�å0ó0ì¿ï�ä
ê¤íïæ�ôÚæ�õ�æ¤îè��

F(Fi,0) ⊂ F(p,C,M)
ø�ô�õ�öþë&ì
å0ì0ïì0÷¤ì

íïèÔë�ä/�ÌôÚì0ç
µ ∈ M

íæ¤ïæ¤ê¤æ¤éæ¤îèæ
F(Fi,0)

⋂

Fµ

ê¤ì0ê�å0ì0è(åÌè(ýÄæ�ôÚèîê�å0ó0æ¤îîì0÷¤ì�ï�ä
ê¤íïæ�ôÚæ�õ�æ¤îè(öâè
F(Fi,0)

⋂

F0 = {Fi,0}
øú
ðªôÚæ¤ç\î�äoýªù`ó�äoå��ä¸_«d¨�´ Ö ¸ ® «�¬�´�Ó#¨DÄ�å5¸º´J«�¯�¨�¸~¬�¹/¯ ½+¾ «d¨�·�ª�«U´ » ´@ÄU´�¯�¬�Ó��

�.î�ä¾éæ¤îè(ö
Fi,µ(u)

ó�ï�ä
ç�ë�ä¨ò}ì¤ôÚîì��}å0ï�ä
æ¤ë(å0ì0ïèè6ç�ì��ÏîìOï�ä
ê¤ê¤ç"äoå0ïèó�äoå��Në�ä
ë�	Äð�îë��èû
ôÚó
ð�òOä
ï÷�ð�ç�æ¤î(å0ì0ó( 

u
è
µ
��¡zðªôÚæ¤ç ÷¤ì0ó0ì0ïè(å��ÔóÏê¤ó
ö(ýªèOê���å0èç ì(	Äð�îë��èè

Fi,µ(u)
î�ä�å0ï�ä
æ¤ë�ÿ

å0ì0ïèè
F(Fi,0)

�
æÁ�*��d¤�çy¥��&�����?��¦��¸ð0ê�å��fî�ä`îæ¤ë&ì
å0ì0ïì��bå0ï�ä
æ¤ë(å0ì0ïèè

F(F )
	Äð�îë��è(ö

Fµ(u)
îæ¤íïæ¤ïù`ó0îì

ôÚè�	6	dæ¤ïæ¤î��èï(ð0æ¤ç"äÏó�ì0ëïæ¤ê�å0îì0ê�å¾ö�ò¿å0ì0éæ¤ë
(u,µ) = (ck, 0)

��9�ì0÷¶ô.äÌî�ä~��å0ì��Íå0ï�ä
æ¤ë(å0ì0ïèè

∇θP(si = k|0, 0) = Xi[f(ck−1) − f(ck)],
üß75�

∇µP(si = k|0, 0) = f(ck−1)dk−1 − f(ck)dk,

÷¶ôÚæ
f
 ?íïì0è(ýªó0ì¤ôÚî�äoö�	Äð�îë��èè

F
ó�ê¤ì0ì
å0ó0æ�å0ê�å0ó
ð�ûÀñ�è�ò�å0ì0éë�ä¨òÍè

f(−∞) = f(∞) = 0
�

9tä
ëèçÝì0ú0ï�äoýªì0ç`ø"î�äOõ�ûfú0ì��\îæ¤íïæ¤ïù`ó0îì´ôÚè�	6	dæ¤ïæ¤î��èï(ð0æ¤ç�ì��+ä¨õ��¾å0æ¤ïî�äoå0èó0îì��6å0ï�ä
æ¤ë�ÿ
å0ì0ïèèâíïì0è(ýªó0ì¤ôÚîù`ædíï�ä
ó¨ôÚì0íì¤ôÚì0ú0è(öÁèî&ôÚèë�äoå0ì0ïîù�òÍíïè(ýªî�ä
ë&ì0ó�ó0ù`ï�ä/��ä
ûÀå0ê·öÍéæ¤ïæ�ýÄýªî�ä¾éæ�ÿ
îè(öNí�õ�ì
å0îì0ê�å0è�÷¤èíì
å0æ�å0èéæ¤ê¤ë&ì0÷¤ì�ï�ä
ê¤íïæ�ôÚæ�õ�æ¤îè(ö^üÒíïèî�ä¾ô�õ�æ���äoñ�æ¤÷¤ìÍô.ä
îîì��Nå0ï�ä
æ¤ë(å0ì0ïèè��
î�ä�÷¤ï�ä
îè���ä¨òâä
íïèì0ïîì0÷¤ìÌï�äoýªú0èæ¤îè(ö���èzå0èç�ç�ì��ÏîìÌó0ì0ê¤íìoõ��
ýªì0ó�äoå��0ê·öÁíïèÁíì0ê�å0ïì0æ¤îèèÍíïìoÿ
�æ�ô�ð�ïùRíïì0ó0æ¤ïëè}÷¤èíì
å0æ�ýâî�ä¿å0ì0ç�ì0ê¤îì0ó�ä
îèè ø�é(å0ìOç�îì��Ìæ¤ê�å0ó0ìOï�ä
ê¤íïæ�ôÚæ�õ�æ¤îè�� ø"ì
å0ó0æ¤é�ä
ûhÿ
ñ�è�ò$ê�õ�ì��Ïîì���ä¨õ��¾å0æ¤ïî�äoå0èó0æ

H1
ø¨íïæ�ôÚê�åoä
óoõ�öæ�å0ê·ö�ófó0è&ôÚæ

F(p,C,M)\F0

øoäfä
íïèì0ïîù"��ë�õÚä
ê¤ê
F(p,C,M)

ç�ì��ÏîìÀíïæ�ôÚê�åoä
ó0è(å��dó¸ó0è&ôÚæzì0ú��-æ�ôÚèîæ¤îè(ö�îæ¤íïæ¤ïù`ó0îìÀôÚè�	6	dæ¤ïæ¤î��èï(ð0æ¤ç�ù�òÏä¨õ��oÿ
å0æ¤ïî�äoå0èó0îù�òÁå0ï�ä
æ¤ë(å0ì0ïè�����0"õ�æ�ô�ð�ûÀñ�è��âïæ�ý¤ð¾õ��¾åoäoåÌöóoõ�öæ�å0ê·öÁíïì0ê�å0ù`ç}ê�õ�æ�ôÚê�å0ó0èæ¤ç�è(ý�üã3d�"è
ð&å0ó0æ¤ï5�ÌôÚæ¤îè(ö����
æÁ�*��d¤�çy¥��&�����Ý��¦��¸ð0ê�å��Íî�ä�å0ï�ä
æ¤ë(å0ì0ïè(ö�ò

F(Fi)
	Äð�îë��èè

Fi,µ(u)
îæ¤íïæ¤ïù`ó0îìÏôÚè�	¸ÿ

	dæ¤ïæ¤î��èï(ð0æ¤ç�ù�ó�ì0ëïæ¤ê�å0îì0ê�å¾ö�ò¿å0ì0éæ¤ë
(u,µ) = (ck, 0)

��9�ì0÷¶ô.äÌî�äº��å0è�òâå0ï�ä
æ¤ë(å0ì0ïè(ö�ò

∇θP(s|0, 0) = −P(s|0, 0)A1

n
∑

i=1

XiR1i(si),
ü�8��

∇µP(s|0, 0) = −P(s|0, 0)A2

n
∑

i=1

R2i(si),
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÷¶ôÚæ

R1i(k) = [fi(ck) − fi(ck−1)] / (A1pk) ,
üßÅ5�

R2i(k) = [fi(ck)dk − fi(ck−1)dk−1] / (A2pk) .

�1íìoõ�ð�éæ¤îîù�òþó0ù`ï�ä/�Ìæ¤îè(ö�òOíïæ�ôÚíìoõÚä
÷�ä
æ�å0ê·ö ø�é(å0ìÍæ¤ê�õ�è
pk = 0

ø.å0ì
Rji(k) = 0

�H�Äì0ê�å0ìoÿ
öîîù`æ

A1
è
A2

ó0ó0æ�ôÚæ¤îù+ý�ôÚæ¤ê���íì
å0ì0çtð0ø�é(å0ì�íïèÍîæ¤ë&ì
å0ì0ïù�òâð0ê�õ�ì0ó0è(ö�òâè�òÁðªô.ä
æ�å0ê·öÍó0ù`ú0ï�äoå��
åoä
ë øÚé(å0ì0ú0ù1î�ä
ú0ì0ïù^ýªî�ä¾éæ¤îè��

Rji = {Rji(1), . . . , Rji(K)} îæbý¾ä
ó0èê¤æ�õ�è�ì
åÔîæ¤è(ýªó0æ¤ê�å0îù�òOó0æ�ÿ
õ�èéèî����dä
íïèç�æ¤ï øô�õ�ö�ëó�ä
î(å0è�õ��0îì��Oïæ¤÷¤ïæ¤ê¤ê¤èè ø�æ¤ê�õ�è�íïæ�ôÚíìoõ�ì��Ïè(å��ø.é(å0ìÔýªî�ä¾éæ¤îè(ö

fi(0)îæÄý¾ä
ó0èê·ö(åÏì
å
i
ø(å0ì�ç�ì��Ïîì�ó
ý¤ö(å��

A1 = −fi(0)
øíì0ê�õ�ædéæ¤÷¤ì

R1i = {−1/p, 0, 1/(1− p)} �d�bõ�öç�ì¤ôÚæ�õ�è�êÏôÚó
ð�çtö�ëó�ä
î(å0è�õ�öç�è ø�æ¤ê�õ�è
fi(−µ) = fi(µ)

è���å0è}ýªî�ä¾éæ¤îè(ö\îæÁý¾ä
ó0èê·ö(åþì
å
i
øtå0ì

íïè
A1 = A2 = −fi(µ)/p

íìoõ�ð�é�ä
æ¤ç
R1i = {−1, 0, 1} ø R2i = {1,−2p/(1 − 2p), 1} ���Få0ìê�Ìæ

ó0ïæ¤çtöOô�õ�ö�ç�ì¤ôÚæ�õ�èNêÌå0ïæ¤çtöNëó�ä
î(å0è�õ�öç�è ø.ô.ä/�Ìæ�æ¤ê�õ�è�ýªî�ä¾éæ¤îè(ö
fi(0)

è
fi(−µ) = fi(µ)

îæ
ý¾ä
ó0èê·ö(åâì
å

i
ø�å0ìÁê�íì0ç�ì
ñ!�0ûJç"ä
ê��$åoä
ú0îù�ò´ç�îì��Ïè(å0æ�õ�æ��´îæ$ðªô.ä
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