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This paper addresses a development of the Fedorenko finite super element method
(FSEM). A priori error estimates are obtained; saturability of the method in Sobolev
spaces is determined. The conditions leading to the derivatives convergence are in-
dicated, corresponding error estimates are given. Regularity and accuracy of the nu-
merical solution on the Sobolev class of functions are shown. The investigation deals
with the Dirichlet problem, but can be extended over a general class of linear elliptic
problems.ÂâåäåíèåÌåòîä êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ (ÌÊÑÝ) âïåðâûå ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ Ôåäîðåíêî èåãî êîëëåã [1, 2℄. Îí âõîäèò â êëàññ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà äåêîìïîçèöèèîáëàñòè â ñî÷åòàíèè ñ âûáîðîì îñîáîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèåÌÊÑÝ çàâåäîìî ñîäåðæèò â ñåáå íåêîòîðûå èç ñâîéñòâ, ïðèñóùèõ ðàññìàòðèâàåìîéçàäà÷å. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ðÿäà �ñëîæíûõ� âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷. Âðàáîòàõ [1�7℄ ý��åêòèâíîñòü ÌÊÑÝ ïîäòâåðæäåíà ïðèìåðàìè ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ�èçè÷åñêèõ ïðîáëåì. Äëÿ èõ àâòîðîâ ïðåèìóùåñòâåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è,êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì ìíîæåñòâà ðåçêèõ îñîáåííîñòåé, ïðîÿâëÿþùèõñÿíà ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòÿõ. Òàêèå îñîáåííîñòè ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîéêàê �ñèíãóëÿðíîñòè� ñàìîãî ðåøåíèÿ, òàê è ðåçêèå íåîäíîðîäíîñòè îáëàñòè ðàñ÷åòà.�àññìîòðèì ïðîñòóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñàâ äâóìåðíîé îáëàñòè Ω ⊂ R2. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò ñ èñêëþ-÷åííûìè èç íåãî êðóãàìè, ðàäèóñ êîòîðûõ ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè Ω. Ïîëàãàåì,÷òî â îêðåñòíîñòÿõ òàêèõ ìåëêèõ îòâåðñòèé ñîñðåäîòî÷åíû âñå ðåçêèå �ñèíãóëÿðíîñòè�ðåøåíèÿ:

−∆u = 0 â Ω, (1)
u = g íà ∂Ω, (2)ãäå u � èñêîìàÿ �óíêöèÿ; ∂Ω � ãðàíèöà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè; g � íåêîòîðàÿ èçâåñòíàÿ�óíêöèÿ íà ∂Ω.

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé (ãðàíò � 06-01-00421).© Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 2008.75



76 Ñ.À. ËàçàðåâàÏîäîáíî îáû÷íîìó ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ðàçáèòàíà íåêîòîðîå ÷èñëî ïîäîáëàñòåé, íàçûâàåìûõ ñóïåðýëåìåíòàìè. Êàæäîå ìåñòî ñîñðå-äîòî÷åíèÿ îñîáåííîñòè (îòâåðñòèå, íåîäíîðîäíîñòü è ò. ï.) çàêëþ÷åíî ñòðîãî â îäíîìèç ñóïåðýëåìåíòîâ. Êàæäàÿ áàçèñíàÿ �óíêöèÿ ÌÊÑÝ Φi(x) åäèíîîáðàçíî çàäàåòñÿ âêàæäîì èç ñóïåðýëåìåíòîâ Ωk è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå ñëåäóþùåãî âè-äà [2�5℄:
−∆Φi = 0 â Ωk,

Φi = ϕi íà ∂Ωk,ãäå ãðàíè÷íûå áàçèñíûå �óíêöèè ϕi, çàäàííûå íà ∂Ωk, ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
ϕi(Pj) = δij , i = 0, . . . , n, (3)â óçëàõ ñóïåðýëåìåíòà Pj, j = 1, . . . , n, âêëþ÷àÿ âîçìîæíóþ ãðàíèöó îòâåðñòèÿ â äàííîìñóïåðýëåìåíòå, îáîçíà÷åííóþ ÷åðåç P0; δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Óçëû Pj ñ èíäåêñàìè

j = 1, . . . , n ðàñïîëîæåíû òîëüêî íà ãðàíèöå ñóïåðýëåìåíòà: íà åãî ðåáðàõ, â óãëàõ.Ôóíêöèè ϕi(x) óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ïåðâîãî ðîäà íà ∂Ω ñîãëàñíî (2):
ϕi(Pi) = g(Pi), Pi ∈ ∂Ω, i = 1, . . . , n. (4)Ñ óçëîâ íà ðåáðà ãðàíèöû ñóïåðýëåìåíòà �óíêöèè ϕi ïðîäîëæàþòñÿ íåêîòîðûì �ñòàí-äàðòíûì� èíòåðïîëÿíòîì: ïîëèíîìèàëüíûì, êóñî÷íî-ëèíåéíûì, ñïëàéí-èíòåðïîëÿíòîìè ò. ä.Çàìåòèì, ÷òî ñèíãóëÿðíîñòè çàäà÷è â îêðåñòíîñòÿõ îòâåðñòèé ó÷òåíû ïîñðåäñòâîìáàçèñíîé �óíêöèè ñ íóëåâûì èíäåêñîì Φ0(x) â êàæäîì èç ñóïåðýëåìåíòîâ. Îñòàëüíûå�óíêöèè Φi(x), i 6= 0, ïðè íàëè÷èè îòâåðñòèÿ â ñóïåðýëåìåíòå Ωk îáðàùàþòñÿ â íóëüíà åãî ãðàíèöå ñîãëàñíî (3). Åñëè â ñóïåðýëåìåíòå îòâåðñòèÿ íåò, òî Φ0(x) ≡ 0.�åøåíèå çàäà÷è âíóòðè êàæäîãî îòäåëüíîãî ñóïåðýëåìåíòà áóäåì èñêàòü ïðè ïîìî-ùè ïîñòðîåííîãî áàçèñà:

ū(x) =
n

∑

i=0

aiΦi(x), x ∈ Ωk. (5)Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ÌÊÑÝ ū(x) âî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëà-ñòè Ω = ∪kΩk. Íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ai íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ñõåìû ìåòîäà Áóáíîâà��àëåðêèíà ïðè âûáîðå �óíêöèé Φi(x) â êà÷åñòâå áàçèñíûõ è ïðîáíûõ [3�7℄.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÌÊÑÝ â ðàáîòàõ [3, 4℄ ïðåäëîæåí òåîðåòè÷åñêèé àëãîðèòì, ïîçâî-ëÿþùèé ñòðîèòü åãî àïïðîêñèìàöèè ïî îòíîøåíèþ ê øèðîêîìó êðóãó çàäà÷ ìàòåìàòè-÷åñêîé �èçèêè. Èññëåäîâàíèÿ îïèðàþòñÿ íà îáùóþ çàïèñü �îðìóëû �ðèíà è îõâàòûâà-þò ñëàáûå ðåøåíèÿ êëàññà çàäà÷, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíè-ÿìè. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü àïïðîêñèìàöèé ÌÊÑÝ ñ ïðîåêöèîííûìè ìåòîäàìè è ïîêàçàíî,÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà íà ïðîñòðàíñòâå ñëàáûõ ðåøåíèé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íîñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé, çàäàâàåìûõ â ïðîñòðàíñòâå èõ ñëåäîâ. Ïîìèìî êà÷åñòâåí-íîãî àíàëèçà ìåòîäà ïðîâåäåíî è åãî äåòàëüíîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå. Ïðåäëîæåíûðàçëè÷íûå âàðèàíòû ÌÊÑÝ. Ïîäòâåðæäåíà ðàñ÷åòíàÿ ý��åêòèâíîñòü äëÿ çàäà÷, ñî-äåðæàùèõ ðåçêèå îñîáåííîñòè â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè êàê â ïðîñòðàíñòâåííî-äâóìåðíîì,òàê è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå [5, 6℄.



Àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ÌÊÑÝ Ôåäîðåíêî 77Äàëüíåéøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîëó÷åíèå àïðèîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòåéÌÊÑÝ. ßâíûì îáðàçîì âûäåëÿåòñÿ âîïðîñ î âëèÿíèè èçíà÷àëüíîãî âûáîðà âàðèàíòààïïðîêñèìàöèè íà ãðàíèöå ðàçáèåíèÿ íà ðåçóëüòèðóþùóþ òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ ìåòîäà.Íåâûÿñíåííûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå �àêò ñõîäèìîñòè ëèáî ðàñõîäèìîñòè îøèáîê ïðîèçâîä-íûõ ãëàäêîãî ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåçóëüòàòàì,ïîëó÷åííûì â õîäå äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè è èññëåäîâàíèÿ ÌÊÑÝ Ôåäîðåíêî.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ÌÊÑÝ â ïðîñòðàíñòâå H
1(Ω)Êà÷åñòâåííûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ÌÊÑÝ îñóùåñòâëÿåì íà ïðèìåðå ìîäåëü-íîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (1), (2) â ïðîñòðàíñòâåííî-äâóìåðíîì ñëó-÷àå. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèì â ïðåäïîëîæåíèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè �óíêöèè ãðàíè÷-íîãî óñëîâèÿ g è ãðàíèöû îáëàñòè ∂Ω äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêîìîå ðåøåíèå ïðèíàäëåæàëîïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà HR(Ω), R ≥ 1 [8℄.Êàê ïðàâèëî, ñóïåðýëåìåíò Ωk ÿâëÿåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì, è íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòüòîò �àêò, ÷òî ∂Ωk ïðèíàäëåæèò êëàññó C0 ãëàäêîñòè. Ìû âïðàâå ðàññìàòðèâàòü ëèøüòîò ñëó÷àé, êîãäà ∂Ωk � ìíîãîóãîëüíàÿ ãðàíèöà ëèáî ãðàíèöà, ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî÷èñëà ãëàäêèõ êðèâûõ, ò. å. ∂Ωk = ∪lIkl, l = 1, . . . , L. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: |I| � äëèíà

Ikl; ν � ïîðÿäîê ãðàíè÷íîãî ñïëàéíà ϕi, ïîñòðîåííîãî ïðè ðàçáèåíèè ãðàíèöû S =
∪k∂Ωk íà (N − 1) îòðåçîê; ū � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå; πN

ν u � åãî ñïëàéí-èíòåðïî-ëÿíò [9℄.Áóäåì ãîâîðèòü [9℄, ÷òî ìåòîä èìååò íàñûùåíèå (íàñûùàåì) íà êëàññàõ
HR(Ω), R > 1, åñëè ∃R0, äëÿ êîòîðîãî:1) lim

N→∞
sup

u∈HR(Ω)

∥

∥u − πN
ν u

∥

∥

H1(Ω)
= 0 ïðè R ≤ R0;2) sup

u∈HP (Ω)

∥

∥u − πN
ν u

∥

∥

H1(Ω)
= o( sup

u∈HR(Ω)

∥

∥u − πN
ν u

∥

∥

H1(Ω)
) ïðè R < P ≤ R0;3) ïðè R0 < R ñóùåñòâóåò u ∈ HR(Ω) è íå çàâèñÿùàÿ îò ν êîíñòàíòà c > 0, òàêàÿ,÷òî ∥

∥u − πN
ν (u)

∥

∥

H1(Ω)
≥ c sup

u∈HR0(Ω)

∥

∥u − πN
ν u

∥

∥

H1(Ω)
.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áàçèðóåòñÿ íà òåîðåìå î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå âïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà H1(Ω) ñî ñëåäàìè êëàññà H1/2(S). Îíî óñòàíàâëèâàåò ñâîéñòâîíàñûùàåìîñòè ÌÊÑÝ è àïðèîðíûå îöåíêè â H1(Ω). Åãî ïîëó÷åíèå èñïîëüçóåò òåîðèþèíòåðïîëÿöèè ïðîñòðàíñòâ [10℄, ìåòîäû ÌÊÝ [11℄, ðåçóëüòàòû íàñûùàåìîñòè ïðè ïî-ëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè â ïðîñòðàíñòâå L2 [12℄. Èññëåäîâàíèå ÌÊÑÝ â ïðîñòðàí-ñòâå Ñîáîëåâà H1(Ω) ñâîäèòñÿ ê ðàáîòå ñî ñëåäàìè ðåøåíèé èç H1/2(S), ãäå ìû ìîæåìïîëüçîâàòüñÿ è ñâîéñòâàìè ñòàíäàðòíûõ îöåíîê ïðè èõ ñîîòâåòñòâóþùåì êîððåêòíîìïðåîáðàçîâàíèè.Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ÌÊÑÝ ñîîòâåòñòâóåò èíòåðïîëÿöèè ëàãðàíæåâûìè ñïëàé-íàìè íà ãðàíèöàõ ñóïåðýëåìåíòîâ S, ðàçáèåíèå S ðàâíîìåðíî ñ õàðàêòåðíûì øàãîìñåòêè |I| . Òîãäà ÌÊÑÝ èìååò íàñûùåíèå ïî ãëàäêîñòè â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω) íà êëàñ-ñàõ Hs(Ω), s > 1, s ∈ R. Êëàññîì íàñûùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ Hν+3/2(Ω), ïîðÿäêîì íàñûùå-íèÿ � O(1/N s). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòåé ìåòîäà âïðîñòðàíñòâå H1(Ω).Ïðè ν ≥ R − 3/2:

‖u − ū‖H1(Ω) ≤ CM
1/2
R−1/2M

1/2
R−3/2

1

(ν + 1)R−1
|I|R−1/2 |u|HR(Ω) ,



78 Ñ.À. Ëàçàðåâàãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ èñõîäíîãî îïåðàòîðà è ïîñòîÿííûõ â íåðàâåí-ñòâàõ âëîæåíèÿ, à MR−1/2 è MR−3/2 çàâèñÿò òîëüêî îò R.Ïðè ν ≤ R − 3/2

‖u − ū‖H1(Ω) ≤ Cν · |I|
ν+1 |u|Hν+3/2(Ω) ,ãäå êîíñòàíòà Cν çàâèñèò òîëüêî îò ν, ïàðàìåòðîâ èñõîäíîãî îïåðàòîðà è ïîñòîÿííûõíåðàâåíñòâ âëîæåíèÿ.Ïîâûøåíèå ïîðÿäêà ïîëèíîìîâ íà ñóïåðýëåìåíòíûõ ãðàíèöàõ ïîâëå÷åò çà ñîáîé àï-ïðîêñèìàíò áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòè ÌÊÑÝ â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω) (äëÿ ν ≥ R−3/2). Ýòîïîäòâåðæäåíî ïîëó÷åííûìè îöåíêàìè. Â ñëó÷àå àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿïðè ïîìîùè ÌÊÑÝ â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω) òàêàÿ ñèòóàöèÿ èçìåíèòñÿ, à èññëåäîâàíèåïîòðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ �àêòîâ. Ïðîáëåìà ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèÿïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ÌÊÑÝ íà îòäåëüíûé ñóïåðýëåìåíò ïðåäñòàâëÿåò êàê îòäåëü-íûé èíòåðåñ, òàê è ñëóæèò äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ïðîèçâîäíûõ. Äàëååïðèâåäåì àñèìïòîòèêó ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ÌÊÑÝ â îêðåñòíîñòÿõ óãëîâ ñóïåðýëå-ìåíòíîãî ðàçáèåíèÿ è âûÿñíèì ñâîéñòâà åãî ãëàäêîñòè. �åçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå íèæåäëÿ óãëà ñóïåðýëåìåíòà, ìîæíî îáîáùèòü íà âñþ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü.2. �ëàäêîñòü ðåøåíèÿ. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðîèçâîäíûõÓòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü Λ � îäèí èç óãëîâ ñóïåðýëåìåíòà ñ ãðàíèöåé ∂Λ ðàñòâîðà

α, 0 < α < π; P � åãî âåðøèíà; Prθ � ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ Λ.�ðàíè÷íûå áàçèñíûå �óíêöèè ÌÊÑÝ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè P , íà ãðàíèöàõ óãëà
∂Λ1 è ∂Λ2, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìû ïîðÿäêà íå âûøå ν. Òîãäà ïðèáëèæåííîåðåøåíèå ū ÌÊÑÝ â ýòîé îêðåñòíîñòè ïðåäñòàâèìî â âèäå

ū =



































ν
∑

q=0

rq
(

āq cos(qθ) + b̄q sin(qθ)
)

, π/α /∈ {b ∈ Z, b ≤ ν} ,

∑

q=jπ/α
0≤q≤ν

[rq (āq cos(qθ) + c̄qθ cos(qθ)) + rq ln rc̄q sin(qθ)]+

+
∑

q 6=jπ/α
0≤q≤ν

rq
(

āq cos(qθ) + b̄q sin(qθ)
)

, jπ/α ∈ {b ∈ Z, b ≤ ν} ∀j = 1, 2, ...,

(6)
ãäå āq = A2

q; b̄q sin(qα) =
(

A1
q − A2

q cos(qα)
); c̄q =

1

α

(

A1
q −

1

cos(qα)
A2

q

), q = 0, ..., ν;
A1

q, A2
q � êîý��èöèåíòû ðåøåíèÿ (ãðàíè÷íîãî ïîëèíîìà ϕ̄) íà ãðàíèöàõ ∂Λ1, ∂Λ2 ïå-ðåä rq.Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò è ãëàäêîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ū ÌÊÑÝâ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Åñëè π/α ∈ Z è π/α ≤ ν, òî ðåøåíèå ū íåðåãóëÿðíîïî îòíîøåíèþ ê ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ òàê, ÷òî ū ∈ Hπ/α(Ωk) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ āq, b̄q,

c̄q. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå â óãëå Λ îáëàäàåò áåñêîíå÷íîé ãëàäêîñòüþ, à ïðèáëè-æåííîå ðåøåíèå â ñóïåðýëåìåíòå Ωk èìååò ìàêñèìàëüíóþ ãëàäêîñòü ïî îòíîøåíèþ êãðàíè÷íîìó óñëîâèþ íà ∂Ωk.Ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòèêè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â óãëàõ ñóïåðýëåìåíòîâìîãóò áûòü ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòåé ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ ÌÊÑÝ



Àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ÌÊÑÝ Ôåäîðåíêî 79ëîêàëüíî � â äàííûõ óãëàõ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàíî ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ãàð-ìîíè÷åñêîé �óíêöèè â îáëàñòè ñóïåðýëåìåíòà Ωk ñî ñëåäàìè êëàññà ∏

l

HR−1/2(Ikl).�àçëîæåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî èç ðåçóëüòàòîâ äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà�ñ íåîäíîðîäíîé íîðìîé� [13℄.Ñâåäåì ñíà÷àëà ðåçóëüòàòû äëÿ àïðèîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ïðèáëèæåíèÿ ïðî-èçâîäíûõ ðåøåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÌÊÑÝ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà H1(Λ) (èëè, ÷òî îäíîè òî æå, îöåíîê ñàìîãî ðåøåíèÿ â íîðìå H2(Λ) â óãëå Λ).Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü âàðèàíò ÌÊÑÝ ñîîòâåòñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñè-ìàöèè ïîðÿäêà íå âûøå ν íà ãðàíèöàõ ∂Λ â îêðåñòíîñòè óãëà Λ ñóïåðýëåìåíòíîãî ðàçáè-åíèÿ ðàñòâîðà 0 < α < π. Òîãäà àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòåé ÌÊÑÝ â ïðîñòðàíñòâå
H2(Λ) â ýòîì óãëå èìåþò ñëåäóþùèé âèä.1. Ñëó÷àé π/α /∈ {b ∈ Z, b ≤ ν} . Äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî ñóïåðýëåìåíòà ýòî ýêâèâàëåíò-íî âûïîëíåíèþ: α/π íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðàöèîíàëüíûõ ïðèâåäåííûõ äðîáåé,èëè æå äëÿ ðàöèîíàëüíîãî äðîáíîãî ðàñòâîðà α/π âûïîëíåíî ν = 0, 1, èëè ν = 2 ïðè
α < π/2. Òîãäà ïðè ν ≤ R − 3/2

‖u − ū‖2,Λ ≤ Cν |I|
ν
[

|u|Hν+1(∂Λ) + |∂u/∂n|Hν(∂Λ)

]

,ãäå Cν çàâèñèò òîëüêî îò ν, ïðè ν ≥ R − 3/2

‖u − ū‖2,Λ ≤ cM
1/2
R−3/2M

1/2
R−5/2

|I|R−3/2

νR−5/2

[

|u|HR−1/2(∂Λ) + |∂u/∂n|HR−3/2(∂Λ)

]

,ãäå êîíñòàíòû MR−3/2, MR−5/2 çàâèñÿò òîëüêî îò R.2. Ñëó÷àé π/α ∈ {b ∈ Z, b ≤ ν} . Äëÿ ìíîãîóãîëüíîãî ñóïåðýëåìåíòà ýòî ýêâèâàëåíò-íî âûïîëíåíèþ: âåëè÷èíà α/π ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðèâåäåííîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè è
ν ≥ 3, ëèáî ν = 2 è α = π/2. Òîãäà ïðè ν ≤ R − 3/2

‖u − ū‖2,Λ ≤ |I|ν
[

Cν |u|Hν+1(∂Λ) + C ′′ |∂u/∂n|Hν(∂Λ)

]

+ C ′′′
∑

∂Λi

ν
∑

q=1

|c̄q|,ãäå êîíñòàíòû çàâèñÿò òîëüêî îò ν, c̄q ñîîòâåòñòâóþò (6). Ïîãðåøíîñòü ÌÊÑÝ íà êëàññå
HR(Ω) â ïðîñòðàíñòâå H2(Ω), ò. å. âåëè÷èíà sup

u∈HR(Ω)

‖u − πνu‖2,Ω íå îáëàäàåò ñõîäèìî-ñòüþ ê íóëþ ïðè |I| → 0 . Ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ êîíñòàíòíàÿ ïîãðåøíîñòü, è ñïðàâåä-ëèâî
Cν,α ≤ sup

u∈HR(Ω)

‖u − πνu‖2,Ω .Ïðè ν ≥ R − 3/2

‖u − ū‖2,Λ ≤
|I|R−3/2

νR−5/2

[

C ′
R |u|HR−1/2(∂Λ) + C ′′

R |∂u/∂n|HR−3/2(∂Λ)

]

+ C ′′′
R

∑

∂Λi

R−3/2
∑

q=1

|c̄q|è êîíñòàíòû çàâèñÿò îò ïîêàçàòåëÿ ãëàäêîñòè R, c̄q ñîîòâåòñòâóþò (6). ÏîãðåøíîñòüÌÊÑÝ íà êëàññå HR(Ω) â ïðîñòðàíñòâå H2(Ω) íå îáëàäàåò ñõîäèìîñòüþ ê íóëþ ïðè
|I| → 0. Ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ êîíñòàíòíàÿ ïîãðåøíîñòü, è ñïðàâåäëèâî:

CR,α ≤ sup
u∈HR(Ω)

‖u − πνu‖2,Ω .



80 Ñ.À. ËàçàðåâàÓòâåðæäåíèå 4.Äëÿ ñõîäèìîñòè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå H2(Λ)ïðè π/α ∈ {b ∈ Z, b ≤ ν} íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé
A1

q cos(qα) − A2
q = 0, ∀q = jπ/α, q = 1, ..., min{ν, R − 3/2}, j = 1, 2, ...Ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ñîâïàäàþò ñ ï. 1 ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ.Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü Pxy � ñèñòåìà êîîðäèíàò òàêàÿ, ÷òî îñü Px íàïðàâëåíà ïîîäíîé ñòîðîíå óãëà Λ è îñü Py � ïî äðóãîé åãî ñòîðîíå. Äëÿ ñõîäèìîñòè ïîãðåøíîñòèìåòîäà ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå H2(Λ) ïðè π/α ∈ {b ∈ Z, b ≤ ν} íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû ñëåä ãðàíè÷íîãî èíòåðïîëÿíòà ϕ̄ íà ñòîðîíàõ óãëà ∂Λi, i = 1, 2, áûë ñëåäîìíåêîòîðîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëèíîìà pH(x, y) â êîîðäèíàòàõ Oxy â ýòîì óãëå.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè M ∈ Z, M ≥ 3 íîðìà îøèáêè ‖u − ū‖M,Λ ðàñõîäèòñÿ. Ìå-òîä êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ íå àïïðîêñèìèðóåò ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ ïîðÿäêà áîëü-øå åäèíèöû â íîðìå H1(Ω).Çàêëþ÷åíèå�àáîòà ïîñâÿùåíà êà÷åñòâåííîìó àíàëèçó ÌÊÑÝ Ôåäîðåíêî. Ïîëó÷åíû àïðèîðíûåîöåíêè ïîãðåøíîñòåé ÌÊÑÝ â øêàëå ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà ïðèìåðå çàäà÷è Äèðè-õëå. Äàííûé âîïðîñ ñâÿçàí ñ ïîëó÷åíèåì àïïðîêñèìàíòîâ ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷-íîñòè. Îïðåäåëåíà ãëàäêîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. �àçðåøåí âîïðîñ î ñõîäèìîñòèïðîèçâîäíûõ ëþáîãî ïîðÿäêà, ïðè íàëè÷èè òàêîé ñõîäèìîñòè ðåçóëüòàò ïîäòâåðæäåíõàðàêòåðíûìè àïðèîðíûìè îöåíêàìè. Ìåòîä êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò ðàç-ðåøàòü çàäà÷è, ñîäåðæàùèå ìåëêèå �ñèíãóëÿðíîñòè� â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, îáëàäàÿ ïðèýòîì ïîãðåøíîñòÿìè ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ, îöåíèâàåìûìè òîëüêî îòíîñèòåëüíî îãðà-íè÷åíèé ýòîãî ðåøåíèÿ íà ãëàäêèõ ÷àñòÿõ ñóïåðýëåìåíòíûõ ãðàíèö. Ýòî íå òðåáóåòèñïîëüçîâàíèÿ ñåòîê, ñãóùàþùèõñÿ â îêðåñòíîñòÿõ �ñèíãóëÿðíîñòåé�, è ñâÿçàíî ñ âûáî-ðîì îñîáûõ àïïðîêñèìèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ. Èññëåäîâàíèå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü îñî-áåííîñòè, ñâîéñòâåííûå ñïåöè�èêå àïïðîêñèìàöèé ÌÊÑÝ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ìåòîä êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ â çàäà÷àõ êîíâåêöèè-äè��óçèè / Â.Ò. Æóêîâ, Í.Ä. Íî-âèêîâà, Ë.�. Ñòðàõîâñêàÿ, �.Ï. Ôåäîðåíêî è äð. Ì., 2001 (Ïðåïð. ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà�ÀÍ. � 8).[2℄ Ôåäîðåíêî �.Ï. Ââåäåíèå â âû÷èñëèòåëüíóþ �èçèêó. Ì.: ÌÔÒÈ, 1994.[3℄ Galanin M., Savenkov E. Fedorenko �nite superelement method as speial Galerkin ap-proximation // Math. Modelling and Analysis. 2002. Vol. 7, N 1. P. 41�50.[4℄ �àëàíèí Ì.Ï., Ñàâåíêîâ Å.Á. Ê îáîñíîâàíèþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ Ôå-äîðåíêî // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàò. �èçèêè. 2003. Ò. 43, � 5. Ñ. 711�727.[5℄ Galanin M., Lazareva S., Savenkov E. Fedorenko �nite superelement method and itsappliations // Comp. Methods in Appl. Math. 2007. Vol. 7, N 1. P. 3�24.[6℄ Galanin M., Lazareva S., Savenkov E. Numerial investigation of the �nite superelementmethod for the 3D elastiity problems // Math. Modelling and Analysis. 2007. Vol. 12, N 1.P. 39�50.
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