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A role of asymptotic approaches for studies of viscous-inviscid free interaction mech-

anism is discussed for the case of transonic velocities of external flow. Asymptotic

theory provides opportunities to reveal an internal structure of the fluctuation fields,

to interpret processes responsible for development of instability and to investigate the

behavior of linear and nonlinear pulsations, as well as to indicate the properties of the

spectrum of oscillations.�àñïðîñòðàíåíèå êîíöåïöèè ñàìîèíäóöèðîâàííîãî äàâëåíèÿ [1�5℄ íà ñëó÷àé òðàíñ-çâóêîâûõ ñêîðîñòåé âíîñèò â àñèìïòîòè÷åñêóþ òðåõïàëóáíóþ òåîðèþ ñâîáîäíîãî âçàè-ìîäåéñòâèÿ íîâûå ýëåìåíòû. Îñòàâëÿÿ â ñòîðîíå âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ ñàìîé ñòðóê-òóðû âÿçêîãî òå÷åíèÿ â òðàíñçâóêîâîì äèàïàçîíå (íàïðèìåð, óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ïà-ëóá (ïîäñëîåâ) â ïîãðàíè÷íîì ñëîå), íåëüçÿ íå îòìåòèòü íååäèíñòâåííîñòü âîçìîæíûõïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ àäåêâàòíîé àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâîíàõîäèò ñâîå îòðàæåíèå â ñðàâíèòåëüíîì àíàëèçå ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷å-ñêèõ îöåíîê è ñïîñîáîâ ðàçëîæåíèÿ â àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû îñíîâíûõ �óíêöèé òå÷å-íèÿ â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ �åíîìåíó âÿçêî-íåâÿçêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèòðàíñçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ âíåøíåãî ïîòîêà.Ïåðåíîñ îñíîâîïîëàãàþùèõ ïðåäñòàâëåíèé òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ ñàìîèíäóöè-ðîâàííûì äàâëåíèåì íà îêîëîçâóêîâûå ðåæèìû ìîæåò ïðèâîäèòü ê ðàçëè÷íûì îöåí-êàì ìàñøòàáîâ âîçìóùåíèé â çàâèñèìîñòè îò ðîëè íåñòàöèîíàðíûõ ý��åêòîâ. Çàäà÷àî âçàèìîäåéñòâèè â òðàíñçâóêîâîì äèàïàçîíå, âïåðâûå ðàññìîòðåííàÿ â [6℄, äîïóñêàåòââåäåíèå âðåìåíè âî âíåøíåé ïîòåíöèàëüíîé îáëàñòè ïîòîêà [7℄ áåç èçìåíåíèÿ ñîîò-âåòñòâóþùèõ ñòàöèîíàðíîìó ðåæèìó îöåíîê. Ïîñëåäíèå, êàê ïîêàçàíî â [8℄, óñòàíàâ-ëèâàþòñÿ, íàïðèìåð, èç çàêîíîâ ïîäîáèÿ, èìåþùèõ ìåñòî â òåîðèè [1�5℄, à èìåííî: â�îðìóëàõ, ââîäÿùèõ ñïåöèàëüíóþ ñèñòåìó åäèíèö äëÿ çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ ïå-ðåìåííûõ, äîñòàòî÷íî ñîâåðøèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ÷èñëå Ìàõà, ñòðåìÿùåìñÿ êåäèíèöå.Ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè èìåþò ðàçíûå ïîðÿäêè âî âíåøíåé ïîòåíöèàëüíîé îáëà-ñòè è â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ïîëå ïîòîêà â ïîãðàíè÷íîì ñëîåêâàçèñòàöèîíàðíî, è, îòáðàñûâàÿ â óðàâíåíèÿõ äëÿ íèæíåé ïàëóáû âðåìåíí�îé ÷ëåí ñìàëûì ïàðàìåòðîì â êà÷åñòâå êîý��èöèåíòà, ïðèõîäèì ê îäíîé èç �îðìóëèðîâîê [7℄àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè íåñòàöèîíàðíûõ òðàíñçâóêîâûõ òå÷åíèé âÿçêîãî ãàçà, ïðè÷åì
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé(ãðàíòû � 04-01-00807 è � 04-01-00773).© Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 2008.39



40 Ê.Â. �óçàåâà, Â.È. Æóê, È. �. Ïðîöåíêî, À.Â. ×åðíûøåâàñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè, êàê îòìå÷åíî âûøå, ñîâïàäàþò ñ ðàíåå ïîëó÷åííûìè äëÿ ñòà-öèîíàðíîé çàäà÷è [6℄.Èíîé ìåõàíèçì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ïðåäëîæåí â [9℄, ãäå ââåäåííûå ìàñøòàáûïåðåìåííûõ òðåáóþò ñîõðàíåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ÷ëåíîâ êàê âî âíåøíåé, òàê è â ïðè-ñòåíî÷íîé îáëàñòÿõ. Òåì ñàìûì â ïîäõîäå [9℄ äåìîíñòðèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿàñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè íåñòàöèîíàðíûõ òðàíñçâóêîâûõ òå÷åíèé, ñóùåñòâåííî îòëè÷-íîé îò òåîðèè [7℄ è â êîòîðîé ìàëûé ïàðàìåòð ïåðåä ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè îòñóò-ñòâóåò.Åùå îäèí èç âàðèàíòîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî óïðîùåíèÿ òî÷íûõ óðàâíåíèé òðàíñçâó-êîâûõ äâèæåíèé [10℄, ïðè êîòîðîì ñîõðàíÿþòñÿ ñâîéñòâà íåëèíåéíîñòè è ñìåøàííîñòèòèïà, îñóùåñòâëÿåò ðåäóêöèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ ñàìîèíäóöèðî-âàííûì äàâëåíèåì ê èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (îáîáùåíèþ óðàâíåíèÿÁåíäæàìèíà � Îíî). Îòìå÷åííûé âûðèàíò [10℄ ïîääàåòñÿ èíòåðïðåòàöèè â òåðìèíàõíåëèíåéíîãî êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ. Èíòåðåñíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüîïèñàíèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè [11, 12℄ âÿçêèõ òå÷åíèé.Àñèìïòîòè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ, âêëþ÷àþùàÿ ìåõàíèçì ñâîáîäíîãî âçàèìîäåéñòâèÿíåëèíåéíûõ âîçìóùåíèé â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñ âíåøíèì òðàíñçâóêîâûì ïîòîêîì, ïðè-âîäèò ê ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å:
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yℓ = 0 : uℓ = vℓ = 0, yℓ → ∞ : uℓ → yℓ + A(t, x). (1ä)Ñ öåëüþ ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé ñèñòåìû (1) ðàññìîòðèì åå òî÷íîå ðåøåíèå
uℓ = yℓ, vℓ = 0, p = 0, A = 0, ϕ = 0.Áóäåì èñêàòü âîçìóùåíèå ìàëîé àìïëèòóäû ε ýòîãî ðåøåíèÿ â âèäå

uℓ = yℓ − ε
df(yℓ)

dyℓ
eik(x−ct),

vℓ = iεkf(yℓ)e
ik(x−ct),

p = εeik(x−ct), (2)
A = εQ◦ eik(x−ct),

ϕ = εF (y) eik(x−ct).Óðàâíåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà (1à) äàåò
d2F

dy2
− k2(c − K∞)F = 0. (3)
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arg(c − K∞) ∈ (−π, π) âûäåëÿåò ðåãóëÿðíóþ âåòâü àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè
Π(c) = (c − K∞)1/2, òàêóþ, ÷òî RealΠ(c) > 0.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (3), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ çàòóõàíèÿ F → 0 ïðè y → +∞,ñ ó÷åòîì âûáîðà âåòâè �óíêöèè Π(c) âûïèñûâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ S◦:

F = S◦e
−k Π(c) y. (4)Äâà óñëîâèÿ (1á) ïðè y = 0 ïîçâîëÿþò íàéòè êàê ìíîæèòåëü S◦, òàê è ïîñòîÿííóþ

Q◦ èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2) äëÿ A:
S◦ =

i

k
, Q◦ =

(c − K∞)1/2

k
. (5)Âûðàæåíèÿ (2) òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (1ã). ×òî êàñàåòñÿ íåëè-íåéíîãî óðàâíåíèÿ (1â), òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî âûðàæåíèé (2) îòáðîñèì êâàäðà-òè÷íûå ïî ε ÷ëåíû, ñ÷èòàÿ ε → 0. Â ðåçóëüòàòå ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ (1â) ñâîäèòñÿê óðàâíåíèþ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ âûòåêàþùèìè èç (1ä), à òàêæå ê (2), (5) ñ êðàåâûìèóñëîâèÿìè:
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k
. (6á)Ââåäåì êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð

ζ = −i1/3k1/3c. (7)Äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî yℓ è ïåðåõîäîì ê íîâîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
Z = (ik)1/3yℓ + ζ (8)óðàâíåíèå (6à) òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â óðàâíåíèå Ýéðè
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(9)îòíîñèòåëüíî âòîðîé ïðîèçâîäíîé d2f/dZ2.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ, çàäàâàåìûå íà òâåðäîé ïîâåðõíîñòè yℓ = 0, ïîñëå ïåðåõîäà íàêîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü Z ñòàâÿòñÿ ïðè Z = ζ . Ïîä÷èíÿþùååñÿ òðåì óñëîâèÿì (6á)ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) íàõîäèòñÿ îäíîçíà÷íî:
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−1 (10)è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ Ýéðè Ai(Z). Èç ïàðû äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèéóðàâíåíèÿ Ýéðè [13℄ èìåííî �óíêöèÿ Ai(Z) ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò ïðè Z → ∞ ïîíàïðàâëåíèþ ëó÷à argZ = π/6 è òåì ñàìûì äàåò âîçìîæíîñòü îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèåàñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäåëüíîãî óñëîâèÿ â (6á).



42 Ê.Â. �óçàåâà, Â.È. Æóê, È. �. Ïðîöåíêî, À.Â. ×åðíûøåâÎäíàêî ïîâûøåíèå ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ (9) ïî ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíèåì (6à) äèêòóåòíåîáõîäèìîñòü ïðèñîåäèíèòü ê óñëîâèÿì (6á) åùå óñëîâèå
d3f(0)

dy3
ℓ

= −ik, (11)ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ñëåäñòâèå èç óðàâíåíèÿ (6à), ðàññìîòðåííîãî â òî÷êå yℓ = 0.Íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (11) ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷à (6à), (6á) ÿâëÿåòñÿçàäà÷åé íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Åå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ �à-çîâîé ñêîðîñòè c è âîëíîâîãî ÷èñëà k âîçìóùåíèé (2). Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ (10) âóñëîâèå (11) ïðèâîäèò ê äèñïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ
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(c − K∞)1/2
. (12)Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (6à), (6á) èìååò ðåøåíèå, åñëè ïàðàìåòðû c è k ñâÿçàíû óðàâ-íåíèåì (12). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì (10).Ïîñòðîåííûå ïî íåé �ëóêòóàöèîííûå ïîëÿ (2) ïðåäñòàâëÿþò íå ÷òî èíîå, êàê âîëíûÒîëëìèíà � Øëèõòèíãà ñ êðèòè÷åñêèìè ñëîÿìè, ïðèëåãàþùèìè ê îáòåêàåìîé òðàíñ-çâóêîâûì ïîòîêîì ïîâåðõíîñòè.Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè ðåøåíèé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò ñîáñòâåííûå÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå íåóñòîé÷èâûì ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì. Â ñàìîì äåëå, óñòðå-ìèì êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð ζ èç (7) â áåñêîíå÷íîñòü è âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìïðåäñòàâëåíèåì [13℄ �óíêöèè Ýéðè â ñåêòîðå argZ ∈ (−π, π). Â ðåçóëüòàòå ëåâàÿ ÷àñòüäèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (12), êîòîðóþ îáîçíà÷èì Φ(ζ), ðàçëàãàåòñÿ ïðè ζ → ∞ âàñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä

Φ(ζ) = −ζ − ζ−1/2 + O(ζ−2), arg ζ ∈ (−π, π). (13)Ïðåäïîëîæåíèå ζ → ∞ óñòàíàâëèâàåò â ñèëó (13) ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòèãëàâíûõ ÷ëåíîâ â (12):
ζ ∼

e−
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6
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. (14)Îäíîçíà÷íàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ζ−1/2 â (13) âû-äåëÿåòñÿ âûáîðîì ñåêòîðà arg ζ ∈ (−π, π) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ζ . Èìåííî èç ýòèõñîîáðàæåíèé ïðåäïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå àðãóìåíòà â âûðàæåíèè èç ïðàâîé ÷àñòè (14).�àññìàòðèâàÿ ýòî âûðàæåíèå êàê ïåðâîå ïðèáëèæåíèå è ïîäñòàâëÿÿ åãî â ζ−1/2 èç (13),ïîëó÷èì â äâóõ ïðèáëèæåíèÿõ ñ òî÷íîñòüþ ζ−2 àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìó äèñïåðñèîí-íîãî óðàâíåíèÿ (12):
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. (15)Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ (7) ïàðàìåòðà ζ èç (15) íàõîäèì íåÿâíóþ �óíêöèþ, ñâÿçûâà-þùóþ �àçîâóþ ñêîðîñòü c è âîëíîâîå ÷èñëî k:
c =

k

(c − K∞)
1

2

+
e

1

4
πi

k
1

2 c
1

2

. (16)



Îá óñòîé÷èâîñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â òðàíñçâóêîâîì ïîòîêå 43Çàìåòèì, ÷òî êàê (15), òàê è (16) ïîäðàçóìåâàþò ïðè ñâîåì âûâîäå, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü
ci �àçîâîé ñêîðîñòè c = cr + i ci ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ åå äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ cr.Óðàâíåíèå äèñïåðñèîííîé êðèâîé â �îðìå (16) ñïðàâåäëèâî ïðè k → +∞ è ïîçâîëÿ-åò ñäåëàòü ïðèíöèïèàëüíûé âûâîä î íåóñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäû èç ñïåêòðàñîáñòâåííûõ �óíêöèé. Â ñàìîì äåëå, èç ïðåäñòàâëåíèÿ (16) âèäíî, ÷òî ci > 0 è âîçìó-ùåíèÿ (2) ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþò ïî âðåìåíè.Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî èç (16) ñëåäóåò c → ∞ ïðè k → +∞, ðàçðåøèì óðàâíå-íèå (16) îòíîñèòåëüíî c = cr + i ci, à èìåííî

cr = k2/3 +
K∞

3
+ O

(

1

k2/3

)

, ci =
21/2

3k5/6
+ O

(

1

k3/2

)

. (17)Â ýêñïîíåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü (2) îò âðåìåíè �àêòè÷åñêè âõîäèò êîìïëåêñíàÿ÷àñòîòà ω = ωr + i ωi = −kc, ïðè÷åì âåëè÷èíà −ωi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíêðåìåíòíàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé êîìïëåêñíîé ÷àñòîòûèç (17) íàõîäèì
ωr = −k5/3 +

K∞k

3
+ O

(

k1/3
)

, ωi = −
21/2k1/6

3
+ O

(

1

k1/2

)

. (18)Èòàê, èíêðåìåíò íàðàñòàíèÿ íå òîëüêî ïîëîæèòåëåí, íî è íåîãðàíè÷åí: èç (18) âèä-íî, ÷òî −ωi → +∞ äëÿ k → +∞. Ïî-âèäèìîìó, äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî âïåðâûå îòìå-÷åíî â [9℄; �èçè÷åñêîå ïîÿñíåíèå óïîìÿíóòîãî �åíîìåíà ïðåäëîæåíî â [14, 15℄.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Íåéëàíä Â.ß. Ê òåîðèè îòðûâà ëàìèíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â ñâåðõçâóêîâîì ïîòî-êå // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. ÌÆ�. 1969. � 4. Ñ. 53�57.[2℄ Stewartson K., Williams P.G. Self-indued separation // Pro. Roy. So. London. Ser. A.1969. Vol. 312, N 1509. P. 181�206.[3℄ Messiter A.F. Boundary layer �ow near the trailing edge of a �at plate // SIAM J. Appl.Math. 1970. Vol. 18, N 1. P. 241�257.[4℄ Ñû÷åâ Â.Â. Î ëàìèíàðíîì îòðûâå // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. ÌÆ�. 1972. � 3. Ñ. 47�59.[5℄ Ñû÷åâ Â.Â., �óáàí À.È., Ñû÷åâ Â.Â., Êîðîëåâ �.Ë. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îòðûâ-íûõ òå÷åíèé / Ïîä ðåä. Â.Â. Ñû÷åâà. Ì.: Íàóêà, 1987. 255 ñ.[6℄ Messiter A.F., Feo A., Melnik R.E. Shok-wave strength for separation of a laminarboundary layer at transoni speeds // AIAA J. 1971. Vol. 9, N 6. P. 1197�1198.[7℄ �ûæîâ Î.Ñ. Î íåñòàöèîíàðíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñ ñàìîèíäóöèðîâàííûì äàâëåíèåìïðè îêîëîçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ âíåøíåãî ïîòîêà // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. 1977. Ò. 236, � 5.Ñ. 1091�1094.[8℄ Stewartson K. Multistrutured boundary layers on �at plates and related bodies // Adv.Appl. Meh. 1974. Vol. 14. P. 145�239.[9℄ �ûæîâ Î.Ñ., Ñàâåíêîâ È.Â. Îá óñòîé÷èâîñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðè òðàíñçâóêîâûõñêîðîñòÿõ âíåøíåãî ïîòîêà // ÏÌÒÔ. 1990. � 2. Ñ. 65�71.[10℄ Æóê Â.È. Íåëèíåéíûå âîçìóùåíèÿ, èíäóöèðóþùèå ñîáñòâåííûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿâ ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà ïëàñòèíå â òðàíñçâóêîâîì ïîòîêå // ÏÌÌ. 1993. Ò. 57, âûï. 5.Ñ. 68�78.
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