
���������
	������	������������������	����
��� ��������� ��!#" �$"�%�%'&

(*),+.-0/212354 62187$),9;:2:2-0+.-</29;=>9;:21@?

A@B 7�-062:2-DC�7�=>1235EGFH7�187�359;4

IKJLIKJ�M0NPO�NPQSRPTPUWVYX�Z[J\IKJP]@O�N�^$NP_'`
a$bdcfe�g�hjilkmcfn�omplq'cfr�s
tfu�u�vwhjn�u�g�s
txq'cfg�r�tfrKyPz.kmc{cfg�|

}l~x���
���������
��m�S�L���
�
���S�L��������L�S�m�Y���L�
IKJ\�KJ���`�O���VPRP�

� p\�� LbDplq'cfe�g�hjn�u�g�s
txq'cfg�r�tfrKyP¡¢s
tf£�g�|
}l~x���
������¤¥�¦��������¨§�¥��©�ª�S�L��«L¬�
¬S�L�Y�����

�®�¯�¯D°{±³²m´\µx¶³·x¸�¹»º¼´\µ�½ª¾�¹d¿Àµx¶ÂÁl°{±ÃÄ´\±³Å
¶³½�²Æ´{º�·x¸�¿wÇ�¶Â¿ÈÁÈ¿ÀÉw¶ÂÃÄ¿$ÃÄ¿ÀÉw¶³½�²ÊÃxË�Ãx·Ä¿À¹dÃ�¶ÂÃÌÃx¾�²L²m¿ÈÃx·Ä¿ÈÍ�Î
Ï ¸�¿@°{±³²m´\µx¶³·x¸�¹ÐµÄ¿l°{±³¶³Ñl¿ÈÃ�·¨É�´�¹d´
Í�¿ÈÃ�´{ºÒÁl°{±ÂÁÀ¾�±Ó°{·x¶Â´\½�ÔP¶³½Õ°{µÄ¿l°\Ã�´{ºÒÁÈ´\½ª·x¶³½ª¾�¶³·¨ËÖ°{½�Í�´\½×·x¸�¿
ÃÄ¿ÀÉw¶³½�²YÃx¾�µØºÙ°\ÁÈ¿LÎ Ï ¸�¿�Ú$¾�½�²m¿�ÛDÜY¾�·x·�°$¹d¿À·x¸�´
ÍÊ¶ÂÃS¾�ÃÄ¿ÈÍ;º¼´\µ'·x¸�¿�ÁÈ´\½ª·x¶³½ª¾�¶³·¨ËÒ¹d´
Í�¿LÎ Ï ¸�¿�Ý�¿ÀÉw·Ä´\½
¶³·Ä¿Àµ�°{·x¶Â´\½Ò¹d¿À·x¸�´
Í;¶ÂÃ�¾�ÃÄ¿ÈÍ;º¼´\µ�·x¸�¿�ÃÄ¿ÀÉw¶³½�².¹d´
Í�¿LÎ Ï ¸�¿�Í�¿ÀÅm¿À±Â´\Ç¿ÈÍÊ®�¯�¯Æ°{±³²m´\µx¶³·x¸�¹Þ¶ÂÃ�ÁÈ´\¹DÇ�°{µÄ¿ÈÍ
Éw¶³·x¸d·x¸�¿wÁÀ±Ó°\ÃÄÃx¶ÂÁl°{±�¹d¿À·x¸�´
Í�ÃlÎmß�Ã�°{à�¶³±³¶³·¨Ë5´{º·x¸�¿w®�¯�¯D°{±³²m´\µx¶³·x¸�¹áº¼´\µ Ç�¶Â¿ÈÁÈ¿ÀÉw¶ÂÃÄ¿$ÃÄ¿ÀÉw¶³½�²ÊÃxË�Ãx·Ä¿À¹dÃ
¶ÂÃ$Ãx¸�´lÉw½�Î

âäã$å�æ0å çÒè5å

é,êªë�ì{í$êªë�îïì{ð{ñîìòíwó{ô'ìlõ�î÷ödî©ø\îïì{ð{ñî�ùSúDù©îíwîïì{ð{ñî�ùSú0û�îóªõ�ó�ü{îïì{ð{ñî�ùýîýð{ó�þî�êmõ�ÿ�����ùýð{î ~
ðfë�ì{í÷øLêLï�ê
ðfë���� ó��îð	��
�ê��Êë�ð�Þó{ô��îí÷î�õ�î��ì{ð{ñ�óªõ�ÿ�ñîíwîÕô'îödödì	�ì	�þî�êmõ�ÿ����;íwî�����ê�
��ì	�î ~�íwî����dê
ñ�����ê�
�î�õ�óú��fë�îÕíwó{ô'ìlõ�î�
�ìÈô���ëjð{ì{û��ÕêLô'ì{ñ�
�êªë��ó8õ�î���ÿ�
��ì{ñ�ó
ë�ó��ó��Õó�ü	��ê��îïì	���ó��
ó�ûªõ'ê
ðfë�îäö0êªø\ó�
�ó�ü{ó����ó�ðfë���ê��ðfë�
�ê��� !���î��ó{ô'ì"�ó{ô'ó�û����;ì"���ó�þì{ð{ð	�¢îíwì	�Êë,û�óªõ�ì{ìWðlõ�ó�#$�����
ðfë�����ñ©ë�������úYî��ó��fë�ó�í%�&���î�ù�ó{ô'î©ë�ð�'���îû�ì{ülêªë�ÿ�ñ îð	�óªõ�ÿ
ø\ó�
�ê��î�� íwó{ô'ìlõ�ì	� ú$ó��îð	��
�ê
ì{í(��ù
ô'îödödì	�ì	�þî�êmõ�ÿ����;íwî)����ê�
��ì	�î��íwî0ð*��êªø+����
��ó��,����ê�
�ó��0ï�ê
ðfë�ÿ��)�.-dê����îíwì	� úLíwó{ô'ìlõ�ÿ/�0�î ~
�ê���êÊî21�ì	��õ'ê4365	7©ó
ë���ê8#�ê
ìfë0�ó�
�ìÈô'ì	�îì9�ó����Lõ:�þî��4
Òþì	�î;�î©ëªê��î�� ú�
�ñ�õ��Òï�ê��=<�î�ù4
�ð{ì>��ô�����ù
ó�ð{ó�û�ì	� ú$ñ�ó
ë�ó����;ì�ð	�ó�ð{ó�û���� íwì	���©ë�ÿ�ðfë���êªë�ì{ü{î��?�î©ëªê��î����A@ íwó{ô'ìlõ�ÿÖé8ìlõ�î���êäî�BC�Æõ�ÿ�ü	�ì ~��êD3 E.7�ó��îð	��
�ê
ìfë"�ó�
�ìÈô'ì	�îì2�ìfø\ó���ê��ð	�ó�ü{ó"���ì{ó�û���êªø\ó�
�êªë�ìlõ:� ú�ö0êªø\ó�
�ó�ì/���ó�ðfë���ê��ðfë�
�ó�ñ�ó
ë�ó ~�ó�ü{ó ð{ñ�õ�ì{ì	�ó�î©ø0ïìfë����ìlù,ó�ûªõ'ê
ðfë�ì	���
FDð{ðlõ�ìÈô'ó�
�ê��î��×ë�ì{ó��îî0ó�û��;ñ��ó�
�ì	������ù5ô'îödödì	�ì	�þî�êmõ�ÿ�����ù2����ê��ì	�î��0ð(��êªø+����
��ó��2����ê ~
�ó��@ï�ê
ðfë�ÿ�� î@î�ùG���îíwì	�ì	�î��H�ó�ð	
���<�ì	�óKô'ó�ðfëªêªë�ó�ï��ó�í(�ó�ü{ó;��ê
û�ó
ë�3 IKJ/5.E.7L�:MN�ìÈô'î����ó�ïî�ù

ð{îðfë�ì{í&
��.ô'ìlõ:���ÊëKñ�õ'ê
ð{ðÊñ���ð{ó�ï��ó ~ ð>��î©ë���ùO�: Öï�ê
ðfë��ó�ðfë�î ú��ó����©ë�îìÊñ���ð{ó�ï��ó ~ ð>��î©ë���ù@ð{îðfë�ì{í��ê"��õ�ó�ð{ñ�ó�ðfë�îP
�
�ìÈô'ì	�óQ
"��ê
û�ó
ë�ì)-;� -;�:RYê+��ë�î���ê îPS�� @)��T0ì{ó��©ë�ó�
�îï�êU365�I.7L�
R�óªõ�ÿ���î��ðfë�
�óV����ê
ñ©ë�îïì{ð{ñî�ùÕøLêLôSêLï��ì>�Wê
ìfë�ð�Öïîðlõ�ì	�����;íwîÖíwìfë�ó{ôSê
íwî��(FDð{ðlõ�ìÈô'ó�
�ê��î��

ê������ó�ñ�ð{îí$ê
þîî úA��ðfë�ó��ïî�
�ó�ðfë�î»îòð�ù�ó{ô'îíwó�ðfë�îáïîðlõ�ì	������ù íwìfë�ó{ô'ó�
��ì>��ì	�î�� ó�û��;ñ��ó�
�ì	� ~����ùäô'îödödì	�ì	�þî�êmõ�ÿ�����ù�����ê�
��ì	�î��&�ó�ð	
���<�ì	�ó í(�ó�ü{ó�����ûªõ�îñ�ê
þî����AWÆô���ê
ñ�óV��ê
û�ó
ë��X�ó
ïîðlõ�ì	�����;íÕíwìfë�ó{ôSê
í��ì>��ì	�î���ó�û��;ñ��ó�
�ì	������ùKô'îödödì	�ì	�þî�êmõ�ÿ�����ùQ����ê�
��ì	�î��Q
dó�ð	�ó�
��ó�í
��ê
ð{ð{í$êªë��î�
�ê��Êë$#Wì{ðfë�ñîìKî�õ�îP�ì>#Wì{ðfë�ñîì)�ì	���ì	����
����;ìKøLêLôSêLïî@õ�îû�ó�øLêLôSêLïî,ðÒô'îödödì	�ì	� ~
þî�êmõ�ÿ��ó ~ êmõ�ü{ì{û���ê
îïì{ð{ñîíwî�����ê�
��ì	�î��íwî�365+Y�J�E8Y�7L��Z%��ô[��ê
û�ó
ë$���ìÈô'ðfëªê�
ªõ:�ìfë����ó�ü	��ê
íwí(�ó�ì
ó�û�ì{ð	�ì{ïì	�îì8ô�õ:� ïîðlõ�ì	���ó�ü{óÕîð{ðlõ�ìÈô'ó�
�ê��î�� ð{îðfë�ì{í ó�û��;ñ��ó�
�ì	������ù ô'îödödì	�ì	�þî�êmõ�ÿ�����ù

\© ]%^8_a`cb.`cd+`9e>fhg.b8_ji8b.`ckai8l>^.f�mn`ckam�^.oci8o>pqb.r0s�b.t>b.u8_av+o>pqoAo>`qw�kai8kq^.b�x/y�o	_q_ab.r8_av+o>r=zcv�zw�k|{�b.b=^8zd+v~}.�c�>�>�.�
���



� 5 �C�|�C�:�)�>�K���.���������O���|�C���9�K���O�.�~�����C�|�C�����	�K�����h�

����ê�
��ì	�î��H3 E��hJ�E � 7L�*T0î���ÿ��ì{í(�ó�ü{îìjê�

ë�ó����DúA��ê����îíwì	� ú���� �2�9  ��¡|¢ úN£)� ¤,�N¥ ��¦|§ 
×ð	
�ó�ì	�
ðfëªêªë�ÿ�ìV3 E�¨.7�ú��\ô'ìlõ:���Êë�
��îí$ê��îìQ�ó�ðfë��ó�ì	�î��*êmõ�ü{ó��î©ë�í$ê8ïîðlõ�ì	���ó�ü{ó��ì>��ì	�î���ðQ�ì	�ì{íwì	� ~���;í©�ó�����ô'ñ�ó�íÖô�õ:�@øLêLôSêLï8ðdû��;ðfë��ó�íwì	�����=<�ì	�ð�V����ê�
�ó��2ï�ê
ðfë�ÿ��)�
 ÕôSê����ó��D��ê
û�ó
ë�ì0���ìÈô�õ'ê
ülê
ìfë�ð�,êmõ�ü{ó��î©ë�í©ªA«�«Wô�õ:�@ïîðlõ�ì	���ó�ü{ó"�ì>��ì	�î��8ð{îðfë�ì{í ó�û��;ñ ~�ó�
�ì	������ù�ô'îödödì	�ì	�þî�êmõ�ÿ�����ùQ����ê�
��ì	�î�� ú�îíwì	�=<�î�ù$��êªø+����
,��ê0�ì{ñ�ó
ë�ó��ó�í��ó{ô����ó�ðfë���ê�� ~

ðfë�
�ì5ö0êªø\ó�
�ó�ü{ó)���ó�ðfë���ê��ðfë�
�ê���MN��ê�
��î�
�ê��Êë�ð�D�ó�ü	�ì>�4�ó�ðfë�ÿ�ïîðlõ�ì	���ó�ü{ó;�ì>��ì	�î��2îG
��;ïîð ~
õ�î©ë�ìlõ�ÿ����;ì,øLêªë���êªë�� ð@ë���êLô'îþîó������;íwî ïîðlõ�ì	�����;íwî íwìfë�ó{ôSê
íwî©�ì>��ì	�î��òó�û��;ñ��ó�
�ì	������ù
ô'îödödì	�ì	�þî�êmõ�ÿ�����ùU����ê�
��ì	�î����
¬*¯®�°/± å�æ0åO²Då çÒè5å ± åh³÷å çÒè=´ ±Cµ(¶O±C· ãwçC¸(¹»º'èCº�¼�åh½ ·¾®P¿HÀ
Z�ê
ð{ð{íwó
ë��îíjê�

ë�ó��ó�í(�����Öð{îðfë�ì{í%��úmó��îð	��
�ê
ì{í%���&��ê
û�ó��ó�í

n
��ê���ê
íwìfë��ó�


y = (y1, y2, . . . , yn)
P�ì{ñ�ó
ë�ó��ó��Õó�ûªõ'ê
ðfë�î
D ⊂ R

n
��ÁC��ðfë�ÿ��fëªê�ó�ûªõ'ê
ðfë�ÿ���êªølô'ìlõ�ì	��êP��ê@ô�
�ì ï�ê
ðfë�î

D1
î

D2
ü{î ~�ì	���ó�
�ì	��ù��ó�ðfë�ÿ��

G = {y ∈ D : g(y) = 0}
úSü�ô'ì

g(y) : D → R Â �ì	���ì	����
���ê8�äö0���ñþî����
ÃPê
ñîí ó�û���êªø\ó�í;úøLêLôSê���� ó�ûªõ'ê
ðfë�î

D1 = {y ∈ D : g(y) < 0}
î

D2 = {y ∈ D : g(y) > 0}
�:ÁDó ~
�ìÈô'ì	�îìÆð{îðfë�ì{í(�òó��îð	��
�ê
ìfë�ð�$�ì>��ì	�îì{í�ó�û��;ñ��ó�
�ì	���ó�ü{óÒô'îödödì	�ì	�þî�êmõ�ÿ��ó�ü{ó2����ê�
��ì	�î��


Q
�ì{ñ©ë�ó����ó�í©
�î�ô'ì
dy

dt
= f(y), y ∈ D, Ä 5.Å���î2øLêLôSê����ó�í©��êLï�êmõ�ÿ��ó�í���ðlõ�ó�
�îî

y(t0) = y0, y0 ∈ D\G. Ä E�Å
Æ)���ñþî��

f
øLêLôSê���ê�ðlõ�ìÈô����=<�îí ó�û���êªø\ó�í �

f(y) =

{

f1(y)
���î

y ∈ D1 ∪G,
f2(y)

���î
y ∈ D2 ∪G,

ü�ô'ì
f1(y)

î
f2(y) Â �ì	���ì	����
����;ì2ö0���ñþîî�
�ð{ó�ó
ë�
�ìfë�ðfë�
����=<�î�ùÞó�ûªõ'ê
ðfë���ù×ó����ìÈô'ìlõ�ì	�î����

M�ó�ü�õ'ê
ð	�ó�ôSê����ó�í%�8ó����ìÈô'ìlõ�ì	�î��Gö0���ñþîî
f(y)

��ê�ü{î��ì	���ó�
�ì	��ù��ó�ðfë�î
G
���î��îí$ê��Êë ô�
�ê

��êªø+����ù2ø+��êLïì	�î��
f1(y

∗)
î

f2(y
∗)
ú
y∗ ∈ G

ú�ñ�ó
ë�ó����;ì,
�ó�û�<�ì{íÞðlõ:��ï�ê
ì,�ìdð{ó�
���êLôSê��Êë.�
Z�ì>��ì	�îì{í øLêLôSêLïî Ä 5.ÅLJ Ä E�Å�û��\ô'ì{í'��êªø+��
�êªë�ÿ$�ì	���ì	����
������¢ö0���ñþî��

y(t)
ú����ó�î©ø+
�ó{ô���ê8�

ñ�ó
ë�ó��ó��&�ó�ï©ë�î�
�ð	�.ô��×ð{ó�
���êLôSê
ìfë ð
f(y)

���dê
ñ�����ê�
�î�õ�óú�
,ë�ó�ïñ�ìD�ì	�ì{ð{ì{ïì	�î�� ð ü{î��ì	���ó ~
�ì	��ù��ó�ðfë�ÿ��
G
ñ��î�
�ê8�;�ì>��ì	�î��$�ì	���ì	����
���êdî"�ì;îíwì{ìfë,���ó�î©ø+
�ó{ô��ó����~-Dó0���î�ðfë��ì{í�õ�ì	�îî

ñ�ë�ó�ïñ�ì
y∗
��ê

G
ðlõ�ì	
�ê�ñ�ê
ð\êªë�ìlõ�ÿ���ê8� ñ�ñ��î�
�ó��V�ì>��ì	�î�� ð{ó�
���êLôSê
ìfë@ð

f1(y
∗)
ú ê�ð	����ê�
�ê Â ð

f2(y
∗)
�

RA�\ô'ì{í'��ê
ð{ð{í$êªë��î�
�êªë�ÿ@ð{îðfë�ì{í(�Dú�ô�õ:��ñ�ó
ë�ó�����ù�
����óªõ����ìfë�ð�8ô'ó��óªõ��î©ë�ìlõ�ÿ��ó�ì4��ðlõ�ó�
�îì �
ô�õ:� õ��Òû�ó�� ë�ó�ïñî

y∗ ∈ G

�ì{ñ©ë�ó����

f1(y
∗)
î

f2(y
∗)
õ�ì>#�êªë;�óWó{ô���� ðfë�ó��ó����@ó
ëWñ�ê
ð\êªë�ìlõ�ÿ��ó��

��õ�ó�ð{ñ�ó�ðfë�î
P

ñ��ó�
�ì	��ù��ó�ðfë�î
G

2ë�ó�ïñ�ì

y∗
�� Ç�fë�ó�í ðlõ:��ï�ê
ì ñ��î�
�ê8�[�ì>��ì	�î��×øLêLôSêLïî Ä 5.ÅLJ

Ä E�Å�ð{ó�ðfëªê�
ªõ:�ìfë�ð� î©ø ë���ê
ì{ñ©ë�ó��î�� ö0êªø\ó�
�ó�ü{ó&���ó�ðfë���ê��ðfë�
�ê©

D1

î
D2
�=WÒë�ð>��ë�ðfë�
���ìfë ëªê
ñ

��êªø+��
�ê
ì{í(���Õð{ñ�óªõ�ÿ
ø	��<�î��&�ì>#�îí���Á0�ìÈô��óªõ�ó�#�îí ëªê
ñ�#Wì
ú�ï©ë�óV��êLï�êmõ�ÿ���ê8��ë�ó�ïñ�ê
y0 ∈ D1

�
Ã�ó�ü�ôSê;�ì>��ì	�îìKíwó�#Wìfë û��Yë�ÿ$���ìÈô'ðfëªê�
ªõ�ì	�ó ë��ì{í%�,ð	�ó�ð{ó�û�ê
íwî �
Â �ì>��ì	�îì0ó�ðfëªê
ìfë�ð��
 ó�ûªõ'ê
ðfë�î

D1
ú
y = y1(t)

ô�õ:�U
�ð{ìlù
t ≥ t0 ÈÂ �ì>��ì	�îì�ô'ó�ðfë�îülê
ìfë0ü	��ê��îþ�� D

øLêÒñ�ó��ì{ï��ó�ì�
��ì{í%�
T0
ú
y = y1(t)

ô�õ:�;
�ð{ìlù
t0 ≤ t ≤ T0 ÈÂ �ì>��ì	�îì5ô'ó�ðfë�îülê
ìfë@ü{î��ì	���ó�
�ì	��ù��ó�ðfë�î

G
øLê�ñ�ó��ì{ï��ó�ì2
��ì{í%�

t1
�

 ë��ìfë�ÿ�ì{íÞðlõ:��ï�ê
ì0�ì>��ì	�îìdíwó�#Wìfë;�ì	�ì{ð{ì{ñ�êªë�ÿ ü{î��ì	���ó�
�ì	��ù��ó�ðfë�ÿ
G
ñ�ó��ì{ï��ó�ìDî�õ�î@û�ì{ð ~

ñ�ó��ì{ï��ó�ì0ïîðlõ�óQ��êªø��� '�fë�ó�íÞðlõ:��ï�ê
ì,�ì>��ì	�îì0íwó�#$�ó"���ìÈô'ðfëªê�
�î©ë�ÿG
"
�î�ô'ìdð{ñ�õ�ì{ì	������ù8ë���ê ~
ì{ñ©ë�ó��î�� �

y(t) = y2i−1(t), t ∈ (t2i−2, t2i−1), y2i−1(t) : R→ D1,



É �:Ê.�>�O�OË+Ì!����Í�O�������.Ê.�2�K��Î"������ÏPÐ~Ñ�Í	�������8ÒjÍ�Î)�OË+�NÓ[Í���Í+Ë8��Ì � E

y(t) = y2i(t), t ∈ (t2i−1, t2i), y2i(t) : R→ D2, i = 1, 2, . . . ,

y(tj) = y∗

j , y∗

j ∈ G, j = 1, 2, . . .Á0�îíwì	�ó�íÔ���ìÈô'ðfëªê�
ªõ�ì	���ó��áð{îðfë�ì{í(� íwó�ü>��ëÕðlõ:�~#�î©ë�ÿÕñ���ð{ó�ï��ó ~ ð>��î©ë��;ìjð{îðfë�ì{í(�Õ365�I87L�
WÆô����Õî©ø��î�ù&���î�
�ìÈô'ì{íÖ�î�#Wì��AWC��ê����ìÈô'ðfëªê�
ªõ:�ìfë×î��©ë�ì	�ì{ð8î©ø ~ øLêV��êmõ�îïî�� þîñ�õ�îïì{ð{ñ�ó�ü{ó
�ì>��ì	�î�� ú�ð>��î©ë�ó�ü{ó�î©ø ó�û��;ï�����ù��ì{þîñ�õ�îïì{ð{ñî�ù�ë���ê
ì{ñ©ë�ó��î�����10õ:�äîð{ðlõ�ìÈô'ó�
�ê��î���ð	
�ó��ðfë�

ïîðlõ�ì	������ù êmõ�ü{ó��î©ë�íwó�
��ó{ô'ó�û����;ìU���îíwì	��� îíwì	�ÊëÕó�ü	�ó�í(�ó�ì2ø+��êLïì	�îì��A@/��êmõ�î©ë�îïì{ð{ñ�ó�ì
ë�ó�ï��ó�ìG�ì>��ì	�îìG�óªõ:��ïî©ë�ÿ8ô'ó�ðfëªêªë�ó�ï��óV���ó�ðfë�ó��%Á0�î��fë�ó�í êmõ�ü{ó��î©ë�í íwó�#$�ó,îð{ðlõ�ìÈô'ó�
�êªë�ÿ
��ê0ê������ó�ñ�ð{îí$ê
þî�� ñ�ë�ó�ï��ó�í%�"�ì>��ì	�î��KúêDëªê
ñ�#Wì=��êdð�ù�ó{ô'îíwó�ðfë�ÿú~��ïî©ë���
�ê8� ú�ï©ë�ó)�ì>��ì	�îì

�ð{ì{ü�ôSê ó�ðfëªê
ìfë�ð��
"�ì{ñ�ó
ë�ó��ó��,ó�ü	��ê��îïì	���ó��,ó�ûªõ'ê
ðfë�î��
×�&ØÙ± èC½,å ±»Ú/Û ºO¸(ÜÒçC¸�Ý8ºO³ýè/¼�¸(¹Þº'èCº�¼�åh½ · ºÙßÒè Ú ²5è/Ü5åhº Ú èC½ ± åh³÷å çÒè5åh½
Z�ê
ð{ð{íwó
ë��îí ð{îðfë�ì{í%�2õ�î��ì	������ù,ó�û��;ñ��ó�
�ì	������ù@ô'îödödì	�ì	�þî�êmõ�ÿ�����ùU����ê�
��ì	�î�� ú�ð>��î©ë����
î©ø5ô�
���ù8ð{îðfë�ì{í¯��ê"��õ�ó�ð{ñ�ó�ðfë�î

(y1, y2)

mô'óªõ�ÿ"�����íwó��

y1 = α �

dy1

dt
= a11(y1 − c1) + a12(y2 − d1),

dy2

dt
= a21(y1 − c1) + a22(y2 − d1), (y1, y2) ∈ D1,

Ä I�Å

dy1

dt
= a22(y1 − c2) + a12(y2 − d2),

dy2

dt
= a21(y1 − c2) + a11(y2 − d2), (y1, y2) ∈ D2,

Ä Y~Å

à ô'ì{ð{ÿ
D1 = {(y1, y2) : y1 < α}

ú
D2 = {(y1, y2) : y1 > α}

�h ðlõ:��ï�ê
ì
úÌñ�ó�ü�ôSê
a11 = a22 = 0

ú
a12 = a21 = 1

�ì>��ì	�îìKñ�ê8#Wô'ó��2î©ø0ð{îðfë�ì{í
dy1

dt
= y2 − d1,

dy2

dt
= y1 − c1, y1 < α,

Ä ��Å

dy1

dt
= y2 − d2,

dy2

dt
= y1 − c2, y1 > α,

Äâá Å

îíwì{ìfë�ó{ô����jó�ð{ó�û����Gë�ó�ïñ�� Ä ð{ìÈô�õ�ó~Åc�KSwðlõ�î c1 < α
î

c2 > α
úSë�ó8ó�ð{ó�û��;ìWë�ó�ïñî õ�ì>#�êªëU
2ð{ó ~

ó
ë�
�ìfë�ðfë�
����=<�î�ùäñ�õ�ìfë�ñ�êmù
D1

î
D2
�O�0�ó�íwì0ë�ó�ü{óú'ì{ðlõ�î

d1 = d2
ú�ë�ó@ó�ð{ó�û��;ì0ë�ó�ïñî,õ�ì>#�êªëG��ê

�����íwó�� ó��©ë�ó�ü{ó���êmõ�ÿ��ó�� ü	��ê��îþì
úê0î�ù�ð{ì	��ê���êªë��îð	�Ù�ì	�ì{ð{ì{ñ�ê��Êë�ð�U
)�ì{ñ�ó
ë�ó�����ù ë�ó�ïñ�êmùG��ê
�fë�ó��@ü	��ê��îþì��� ©�fë�ó�íÖðlõ:��ï�ê
ì5ó�û���êªø	��ìfë�ð�2ó�ü	��ê��îïì	����ê8�@ó�ûªõ'ê
ðfë�ÿ

D0
ú�øLê
ñ�õ��Òïì	����ê8�@íwì>#Wô��

ð{ì	��ê���êªë��îð\ê
íwî��OZ�ì>��ì	�îì)
�����ë��îP�fë�ó��,ó�ûªõ'ê
ðfë�î8ó�û���êªø	��ìfë�þîñ�õjî��ì,
���ù�ó{ô'î©ë øLê�ì{ì2���ìÈô'ì ~
õ��0��ãDîñ�õ×ð{ó�ðfëªê�
ªõ�ì	�×î©ø�ô�
���ùäü�õ'êLô'ñî�ùäñ��î�
���ùSú�ð{ñ�õ�ì{ì	������ù���ê2ü	��ê��îþì Ä �îð��*5.Åc�h�0�î�
��;ì�ì>��ì	�î��,ó��îð	��
�ê��Êë�ð��ö0���ñþî��íwî

y1(t) = A1e
t−t∗ + A2e

−(t−t∗) + A3,
y2(t) = A1e

t−t∗ + A2e
−(t−t∗) + A4,

Ä � Å
ü�ô'ì

A1 = ((y∗

1 − A3) + (y∗

2 − A4))/2
ú
A2 = ((y∗

1 − A3) − (y∗

2 − A4))/2
�O �ìlõ�îïî����

t∗
ú
y∗

1

ú
y∗

2øLêLôSê��Êë�ð�P��êLï�êmõ�ÿ����;íwî2ø+��êLïì	�î��íwî ú
A3 = c1, A4 = d1

���î
y∗

1 < α
î

A3 = c2, A4 = d2
���î

y∗

1 > α
�



� I �C�|�C�:�)�>�K���.���������O���|�C���9�K���O�.�~�����C�|�C�����	�K�����h�

ähå~æ Î�çLÎ�èCé	êcë+ì�í(îQï~ë+ð�ñ�ð~òñ æå~æ ñ.ò�ó�íõô÷ö.ø÷ù�ô÷ú.ø
10õ�î���ê;�ì	�îó{ôSêQ�ì>��ì	�î��P
�����ë��î

D0

��;ïîðlõ:�ìfë�ð���ó�ödó��í%�Lõ�ì

T = 2 ln

(

|A3 − α|+
√

(A3 − α)2 − 4A1A2

2A1

)

.

ûn â · ÜÒèCº�²5è/¼�åO²0üwç · ¹þý Ú º ° å ± èC½,å ç/¼Öºÿ¼ ±Cµ ædè/ßÒèC¸wçÒç · ½8è»½,å�¼�¸Sæ µ ½8è
FDð{ðlõ�ìÈô���ì{íÿ�ó�
�ìÈô'ì	�îì0ïîðlõ�ì	���ó�ü{ó$�ì>��ì	�î�����êWøLêLôSêLïì Ä ��ÅLJ Äâá Åc��W5ïì	
�î�ô��óú�ï©ë�ó$
 ó�ûªõ'ê
ðfë���ù
D1

î
D2

î©ø+
�ì{ðfë����;ì íwìfë�ó{ô��ÔZ%���ü{ì Â �C��ë
ë��Gû�ìføWë����\ôSê@ð	����ê�
��©ë�ð�äð;�fë�ó��jøLêLôSêLïì	���K-Dó@ï©ë�ó
�óªõ:��ï�ê
ìfë�ð�Q���î;�ì	�ìlù�ó{ô'ìn�ì>��ì	�î���î©ø

D1



D2
îWó�û���êªë��ó���FDíwì	���ó0��ê5ü	��ê��îþì9���ó�îð�ù�ó{ô'î©ë

ð{ñ�êLïó�ñ��ó�ü	�ì>�4�ó�ðfë�îU�ì>��ì	�î��2î©ø ~ øLê)�ìfø\ñ�ó�ü{ó�î©ø\íwì	�ì	�î�������ê�
�ó�� ï�ê
ðfë�îD����ê�
��ì	�î�����F»ô'ìlõ�ó
ôSê8#Wì;�ì4
 ë�ó�í;ú ï©ë�ó2ð{î�õ�ÿ��ó2íwì	���ìfë�ð�[����ê�
�ê8�jï�ê
ðfë�ÿúÌêG
 ë�ó�í;ú ï©ë�ó2í$êmõ�ì	����îì�ó
ë�ñ�õ�ó��ì	�î��
ó
ë�ë���ê
ì{ñ©ë�ó��îî����î�
�ó{ô��©ë�ñ8û�óªõ�ÿ���îí ó
ë�ñ�õ�ó��ì	�î��í¯���îU�ì	�ìlù�ó{ô'ìKïì	�ìføKü	��ê��îþ��

G
�

FDð{ðlõ�ìÈô���ì{í �ó�ü	�ì>�4�ó�ðfë�ÿ�ïîðlõ�ì	���ó�ü{óU�ì>��ì	�î��jô�õ:�äð{îðfë�ì{í(� Ä ��ÅLJ Äâá ÅÒð�øLêLôSê������;íwî���ê ~��ê
íwìfë���ê
íwî
d1 = 0.5

ú
c1 = 0.2

ú
d2 = 0.5

ú
c2 = 0.8

ú
α = 0.5

îÿ��êLï�êmõ�ÿ����;íwîòôSê������;íwî
y1(0) = 0.49999999999

ú
y2(0) = 0.3

��Á0�î�
�ìÈô'ì{í��ìfø	�Lõ�ÿLëªêªë�� ïîðlõ�ì	������ùU�{ñ�ð	�ì	�îíwì	�©ë�ó�
Wô�õ:�
ïìfë����ìlùP��
�����ù8ó{ô��ó��Wê
ü{ó�
���ù,íwìfë�ó{ô'ó�
$�ì>��ì	�î��,ð{îðfë�ì{íáó�û��;ñ��ó�
�ì	������ù ô'îödödì	�ì	�þî�êmõ�ÿ ~����ù�����ê�
��ì	�î�� ú��ì\êmõ�î©ø\ó�
�ê�������ù8ð{ó�ü�õ'ê
ð	�óP365�¨87 �5.Ån��
������äíwìfë�ó{ô��N��õ�ì	��ê Ä���� §���	�{��
 �� ��}	¦ Åc�KWÆô��ó�ðfëªêLô'î�����ê8�[��
���ê8�jð�ù�ì{í$ê8ðWó�þì	�ñ�ó����ó ~
ü	�ì>�4�ó�ðfë�îjíwìfë�ó{ô'ó�í¯Zwîï�ê��
ô'ð{ó���ê ÈE�Å5íwìfë�ó{ô©Z%���ü{ì Â �C��ë
ë�� ïìfë�
�ì	�©ë�ó�ü{óV�ó�����ô'ñ�ê Ä � ����� } Â ¥ � 
�
È� Y~Åc�K�Òõ'ê
ð{ð{îïì{ð{ñ�ê8�Õïìfë�� ~�ìlù�ðfëªêLô'î�����ê8�,ð�ù�ì{í$ê�ðDó�þì	�ñ�ó����ó�ü	�ì>�4�ó�ðfë�îP�ó"Zwîï�ê��
ô'ð{ó����@î2ê�

ë�ó�í$êªë�îïì{ð{ñîí©������ê�
ªõ�ì ~�îì{íÖô�õ�î��ó����Wê
ülê�î��©ë�ì{ü	�î��ó�
�ê��î�� ÈI�ÅÆíwìfë�ó{ôV1�ó��í$ê���ôSê Â Á0�î��ð\ê$���©ë�ó�ü{óD�ó�����ô'ñ�ê Ä���� ¦���� ��� ~ ª ¦�� � �{} � Ä Y~Å|Åc�O �ó�ð{ÿ�íwîðfëªêLô'î�� ~��ê8��ð�ù�ì{í$êP���©ë�ó�ü{óP�ó�����ô'ñ�ê8ð ó�þì	�ñ�ó����ó�ü	�ì>�4�ó�ðfë�î��óP
ªõ�ó�#Wì	���ó��äð�ù�ì{íwì ïìfë�
�ì	�©ë�ó�ü{óV�ó ~����ô'ñ�ê ÈY~ÅÌíwìfë�ó{ôDZ%���ü{ì Â �C��ë
ë�� Â Æ�ìlõ�ÿ�û�ì	�ülê0ïìfë�
�ì	�©ë�ó�ü{ó,�ó�����ô'ñ�ê Ä�� }{�	�'}	¦ � Y Ä ��Å|Åc��-dê
îû�óªõ�ì{ìN��ê
ð ~���ó�ðfë���ê��ì	����ê8�P
ªõ�ó�#Wì	����ê8�@ð�ù�ì{í$ê�ïìfë�
�ì	�©ë�ó�ü{ó$�ó�����ô'ñ�êWðDð{ì{íwÿ�� ðfëªêLô'î��íwî ú�îð	�óªõ�ÿ
ø	���=<Wê8�

�ðfë��ó�ì	�������÷ð�ù�ì{í%�U���©ë�ó�ü{óQ�ó�����ô'ñ�êKô�õ:�8ó�þì	�ñî@õ�ó�ñ�êmõ�ÿ��ó��U�ó�ü	�ì>�4�ó�ðfë�î��
ÁDì	��
����V�{ñ�ð	�ì	�îíwì	�©ëU���ìÈô���êªø+��êLïì	��ô�õ:��îð{ðlõ�ìÈô'ó�
�ê��î�� �ó�
�ìÈô'ì	�î��jð�ù�ì{íÙ��ê$��êªø+����
�êmùO�

W5þì	�î�
�êmõ'ê
ð{ÿ�ó
ë��ó�ð{î©ë�ìlõ�ÿ���ê8�D�ó�ü	�ì>�4�ó�ðfë�ÿ�ïîðlõ�ì	���ó�ü{ó;�ì>��ì	�î��D
0ë�ó�ï��ó�í��ì>��ì	�îîD�ó�ðlõ�ì



É �:Ê.�>�O�OË+Ì!����Í�O�������.Ê.�2�K��Î"������ÏPÐ~Ñ�Í	�������8ÒjÍ�Î)�OË+�NÓ[Í���Í+Ë8��Ì � Y

���ì{ó{ô'óªõ�ì	�î��äó{ô��ó�ü{ó2þîñ�õ'ê ô�õ�î©ë�ìlõ�ÿ��ó�ðfë�ÿ��
T
�� !�fë�ó�í»ðlõ:��ï�ê
ìWë�ó�ï��ó�ì;�ì>��ì	�îìQ�ó���êLôSê
ìfë


$��êLï�êmõ�ÿ������ ë�ó�ïñ���ú'ó�û���êªø	���,þîñ�õK� à ��êLïì	�îì0ïîðlõ�ì	���ó�ü{óD�ì>��ì	�î����ó�ñ�êªø+��
�ê
ìfëmú���ê
ð{ñ�óªõ�ÿ ~
ñ�ó ó��ójó
ë�ñ�õ�ó��î�õ�ó�ð{ÿ ó
ëjë�ó�ï��ó�ü{ójøLêjó{ô'î��Õþîñ�õK�* �ð{ìD��ê
ð{ð{í$êªë��î�
�ê
ì{í(�;ì2íwìfë�ó{ô�� �ì>��ì	�î��
îíwì	�Êë�êmõ�ü{ó��î©ë�íÕó�þì	�ñî õ�ó�ñ�êmõ�ÿ��ó��$�ó�ü	�ì>�4�ó�ðfë�î2î$
��;û�ó���êÒô�õ�î����¯�Wê
ülêKî��©ë�ì{ü	�î��ó�
�ê��î��
��êKó�ð	�ó�
�ìÊøLêLôSê����ó���ë�ó�ï��ó�ðfë�î��:Á0�ìÈô��óªõ'ê
ülê
ìfë�ð� ú�ï©ë�ó4���îG��íwì	�ÿ���ì	�îî@øLêLôSê����ó���ë�ó�ï��ó�ðfë�î
�ó�ü	�ì>�4�ó�ðfë�ÿ ïîðlõ�ì	���ó�ü{ó;�ì>��ì	�î��@ëªê
ñ�#WìÆô'óªõ:#$��ê,��íwì	�ÿ��Wêªë�ÿ�ð� úó�û�ì{ð	�ì{ïî�
�ê8� ë�ì{íÖð\ê
í(�;í
ð�ù�ó{ô'îíwó�ðfë�ÿ2ïîðlõ�ì	���ó�ü{ó@íwìfë�ó{ôSê��hWÆô���ê
ñ�ó�ô�õ:����êªø+����
�����ù�ð{îðfë�ì{íÙ�fë�óG�ì)
�ð{ì{ü�ôSêG
����óªõ���� ~
ìfë�ð���K�0�ó�íwìKë�ó�ü{óúSøLê
íwìfë��ó@ø+��êLïî©ë�ìlõ�ÿ��ó�ì"��íwì	�ÿ���ì	�îì"�ó�����ô'ñ�ê ë�ó�ï��ó�ðfë�î[�ì{ñ�ó
ë�ó�����ù íwì ~
ë�ó{ô'ó�
��OZ�ìfø	�Lõ�ÿLëªêªë��Ç�{ñ�ð	�ì	�îíwì	�©ëªêD���î�
�ìÈô'ì	���!��êQ�îð��OE����h��ê
ödîñ8øLê�
�îð{îíwó�ðfë�î�î©ø\ó�û���ê8#Wì	�

5õ�ó�ülê��îödíwîïì{ð{ñ�ó�í�í$ê
ð>�Këªê
û�ì � �óDü{ó��î©ø\ó��©ëªêmõ�ÿ��ó���ó�ð{î�ó
ë�ñ�õ'êLô���
�ê
ìfë�ð�$�ó�����ô'ó�ñWøLêLôSê����ó��
ë�ó�ï��ó�ðfë�î Ä − log 10 Ä � � ����
 � ��}	¦À� � �{} Å|Ålú:�ó$
�ì	�©ë�îñ�êmõ�ÿ��ó�� Â �ó�����ô'ó�ñ�ó
ë��ó�ð{î©ë�ìlõ�ÿ��ó��V�ó�ü	�ì>� ~�ó�ðfë�îP�ì>��ì	�î�� Ä − log 10 Ä ¦�}{���Æ}	¦|¦ � ¦ Å|Ålú�
��;ïîðlõ:�ì{íwó��P�ó�ödó��í%�Lõ�ì

¦�}{���Æ}	¦|¦ � ¦ =
||yn − y(T )||

||yn||
,

ü�ô'ì
y(T ) Â ë�ó�ï��ó�ìC�ì>��ì	�îì2
Kë�ó�ïñ�ì

t = T
ú
yn Â ïîðlõ�ì	���ó�ì0�ì>��ì	�îì
ú:�óªõ:��ïì	���ó�ì0�ó�ðlõ�ì

n�Wê
ü{ó�
ú�ð{ó�ó
ë�
�ìfë�ðfë�
����=<�î�ù�ë�ó���#Wì5ë�ó�ïñ�ì
ú
|| · || Â ì	
�ñ�õ�î�ô'ó�
�ê;�ó��í$ê��

ähå~æ Î���Î� :é	ì å~æå óhë æ ñ"!)ë+ñ"#~ë æå ñ.ò�$�!"#~ë+î$ï~ë&%�ð~ò('�#~ë æ ñ å ð~ò('Cò(# å*) ë+ñ0ê>é,+�é-#*#~ë+î.$�ë&/�é,$�!"#~ë+î$ñ.ë&0*#~ë æ ñ å

ähå~æ Î�1�Î3254~ò(#*/�é0ì�í0 å~æ $ å ñ.ò�$�!"#�í76"ê>é	ñ�ð�é	ñ8+*$ ) +�ë æ ñ å*9 ò(# å*) ê>é,+�é-#*#~ë+î"ñ.ë&0*#~ë æ ñ å



� � �C�|�C�:�)�>�K���.���������O���|�C���9�K���O�.�~�����C�|�C�����	�K�����h�

F5ø5ô'î�ê
ü	��ê
íwí(� Ä �îð��OE�Å9
�î�ô��óú�ï©ë�ó íwìfë�ó{ô�Z%���ü{ì Â �C��ë
ë�� Â Æ�ìlõ�ÿ�û�ì	�ülê@îíwì{ìfë�û5:óªõ�ÿ��)����ó�ü	�ì>�4�ó�ðfë�ÿúYïì{í ��
������Þíwìfë�ó{ô;�N��õ�ì	��ê��9Á0�îÕô'ó�ðfëªêªë�ó�ï��ó�
��;ð{ó�ñ�ó��ÞøLêLôSê����ó��Þë�ó�ï��ó�ðfë�î
íwìfë�ó{ôG1�ó��í$ê���ôSê Â Á0�î��ð\ê2
�ìÈô'ìfë�ð{ì{û���ï���ë�ÿdõ:��ï���ì5íwìfë�ó{ôSê<�N��õ�ì	��ê�����ñ�ð	�ì	�îíwì	�©ë;�ó�ñ�êªøLêmõÌúï©ë�óU�fë�îäíwìfë�ó{ô�� �ì0ô'ó�ðfë�îülê��Êë,øLêLôSê����ó��jë�ó�ï��ó�ðfë�î��hT2��ï���îí ó�ñ�êªøLêmõ�ð�äñ�õ'ê
ð{ð{îïì{ð{ñî���íwì ~
ë�ó{ôUZ%���ü{ì Â �C��ë
ë��áïìfë�
�ì	�©ë�ó�ü{ó4�ó�����ô'ñ�ê0ðÆó�þì	�ñ�ó��$�ó�ü	�ì>�4�ó�ðfë�î íwìfë�ó{ô'ó�í�Zwîï�ê��
ô'ð{ó���ê���WC�
ó�û�ì{ð	�ì{ïî�õ�øLêLôSê�������� ë�ó�ï��ó�ðfë�ÿ��
R�ìfø	��ðlõ�ó�
��óú�ô�õ:����êmù�ó�#Wô'ì	�î��×ïîðlõ�ì	���ó�ü{ó �ì>��ì	�î��×ë��ì{û���ìfë�ð�©��êªø+�����Õó�û�=Ìì{í!
��;ïîð ~

õ�î©ë�ìlõ�ÿ�����ù,øLêªë���êªë ô�õ:�U��êªøfõ�îï�����ù�íwìfë�ó{ô'ó�
���W5þì	�îí¯
��;ïîðlõ�î©ë�ìlõ�ÿ����;ì�øLêªë���êªë�� ñ�ê8#Wô'ó�ü{ó
íwìfë�ó{ôSê�ô�õ:�2�óªõ:��ïì	�î��,�ì>��ì	�î��Kðwó
ë��ó�ð{î©ë�ìlõ�ÿ��ó��)�ó�ü	�ì>�4�ó�ðfë�ÿ��Kú.�ì(���ì	
��9�Wê��=<�ì	�0øLêLôSê�� ~����� Ä �ìfø	�Lõ�ÿLëªêªë�� ôSê����!��ê"�îð��OI�Åc�� N�;ïîðlõ�î©ë�ìlõ�ÿ����;ì�øLêªë���êªë�� ó�þì	�î�
�ê��Êë�ð��ñ�óªõ�îïì{ðfë�
�ó�í

��;ïîðlõ�ì	�î�������ê�
���ù ï�ê
ðfë�ì	������ê�
��ì	�î�� ú�ñ�ó
ë�ó�����ù�û���õ�ó ô'ó�ðfëªêªë�ó�ï��ó@ô�õ:�äó�û�ì{ð	�ì{ïì	�î��äøLê ~
ôSê����ó���ë�ó�ï��ó�ðfë�î��~-dê/�îð>���ñ�ìYõ�ó�ülê��îödí ó
ëDñ�óªõ�îïì{ðfë�
�ê2
��;ïîðlõ�ì	�î��Q����ê�
���ù�ï�ê
ðfë�ì	�;����ê�
 ~�ì	�î��Kó�û�ó
ø+��êLïì	� Ä � �>� 5 � Ä@? � Å|Åc�>B/�~#Wì*
�ð{ìlù0ó�ñ�êªøLêmõ�ð�Kíwìfë�ó{ôQZ%���ü{ì Â �C��ë
ë�� Â Æ�ìlõ�ÿ�û�ì	�ülê©ú��ó�ï©ë�îó{ô'î���ê
ñ�ó�
��;ì9�ìfø	�Lõ�ÿLëªêªë����0íwìfë�ó{ô'ó�
8�N��õ�ì	��ê5î21�ó��í$ê���ôSê Â Á0�î��ð\ê�� à ��êLïî©ë�ìlõ�ÿ��óÒõ:��ï���ì���ê ~û�ó
ëªê
ìfë íwìfë�ó{ô�Z%���ü{ì Â �C��ë
ë��0��10õ:�8øLêLôSêLïî,ð,��êªø+����
��ó��P����ê�
�ó��8ï�ê
ðfë�ÿ��÷íwìlù�ê��î©ø\í ó�þì	�ñî
�ó�ü	�ì>�4�ó�ðfë�î�íwìfë�ó{ô'ó�íõZwîï�ê��
ô'ð{ó���ê2ó�ñ�êªøLêmõ�ð� û�óªõ�ì{ì4���îü{ó{ô����;í;ú�ïì{í»íwìfë�ó{ô��Ö
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��MN���©ë�ÿ$
�ð{ì2���î©ø+��ê
ñî
ind � bound← false

ú
ind � cham← false

�
 N�;û���êªë�ÿQ�Wê
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