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ñ�è�çÄÙ�ó�êç�ïJá�àfÞ�âÜ¾áfÞ�éç�Ü�Þ�á¬Ú�ÜBç�ò�ç�á�êç�î�ë,î�å
àfÞ�á¬ÚJÜê�Þ�à�éÝç �
Ù�Ú��Ü�Ú ðÄñ�ßÜ�Þ�ë,î�å
öÀõsåÄÚ�Ýç�è�é�å
êá�Ù�ç�ïê�ñ�öôá�ç�áfÞÄå
îÄÙ�ÚöÀõ¾ñ�öôî.éàfý�à�êÜÜ ÿ��7ç�â�åÄä�å
êçðÄß�Þ�ç7î.á�Ù�ñ�ß�å
à
á�èfñmõså
öÀõ�à�ïá¬ÚVá�àfÞ�âÜ�÷ 
úÝçÄÙ�Üêç�ìkÜ�å�Ù�ó�ê�åÄÚ�Üê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��Ü�Ú�æ|å
àfÞJé�å
î�êç�ìkà�éêçBì$å�Ù�ñ�öôÝç�è�éàfý �
êç�áfÞ�óÿ���å
á�á�ìkç
Þ�éà�êëôÜËî�ç�Ýéç�á�ëÂê�å�ã�ç��sæ'à�êÜ�ÚËÝéç�Ü�äoî�ç�æ'êë�ã;îBÝéç�Ü�äoî�çÄÙ�ó�êç�ï�Þ�ç�ßâmàÀç�òÄÙ'å
áfÞ�Ü
ßà�éàfäJäoê�å�ßà�êÜ�Ú��7ñ�êâ��ÜÜMîsñmäfÙ'å�ã9á�àfÞ�âÜ ÿ

�.ÞÄå
â ð�Ý�ñ�áfÞ�ó��7ñ�êâ��Ü�Ú
u(x, y),

ç�Ýéà·æ'à�Ù�à�êê�åÄÚMî�Ýé�Úìkç
ñ�è�çÄÙ�ó�êç�ïMç�òÄÙ'å
áfÞ�Ü

D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ L1, 0 ≤ y ≤ L2},
Ýéà·æ'áfÞÄå
î�Üì$å;î�î�Ümæ'à

u(x, y) = γ(y) exp(−a0ε
−1x) + P (x, y), (1)èvæ'à

|γ(j)(y)| ≤ C, 0 ≤ j ≤ 3, ε > 0, a0 > 0,
∣

∣

∣

∣

∂i+j

∂xi∂yj
P (x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ C

[

1

εi−1
exp(−αε−1x) + 1

]

, 0 ≤ i ≤ 3, 0 ≤ j ≤ 1,

∣

∣

∣

∣

∂j

∂yj
P (x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ C, j ≤ 3.
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�7ç�æ
C
Ü

Cj

Ýç�æ'é�åÄä�ñ�ìkà�î�å
à�ìÆÝçÄÙ�ç��;Ü�Þ�à�Ù�ó�êë,à.Ýç�áfÞ�ç�Úêêë,à
ð�êàÀä�å
î�Üá¬Ú�õ�Üà~ç
Þ
ε
ÜËýså
è�ç�î¾á�àfÞ �

âÜ ÿ��7éà·æ'ÝçÄÙ'å
è�å
à�ì,ðkß�Þ�ç
α > 0. � ñ�êâ��Ü�ÚÍî�Ümæ|å��¹ø"��ð_áYÛ�âmá�Ýç�êà�ê��Ü�å�Ù�ó�êç�ïÂÝç�è�é�å
êá�Ù�ç�ïêç�ï

á�ç�áfÞÄå
îÄÙ�ÚöÀõ�à�ï ð á�ç�ç
Þ�î�àfÞ�áfÞ�î
ñ�àfÞ9éàfý�à�êÜö Û�ÙÙ�ÜÝ�Þ�Üßà�á�âmç�ïjä�å�æ|å�ßÜ�áJéà�èfñ�Ù�Úéêë,ì Ýç�è�é�å
êÜß �
êë,ì á�Ù�ç�à�ì ñÓè�é�å
êÜ��ë

x = 0
îYæ'î
ñ�ìkà�éêç�ïxÝé�Úìkç
ñ�è�çÄÙ�ó�êç�ïxç�òÄÙ'å
áfÞ�Ü ÷ ùmð,h�ú�ÿ�	 ß�å
áfÞ�êç�áfÞ�Ü ð

u(x, y)
ìkç��sàfÞ;ò�ëÉÞ�óËéàfý�à�êÜà�ìôâé�å
à�î�ç�ïYä�å�æ|å�ßÜ �

ε
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+ a(x)

∂u

∂x
− b(x, y)u = f(x, y), (x, y) ∈ D \ Γ,

u(x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ Γ,
èvæ'à

a(x) ≥ α > 0, b(x, y) ≥ 0, a0 = a(0),
î�ë,ÝçÄÙ�êà�êë ñ�á�Ù�ç�î�Ü�ÚÍá�ç�èíÙ'å
á�ç�î�å
êÜ�ÚÍâé�å
à�î�ë�ã

ñ�á�Ù�ç�î�ÜïMÜ~�7ñ�êâ��Ü�Ú
u(x, y)

ÚîÄÙ�ÚàfÞ�á¬ÚYæ'ç�áfÞÄåÄÞ�ç�ßêç;èíÙ'å�æ'âmç�ï ð
Γ
û è�é�å
êÜ���å�ç�òÄÙ'å
áfÞ�Ü

D.�7éà·æ'ÝçÄÙ'å
è�å
à�ì,ð_ß�Þ�çMæ�Ù�Ú��7ñ�êâ��ÜÜ
u(x, y)

Ü�äoî�à�áfÞ�êë äoê�å�ßà�êÜ�Ú
ui,j = u(xi, yj)

î�ç�î�á�à�ã
ñmäfÙ'å�ã9êà�âmç
Þ�ç�éç�ïMÝé�Úìkç
ñ�è�çÄÙ�ó�êç�ï9á�àfÞ�âÜ

Ω
ç�òÄÙ'å
áfÞ�Ü

D �

Ω = {(xi, yj), 0 ≤ i ≤ N, 0 ≤ j ≤ M},

ÜsÜá�á�Ù�à·æ�ñ�à�ìxî�ç�Ýéç�á�Üê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��ÜÜËá�àfÞ�ç�ßêç�è�çBéàfý�à�êÜ�ÚËî.Ýéç�Ü�äoî�çÄÙ�ó�ê�ñ�öÌÞ�ç�ßâ�ñ�ç�òÄÙ'å
áfÞ�Ü
D
ÿ

� ê�å�ß�å�Ù'åJÝç�â�å%�sà�ì,ðmß�Þ�ç¾î¾á�Ù�ñ�ß�å
à0�7ñ�êâ��ÜÜVáÀÝç�è�é�å
êá�Ù�ç�ïêç�ïVá�ç�áfÞÄå
îÄÙ�ÚöÀõ�à�ïYÝçÄÙ�Üêç�ìkÜ �
å�Ù�ó�ê�åÄÚüÜê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��Ü�ÚÅìkç��sàfÞ�ÝéÜî�ç�æ'Ü�Þ�ó�âxáfñmõ�à�áfÞ�î�à�êêë,ì Ýç�è�éàfý�êç�áfÞ�Úì,ÿ��.ñ�áfÞ�ó

∆i,j

û
Ýéç�Ü�äoî�çÄÙ�ó�ê�åÄÚ3Úßà�ïâ�å�á�àfÞ�âÜ

Ω �

∆i,j = {xi ≤ x ≤ xi+1, yj ≤ y ≤ yj+1}, hi+1 = xi+1 − xi, τj+1 = yj+1 − yj.

ØJÙ�Ú3Úßà�ïâÜ
∆i,j

Ýç�áfÞ�éç�ÜìÌÜê�Þ�à�éÝçÄÙ�Üé�ñ�öÀõ¾ñ�ö��7ñ�êâ��Üö î�î�Ümæ'àBìkêç�è�ç�ß�Ù�à�ê�å

uL(x, y) = a x + b y + c xy + d.

� å�æ|å�æ'Üì��7ñ�êâ��Üö Ù�Üêà�ïêç�ï9Üê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��ÜÜ�Ýç
x
æ�Ù�Ú3ñmäfÙ'å

yj
�

ũ(x, yj) =
1

hi+1
[(xi+1 − x)ui,j + (x − xi)ui+1,j] . (2)

��à�Ýà�éóËç�Ýéà·æ'à�Ù�Üì

uL(x, y) =
1

τj+1
[(yj+1 − y)ũ(x, yj) + (y − yj)ũ(x, yj+1)] . (3)

�7ç�â�å%�sà�ì,ð_ß�Þ�çÓÜê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��Üç�êê�åÄÚ��Bç�éì_ñ�Ù'å��±þF�Jìkç��sàfÞÓÝéÜî�ç�æ'Ü�Þ�óÓâÍáfñmõ�à�áfÞ�î�à�êêë,ì Ýç �
è�éàfý�êç�áfÞ�ÚìôîËá�Ù�ñ�ß�å
à��7ñ�êâ��ÜÜ9î�Ümæ|å��¹ø"��ÿ��.ñ�áfÞ�ó

u(x, y) = exp(−ε−1x).
��ç�èvæ|å

uL

(

h1

2
, y

)

− u

(

h1

2
, y

)

=
1

2
+

1

2
exp

(

−h1

ε

)

− exp

(

−h1

2ε

)

.

� Þ�á�öKæ|åËÝçÄÙ�ñ�ß�å
à�ì,ð�ß�Þ�çËÝéÜ
ε = h1

∣

∣

∣

∣

uL

(

h1

2
, y

)

− u

(

h1

2
, y

)
∣

∣

∣

∣

=
1

2
+

1

2
exp(−1) − exp

(

−1

2

)

≈ 0.077.

��ç�ßêç�áfÞ�ó Üê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��ÜÜÍêàYÝç�î�ëÉýså
àfÞ�á¬ÚÍÝéÜÆñ�ìkà�êó
ý�à�êÜÜÅýså
è�åjá�àfÞ�âÜ
h1,

à�á�Ù�Ü
ε = h1.�_å
âÜìÂç�ò�é�åÄäoç�ì,ðîËá�Ù�ñ�ß�å
à��7ñ�êâ��ÜÜ ð�á�ç�æ'à�éF��åÄõ�à�ï�Ýç�è�é�å
êá�Ù�ç�ïê�ñ�ö á�ç�áfÞÄå
îÄÙ�ÚöÀõ¾ñ�ö¾ð'î�ç
äoêÜ �

â�å
àfÞ�êà�ç�òoã�ç�æ'Üìkç�áfÞ�ójîMé�åÄäoé�å
ò�ç
Þ�âmà;á�Ýà5�Ü�å�Ù�ó�êç�ïxÜê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��Üç�êêç�ï��Bç�éì_ñ�Ù�ë7ð¯Üìkà�öÀõ�à�ï
ì$å�Ù�ñ�ö Ýç�è�éàfý�êç�áfÞ�óVêàfä�å
î�Üá�Üìkç;ç
ÞËá�ç�ç
Þ�êç
ý�à�êÜ�ÚMÝ�å
é�å
ìkàfÞ�é�å

ε
Ü3ýså
è�ç�îËá�àfÞ�âÜ ÿ
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�7à�éà�ïmæ'à�ìÓâsÝç�áfÞ�éç�à�êÜö Üê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��Üç�êêç�ï��Bç�éì_ñ�Ù�ë7ð
ñ�ßÜ�Þ�ë,î�å
öÀõ�à�ïËÝç�è�é�å
êá�Ù�ç�ïê�ñ�öôá�ç �
áfÞÄå
îÄÙ�ÚöÀõ¾ñ�ö�7ñ�êâ��ÜÜ

u(x, y).
�7áíã�ç�æ�Ú3Ü�ä7Ýéà·æ'áfÞÄå
îÄÙ�à�êÜ�Ú��¹ø"��ð�æ�Ù�ÚVä�å�æ|å
êêë�ã

i, j
ÝçÄÙ�ñ�ßÜì

γj exp(−a0ε
−1xi) + P (xi, yj) = ui,j,

γj exp(−a0ε
−1xi+1) + P (xi+1, yj) = ui+1,j,èvæ'à

γj = γ(yj).
�.äBñ�á�Ù�ç�î�Ü�Ú9ç�è�é�å
êÜßà�êêç�áfÞ�Ü

P ′

x(x, y)
á�Ù�à·æ�ñ�àfÞ

P (xi+1, yj) − P (xi, yj) = ρ1hi+1, |ρ1| ≤ C1.

�.ä�®�ÜáfÞ�à�ìkë ÝçÄÙ�ñ�ßÜì

γj =
ui+1,j − ui,j − ρ1hi+1

exp(−a0ε−1xi+1) − exp(−a0ε−1xi)
.

¯.ßÜ�Þ�ë,î�åÄÚMá�ç�ç
Þ�êç
ý�à�êÜ�Ú

P (x, yj) = P (xi, yj) + ρ2(x − xi), |ρ2| ≤ C1,

P (xi, yj) = ui,j − γj exp(−a0ε
−1xi),ÝçÄÙ�ñ�ßÜìÌî�ë,é�å%�sà�êÜà~æ�Ù�Ú

u(x, yj)
ê�åsÜê�Þ�à�éî�å�Ù�à

[xi, xi+1]
�

u(x, yj) = γj

[

exp(−a0ε
−1x) − exp(−a0ε

−1xi)
]

+ ui,j + ρ2(x − xi). (4)

�7éà�êà�ò�éà�è�åÄÚVî°�±��_ß�Ù�à�ê�å
ìkÜVÝç�é�Úmæ'â�å
O(hi+1)

ðmÝçÄÙ�ñ�ßÜìxÜê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��Üç�êê�ñ�ö Ýç
x
�Bç�éì_ñ�Ù�ñ

æ�Ù�Ú9Üê�Þ�à�éî�å�Ù'å
[xi, xi+1]

�

ū(x, yj) = [ui+1,j − ui,j]
exp(−a0ε

−1x) − exp(−a0ε
−1xi)

exp(−a0ε−1xi+1) − exp(−a0ε−1xi)
+ ui,j. (5)

	�ë,ßÜ�ÞÄåÄÚMÜ�ä°�²hK��é�å
î�à�êáfÞ�î�çx�±���ðÝçÄÙ�ñ�ßÜì

|ū(x, yj) − u(x, yj)| ≤ C2hi+1. (6)

�.ÞÄå
â ð�æ�Ù�Úxâ�å%�sæ'ç�è�ç9ñmäfÙ'å
yj

Þ�ç�ßêç�áfÞ�ójÝç�áfÞ�éç�à�êêç�ïÅÜê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��Üç�êêç�ï��Bç�éì_ñ�Ù�ë³�²hK�
Ýç�é�Úmæ'â�å � �

hi+1
�$æ�Ù�Ú3Üê�Þ�à�éî�å�Ù'å

[xi, xi+1]
é�å
î�êç�ìkà�éê�åsÝç

ε.
��à�Ýà�éó�Ýç�áfÞ�éç�ÜìÌÜê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú ��Üç�êê�ñ�ö�Bç�éì_ñ�Ù�ñËæ�Ù�Ú3Úßà�ïâÜ

∆i,j
�

uh(x, y) = Inty(ū) =
1

τj+1

[(yj+1 − y)ū(x, yj) + (y − yj)ū(x, yj+1)] . (7)

´M�m�7�GµÍ��¶,·�¸ g�¹
d�ueº
(x, y) ∈ ∆i,j

|uh(x, y) − u(x, y)| ≤ C(hi+1 + τ 2
j+1). (8)

»�¼�½b¾�¿�¾�ÀÂÁ�Ã�ÄqÅKÀÂÆ�¼ÈÇ��.ñ�áfÞ�ó
(x, y) ∈ ∆i,j.

��ç�èvæ|å

|u(x, y) − uh(x, y)| ≤ |u(x, y) − Inty(u(x, y))|+ |Inty(u − ū)| ≤
1

4
max
∆i,j

|u′′

yy|τ
2
j+1 + C2hi+1.

¯.ßÜ�Þ�ë,î�åÄÚMç�è�é�å
êÜßà�êêç�áfÞ�ó;Ýéç�Ü�äoî�ç�æ'êë�ãMÝç
y,
ÝçÄÙ�ñ�ßÜìÍñmÞ�î�à�éF�sæ'à�êÜàBÙ�à�ìkìkë7ÿ

�
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�7ê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��Üç�êê�åÄÚ��Bç�éì_ñ�Ù'å��²�K�Jñ�áfÞ�ç�ïßÜî�åüâÍî�ç
äoì_ñmõ�à�êÜö
ui,j.

�ká�Ù�Ü
ũh(x, y)

á�ç�ç
Þ �
î�àfÞ�áfÞ�î
ñ�àfÞVî�ë,ßÜá�Ù�à�êÜ�ÚìÍÝçÊ�Bç�éì_ñ�Ù�à{�²�K�$îsá�Ù�ñ�ß�å
à7î�ç
äoì_ñmõ�à�êêë�ã3äoê�å�ßà�êÜï

ũi,j,
âmç�èvæ|åJæ�Ù�Ú

â�å%�sæ'ç�è�çsñmäfÙ'å
(xi, yj) |ui,j − ũi,j| ≤ r,

Þ�çËÝéÜ9î�á�à�ã
(x, y) ∈ D

|uh(x, y) − ũh(x, y)| ≤ 3 r.

�_å
âÜì ç�ò�é�åÄäoç�ì,ðÉà�á�Ù�ÜEÜê�Þ�à�éÝéàfÞ�Üéç�î�åÄÞ�óð~ß�Þ�ç
u(x, y)

û éàfý�à�êÜàÓâé�å
à�î�ç�ï ä�å�æ|å�ßÜzá
éà�èfñ�Ù�Úéêë,ìEÝç�è�é�å
êÜßêë,ìEá�Ù�ç�à�ì,ð

r
ûRì$å
âmá�Üì$å�Ù�ó�ê�åÄÚ ÝçVñmäfÙ'å
ìzá�àfÞ�âÜÓÝç�è�éàfý�êç�áfÞ�ó9é�åÄä �

êç�áfÞ�êç�ïMáíã�à�ìkë7ð�Þ�ç
|u(x, y) − ũh(x, y)| ≤ C max

i,j
(hi + τ 2

j ) + 3r.

���������
	��m�����¡Ë�Ì�����Í�Î��FÏk���ÈÐÑË��
y
¶Ò��å
á�á�ìkç
Þ�éÜì,ð$â�å
âÅìkç��;êçjÝéÜòÄÙ�Ü��sà�êêçÓê�å
ï�Þ�Ü

äoê�å�ßà�êÜàxÝéç�Ü�äoî�ç�æ'êç�ï
u′

y(x, y)
îÍÝéç�Ü�äoî�çÄÙ�ó�êç�ïEÞ�ç�ßâmàüç�òÄÙ'å
áfÞ�Ü

D
ê�åÍç�á�êç�î�à äoê�å�ßà�êÜï

�7ñ�êâ��ÜÜ
u(x, y)

îüñmäfÙ'å�ãôá�àfÞ�âÜ ÿKØJÙ�ÚôÛfÞ�ç�è�çÆá�ê�å�ß�å�Ù'åxê�å
ïmæ'à�ì äoê�å�ßà�êÜ�Ú Ýéç�Ü�äoî�ç�æ'êç�ïôî�ç
î�á�à�ãÂñmäfÙ'å�ãôá�àfÞ�âÜ ð,å ä�åÄÞ�à�ì ç�áfñmõ�à�áfÞ�î�Üì Üê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��Üö ê�åüç�á�êç�î�àMÝç�áfÞ�éç�à�êêç�ïÓ�Bç�éì_ñ �
Ù�ëÒ�²�K��ÿ!�.ñ�áfÞ�ó

vi,j

û�ê�å
ïmæ'à�êêç�àËÝéÜòÄÙ�Ü��sà�êêç�à�äoê�å�ßà�êÜàËÝéç�Ü�äoî�ç�æ'êç�ï
u′

y(xi, yj).
	 á�Ü�Ù�ñ

ç�è�é�å
êÜßà�êêç�áfÞ�Ü9Ýéç�Ü�äoî�ç�æ'êë�ãÔ�7ñ�êâ��ÜÜ
u(x, y)

ÝçsÝà�éà�ìkà�êêç�ï
y
î¾ñmäfÙ'å�ãYá�àfÞ�âÜ3ê�å¾ç�á�êç�î�à

�Bç�éì_ñ�ÙÍßÜá�Ù�à�êêç�è�ç�æ'Ü��C�Bà�éà�ê��Üéç�î�å
êÜ�Úz÷ �ÄúÉìkç��;êçjÝçÄÙ�ñ�ßÜ�Þ�ó ÝéÜòÄÙ�Ü��sà�êÜà3Ýéç�Ü�äoî�ç�æ �
êç�ïYá~êà�âmç
Þ�ç�éç�ïYä�å�æ|å
êêç�ïVÞ�ç�ßêç�áfÞ�ó�ö¾ÿ�ÕBå
ÝéÜìkà�é ð�î�á�Ù�ñ�ß�å
à.Ýç�áfÞ�ç�Úêêç�è�çsýså
è�å

τ
Ýç

y
æ�Ù�Ú

î�á�à�ãVî�ê�ñmÞ�éà�êêÜ�ãYñmäfÙ�ç�îsìkç��;êç¾ç�Ýéà·æ'à�Ù�Ü�Þ�ó
vi,j = (ui,j+1 − ui,j−1)/(2τ)

áÀÞ�ç�ßêç�áfÞ�ó�ö
O(τ 2).��å
á�á�ìkç
Þ�éÜì î�ç�Ýéç�áYÜê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��ÜÜÂî�ë,ßÜá�Ù�à�êêç�ïÍÝéç�Ü�äoî�ç�æ'êç�ïÍîjé�å
á�á�ì$åÄÞ�éÜî�å
à�ìkç�ïxæ'î
ñ �

ìkà�éêç�ïÆç�òÄÙ'å
áfÞ�Ü
D.

	�ç�á�ÝçÄÙ�ó
ä�ñ�à�ìká¬ÚÆÞ�à�ì,ð�ß�Þ�çD�7ñ�êâ��Ü�Ú
v(x, y) = u′

y(x, y)
Ýéà·æ'áfÞÄå
î�Üì$åjî

î�Ümæ'à
ð�å
ê�å�Ù�ç�è�Üßêç�ìÖ�¹ø"� �
v(x, y) = γ′(y) exp(−a0ε

−1x) + P ′

y(x, y),

ÜzÝç�ÛfÞ�ç�ì_ñzìkç��;êçÅÝéÜìkà�êÜ�Þ�ó¡�Bç�éì_ñ�Ù�ñ�²�K��æ�Ù�ÚzÜê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��ÜÜEäoê�å�ßà�êÜï
{vi,j}.

�.ñ�áfÞ�ó
vh(x, y)

û�î�ë,ßÜá�Ù�à�êêç�àËî3á�ç�ç
Þ�î�àfÞ�áfÞ�î�ÜÜxá��²�K�Àäoê�å�ßà�êÜàËÝéç�Ü�äoî�ç�æ'êç�ïüîYÞ�ç�ßâmà
(x, y) ∈ D.��ç�èvæ|åsá7ñ�ßàfÞ�ç�ìÍÙ�à�ìkìkë ø

|vh(x, y) − u′

y(x, y)| ≤ C max
i,j

(hi + τ 2
j ) + 3r,

èvæ'à
r = max

i,j
|vi,j − u′

y(xi, yj)|.���������
	��m�����ÔË�Ì�����Í�Î��FÏk���ÈÐ�Ë��
x
¶��7ç�â�å%�sà�ì,ðmß�Þ�ç��Bç�éì_ñ�Ù�ëÌßÜá�Ù�à�êêç�è�çBæ'Ü��C�Bà�éà�ê ��Üéç�î�å
êÜ�Ú ð�Ýç�áfÞ�éç�à�êêë,à9ê�å�ÝéÜòÄÙ�Ü��sà�êÜÜ��7ñ�êâ��ÜïÅìkêç�è�ç�ß�Ù�à�ê�å
ìkÜ ðkî�á�Ù�ñ�ß�å
à×�7ñ�êâ��Üï

áËÝç�è�é�å
êá�Ù�ç�ïêç�ïüá�ç�áfÞÄå
îÄÙ�ÚöÀõ�à�ïxìkç�èfñmÞMÝéÜî�ç�æ'Ü�Þ�ó�â äoê�å�ßÜ�Þ�à�Ù�ó�êë,ì Ýç�è�éàfý�êç�áfÞ�Úì,ÿ�ØJÙ�Ú
ÛfÞ�ç�è�çJé�å
á�á�ìkç
Þ�éÜìo�7ñ�êâ��Üö ç�æ'êç�ïËÝà�éà�ìkà�êêç�ï

u(x) = exp(−ε−1x).
Õ7à�á�Ù�ç��;êç7ñ�ò�à·æ'Ü�Þ�ó�á¬Ú ð

ß�Þ�ç;ÝéÜ
ε = h1

ε

∣

∣

∣

∣

u(h1) − u(0)

h1
− u′(0)

∣

∣

∣

∣

= e−1.

� Ù�à·æ'ç�î�åÄÞ�à�Ù�ó�êçð�ç
Þ�êç�á�Ü�Þ�à�Ù�ó�ê�åÄÚ3Ýç�è�éàfý�êç�áfÞ�ósÝéÜî�à·æ'à�êêç�ïÔ�Bç�éì_ñ�Ù�ëôßÜá�Ù�à�êêç�è�çJæ'Ü��C�Bà �
éà�ê��Üéç�î�å
êÜ�Ú9êà.ñ�ìkà�êó
ýså
àfÞ�á¬ÚMá.ñ�ìkà�êó
ý�à�êÜà�ìÂýså
è�åsá�àfÞ�âÜ

h1.
� �à�êÜî�å
àfÞ�á¬Ú9ç
Þ�êç�á�Ü�Þ�à�Ù�ó �

ê�åÄÚôÝç�è�éàfý�êç�áfÞ�óðÉÞÄå
âôâ�å
âôÝéç�Ü�äoî�ç�æ'ê�åÄÚ
u′(0)

êàjç�è�é�å
êÜßà�ê�åxÝéÜôì$å�Ù�ë�ãÌäoê�å�ßà�êÜ�Ú�ã
ε.�7ç�áfÞ�éç�ÜìÌé�å
î�êç�ìkà�éêçsÞ�ç�ßê�ñ�ö�Bç�éì_ñ�Ù�ñËæ�Ù�Ú9ê�å�ã�ç��sæ'à�êÜ�Ú9Ýéç�Ü�äoî�ç�æ'êç�ï ÿ

Ø�Ü��C�Bà�éà�ê��Üé�ñ
ÚÓÝç�áfÞ�éç�à�êêë,ïüÜê�Þ�à�éÝçÄÙ�Úê�Þo�²�K�ÀÝç
x,

ÝçÄÙ�ñ�ßÜìEÝéÜòÄÙ�Ü��sà�êê�ñ�öØ�Bç�é �
ì_ñ�Ù�ñ �

∂

∂x
uh(x, y) = −

a0

ε

[

yj+1 − y

τj+1
(ui+1,j − ui,j) +

y − yj

τj+1
(ui+1,j+1 − ui,j+1)

]

×



FÙ ��� ���q�b��m8l�rqn�p

×
exp(−a0ε

−1x)

exp(−a0ε−1xi+1) − exp(−a0ε−1xi)
. (9)

´M�m�7�Gµü#
¶,·�¸ g�¹
d�ueº
(x, y) ∈ D

ε

∣

∣

∣

∣

∂

∂x
uh(x, y) −

∂

∂x
u(x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ C max
i,j

(hi + τ 2
j ).

»�¼�½b¾�¿�¾�ÀÂÁ�Ã�ÄqÅKÀÂÆ�¼ÈÇ�	 á�ç�ç
Þ�î�àfÞ�áfÞ�î�ÜÜ�á��¹ø"�c�7ñ�êâ��Ü�Ú
u(x, y)

Ýéà·æ'áfÞÄå
î�Üì$å;î�î�Ümæ'à

u(x, y) = V (x, y) + P (x, y), V (x, y) = γ(y) exp(−a0ε
−1x).

�.ñ�áfÞ�ó
uh(x, y) = F (u, x, y).

��ç�èvæ|å
uh(x, y) = F (V, x, y) + F (P, x, y),

ε

∣

∣

∣

∣

∂

∂x
uh(x, y) −

∂

∂x
u(x, y)

∣

∣

∣

∣

≤

≤ ε

∣

∣

∣

∣

∂

∂x
F (V, x, y) −

∂

∂x
V (x, y)

∣

∣

∣

∣

+ ε

∣

∣

∣

∣

∂

∂x
F (P, x, y)−

∂

∂x
P (x, y)

∣

∣

∣

∣

. (10)

�.ñ�áfÞ�ó
(x, y) ∈ ∆i,j

ÿ � �à�êÜìÌÝà�éî�ç�àBá�Ù'å
è�å
à�ìkç�àBîx�¹ø�ÚF� �

ε

∣

∣

∣

∣

∂

∂x
F (V, x, y) −

∂

∂x
V (x, y)

∣

∣

∣

∣

= a0 exp(−a0ε
−1x) |Inty(γ) − γ(y)| ≤

≤
a0

4
max

y
|γ′′(y)|τ 2

j+1. (11)

� áfÞÄå�Ù�ç�á�óËçK�à�êÜ�Þ�ó;î
Þ�ç�éç�àBá�Ù'å
è�å
à�ìkç�àJî��¹ø�ÚF��ÿ � ê�å�ß�å�Ù'å¾æ'ç�â�å%�sà�ì,ð�ß�Þ�ç

ε

∣

∣

∣

∣

Inty

(

P (xi+1, y) − P (xi, y)

hi+1

)

−
∂

∂x
P (x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ C[τ 2
j+1 + hi+1]. (12)

�7ìkà�à�ì
ε

∣

∣

∣

∣

Inty

(

P (xi+1, y) − P (xi, y)

hi+1

)

−
∂

∂x
P (x, y)

∣

∣

∣

∣

≤

≤ ε

∣

∣

∣

∣

Inty

(

P (xi+1, y) − P (xi, y)

hi+1
−

∂

∂x
P (x, y)

)
∣

∣

∣

∣

+

+ε

∣

∣

∣

∣

Inty

(

∂

∂x
P (x, y)

)

−
∂

∂x
P (x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ C[hi+1 + τ 2
j+1],

ß�Þ�çsæ'ç�â�åÄäoë,î�å
àfÞD�¹ø�ùK��ÿ�Õ7à�á�Ù�ç��;êçsñ�ò�à·æ'Ü�Þ�ó�á¬Ú ð'ß�Þ�ç

ε

[

∂

∂x
F (P, x, y)− Inty

(

P (xi+1, y) − P (xi, y)

hi+1

)]

= Inty (P (xi+1, y)− P (xi, y))Φi(x),

èvæ'à

Φi(x) =
a0 exp(−a0ε

−1x)

exp(−a0ε−1xi) − exp(−a0ε−1xi+1)
−

ε

hi+1
.

Ø�ç�â�å%�sà�ìÂç�è�é�å
êÜßà�êêç�áfÞ�ó
Φi(x).

�.ñ�áfÞ�ó
x = xi+1.

��ç�èvæ|å

|Φi(xi+1)| =
ε

hi+1

∣

∣

∣

∣

1 −
τ

exp(τ) − 1

∣

∣

∣

∣

, τ = a0ε
−1hi+1.
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�.ñ�áfÞ�ó
τ ≥ 1.

��ç�èvæ|å
0 < 1 −

τ

exp(τ) − 1
< 1,

Ü�äJÛfÞ�ç�è�ç;á�Ù�à·æ�ñ�àfÞ�ð'ß�Þ�ç
|Φi(xi+1)| ≤ a0.�.ñ�áfÞ�ó

τ < 1.
	üÛfÞ�ç�ì á�Ù�ñ�ß�å
à,Üá�ÝçÄÙ�ó
ä�ñ�à�ìÓé�åÄäfÙ�ç��sà�êÜ�ÚsÝç

τ
Ü�ÝçÄÙ�ñ�ßÜì

|Φi(xi+1)| ≤ a0/2.�.ñ�áfÞ�ó
x = xi.

	 ÛfÞ�ç�ìÂá�Ù�ñ�ß�å
à

|Φi(xi)| =
ε

hi+1

∣

∣

∣

∣

τ

1 − exp(−τ)
− 1

∣

∣

∣

∣

.

�7çså
ê�å�Ù�ç�è�ÜÜVá~Ýéà·æ'ëKæ�ñmõ�ÜìÂá�Ù�ñ�ß�å
à�ìÅìkç��;êç¾ñ�ò�à·æ'Ü�Þ�ó�á¬Ú3î¾ç�è�é�å
êÜßà�êêç�áfÞ�Ü
|Φi(xi)|.

�.ÞÄå
â ð
�7ñ�êâ��Ü�Ú

Φi(x)
ñ�ò�ë,î�å
àfÞBÜsÝç.ìkç�æ�ñ�Ù�öôç�è�é�å
êÜßà�ê�å7ê�å~âmç�ê���å�ãsÜê�Þ�à�éî�å�Ù'å

[xi, xi+1].
�.ä,ÛfÞ�ç�è�ç

á�Ù�à·æ�ñ�àfÞYà�àBç�è�é�å
êÜßà�êêç�áfÞ�ó;ê�å�î�á�à�ìÂÜê�Þ�à�éî�å�Ù�à
ð�é�å
î�êç�ìkà�éê�åÄÚ9Ýç
ε
Ü

hi+1
ÿ

�.äBç�è�é�å
êÜßà�êêç�áfÞ�Ü
P ′

x(x, y)
á�Ù�à·æ�ñ�àfÞ

|P (xi+1, y) − P (xi, y)| ≤ Chi+1,
á�Ù�à·æ'ç�î�åÄÞ�à�Ù�ó�êçð

ε

∣

∣

∣

∣

∂

∂x
F (P, x, y) − Inty

(

P (xi+1, y) − P (xi, y)

hi+1

)
∣

∣

∣

∣

≤ C1hi+1. (13)

�.äÀêà�é�å
î�à�êáfÞ�î×�¹ø�ùK��ðb�¹ø�þF��á�Ù�à·æ�ñ�àfÞsçK�à�êâ�åJî
Þ�ç�éç�è�ç¾á�Ù'å
è�å
à�ìkç�è�ç¾î°�¹ø�ÚF��ð�á�ç�ç
Þ�î�àfÞ�áfÞ�î
ñ�öÀõsåÄÚ
ñmÞ�î�à�éF�sæ'à�êÜö Ù�à�ìkìkë7ÿ

�

Û��¡Ü ¨+ÝßÞ+§Hà £qá Ý�âã§�ä¡â Ô
à £ ª £ Ô
« ¢ ×
�Bå
âôÜ�äoî�à�áfÞ�êçðÉâ�Ù'å
á�á�Üßà�á�âÜàÓé�åÄäoêç�áfÞ�êë,à áíã�à�ìkë7ð,ê�å
ÝéÜìkà�é ðÉìkç�êç
Þ�ç�êê�åÄÚôáíã�à�ì$å � å
ì$å
é �
á�âmç�è�çM÷ �Äú�Ü3ê�å
Ýé�å
îÄÙ�à�êêë�ã3é�åÄäoêç�áfÞ�à�ï ð�ç�òÄÙ'å�æ|å
öÀÞ�á�î�ç�ïáfÞ�î�ç�ìÂé�å
î�êç�ìkà�éêç�ï3áíã�ç�æ'Üìkç�áfÞ�ÜMÝéÜ
éàfý�à�êÜÜüä�å�æ|å�ßÓá�Ýç�è�é�å
êÜßêë,ì á�Ù�ç�à�ì,ð�à�á�Ù�ÜüÜá�ÝçÄÙ�ó
äoç�î�åÄÞ�ó9á�àfÞ�âÜ ð¯á�Ýà5�Ü�å�Ù�ó�êë,ì ç�ò�é�åÄäoç�ì
á�èfñmõså
öÀõ�Üà�á¬Újî�Ýç�è�é�å
êÜßêç�ìÌá�Ù�ç�à
ÿÈ�7ç�æ�ã�ç�æ�ð�ç�á�êç�î�å
êêë,ï9ê�å�Üá�ÝçÄÙ�ó
äoç�î�å
êÜÜ9á�èfñmõså
öÀõ�à�ï �
á¬Úzá�àfÞ�âÜôæ�Ù�Úôä�å�æ|å�ßÜ á Ýç�è�é�å
êÜßêë,ìkÜzá�Ù�ç�ÚìkÜ ð,ò�ë�ÙEÝéà·æ�Ù�ç��sà�êåÕsÿ � ÿ�æÉå�ã�î�å�Ù�ç�î�ë,ì�÷®ø�ú�ð
Ýç
ä�æ'êà�àVáfÞ�éç�Ü�Ù�Üá�ó Ü æ'é�ñ�è�ÜàVá�àfÞ�âÜç� á�ì,ÿXð�ê�å
ÝéÜìkà�é ðÉ÷ h�úR��ÿ � áfÞÄå
êç�î�Üìká¬ÚÆê�åMá�Ù�ñ�ß�å
àVá�àfÞ�âÜ ð
Ýéà·æ�Ù�ç��sà�êêç�ïDè'ÿ �sÿÈé Ü�ý�âÜêë,ì ÷ 
ú�ÿÈ�.äoî�à�áfÞ�êçð'ß�Þ�çËé�Úmæ é�åÄäoêç�áfÞ�êë�ã�áíã�à�ìÌê�åsÞÄå
âmç�ï�á�àfÞ�âmà
ç�òÄÙ'å�æ|å
àfÞJá�î�ç�ïáfÞ�î�ç�ìüé�å
î�êç�ìkà�éêç�ïËáíã�ç�æ'Üìkç�áfÞ�ÜYîBá�Ù�ñ�ß�å
àÀÛ�ÙÙ�ÜÝ�Þ�Üßà�á�âmç�ï;ä�å�æ|å�ßÜ;á,éà�èfñ�Ù�Úé �
êë,ì Ýç�è�é�å
êÜßêë,ì Ü�Ù�ÜxÝ�å
é�å
ò�çÄÙ�Üßà�á�âÜì Ýç�è�é�å
êÜßêë,ì á�Ù�ç�à�ì,ÿ,�7á�á�Ù�à·æ�ñ�à�ì î�ç
äoìkç��;êç�áfÞ�Ü
ÝçÄÙ�Üêç�ìkÜ�å�Ù�ó�êç�ï¾Üê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��ÜÜJæ�Ù�Ú¾î�ë,ßÜá�Ù�à�êÜ�Ú��7ñ�êâ��ÜÜ�ÜJÝéç�Ü�äoî�ç�æ'êë�ã�îÀá�Ù�ñ�ß�å
àKÞÄå
âmç�ï
á�àfÞ�âÜ ÿ

�.ñ�áfÞ�ósæ�Ù�Ú×�7ñ�êâ��ÜÜ
u(x, y)

á�Ýé�å
î�à·æ�Ù�Üî�å�çK�à�êâ�åËÝéç�Ü�äoî�ç�æ'êë�ã �
∣

∣

∣

∣

∂i+j

∂xi∂yj
u(x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ C

[

1

εi
exp(−αε−1x) + 1

]

, 0 ≤ i ≤ 3, 0 ≤ j ≤ 1,

∣

∣

∣

∣

∂j

∂yj
u

∣

∣

∣

∣

≤ C, j ≤ 3. (14)

� �à�êâ�å<�¹ø7��ÀÜìkà�àfÞ9ìkà�áfÞ�çð�à�á�Ù�Ü
u(x, y)

û éàfý�à�êÜà�Û�ÙÙ�ÜÝ�Þ�Üßà�á�âmç�ïüä�å�æ|å�ßÜ á�éà�èfñ�Ù�Úéêë,ì
Ü�Ù�ÜxÝ�å
é�å
ò�çÄÙ�Üßà�á�âÜì Ýç�è�é�å
êÜßêë,ì á�Ù�ç�à�ì ÷ ù�úKñÓè�é�å
êÜ��ë

x = 0.
	 ß�å
áfÞ�êç�áfÞ�Ü ð,�7ñ�êâ��Ü�Ú

î�Ümæ|å��¹ø"�¯á�ç�ç
Þ�î�àfÞ�áfÞ�î
ñ�àfÞ¾éà�èfñ�Ù�Úéêç�ì_ñ�Ýç�è�é�å
êÜßêç�ì_ñ�á�Ù�ç�öÂÜ�ñoæ'ç�îÄÙ�àfÞ�î�ç�é�ÚàfÞ7ñ�á�Ù�ç�î�Ü�Úì��¹ø7���ÿ
�.ñ�áfÞ�ó

Ωx

û â�ñ�á�ç�ßêç � é�å
î�êç�ìkà�éê�åÄÚ9á�àfÞ�â�åËÜ�ä;÷ 
ú �

Ωx =

{

xi : xi = ih, 0 ≤ i ≤
N

2
, xi = σ +

(

i −
N

2

)

H,
N

2
≤ i ≤ N

}

,
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σ = min

{

L1

2
,

ε

α
ln(N)

}

, h =
2σ

N
, H =

2(L1 − σ)

N
, N ≥ 4. (15)

�7á�á�Ù�à·æ�ñ�à�ìÌÞ�ç�ßêç�áfÞ�ó��Bç�éì_ñ�Ù�ëEÝçÄÙ�Üêç�ìkÜ�å�Ù�ó�êç�ï9Üê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��ÜÜ��±þF��î�á�Ù�ñ�ß�å
àJá�àfÞ�âÜ��¹ø"hK��ÿ
´M�m�7�Gµü�
¶,·�¸ g�¹
d�ueº

(x, y) ∈ D

|uL(x, y) − u(x, y)| ≤ C

[

max

{

ln2 N

N2
,

1

N

}

+ max
j

τ 2
j

]

. (16)

»�¼�½b¾�¿�¾�ÀÂÁ�Ã�ÄqÅKÀÂÆ�¼ÈÇ � ê�å�ß�å�Ù'å¾æ'ç�â�å%�sà�ì,ð�ß�Þ�çËÝéÜ9î�á�à�ã
j
Ü

x ∈ [xi, xi+1]

|ũ(x, yj) − u(x, yj)| ≤ C max

{

ln2 N

N2
,

1

N

}

, (17)

èvæ'à
ũ(x, yj)

á�ç�ç
Þ�î�àfÞ�áfÞ�î
ñ�àfÞ°�Bç�éì_ñ�Ù�à���ùK�kÙ�Üêà�ïêç�ï3Üê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��ÜÜ9Ýç
x
ÝéÜ

y = yj.
	Ìá�ç�ç
Þ �

î�àfÞ�áfÞ�î�ÜÜ�áC�Bç�éì_ñ�Ù�ç�ï;æ�Ù�Ú9Ýç�è�éàfý�êç�áfÞ�Ü9Ù�Üêà�ïêç�ïMÜê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��ÜÜMê�å�Üê�Þ�à�éî�å�Ù�à
[xi, xi+1]

�

|ũ(x, yj) − u(x, yj)| ≤
M2,xh

2
i+1

4
, (18)

èvæ'à
M2,x

û î�à�é�ã�ê�Ú�Ú9çK�à�êâ�å¾æ�Ù�Ú9î
Þ�ç�éç�ï9Ýéç�Ü�äoî�ç�æ'êç�ï �
∣

∣

∣

∂2

∂x2
u(x, yj)

∣

∣

∣
≤ M2,x, x ∈ [xi, xi+1]. (19)

�.ñ�áfÞ�ó
i < N/2.

	 á�ç�ç
Þ�î�àfÞ�áfÞ�î�ÜÜÂá��¹ø7��
M2,x = C/ε2.

¯.ßÜ�Þ�ë,î�åÄÚ��Bç�éì_ñ�Ù�ñjæ�Ù�Úxýså
è�å
á�àfÞ�âÜ�Ýç

x
ð�ÝçÄÙ�ñ�ßÜì

|ũ(x, yj) − u(x, yj)| ≤
C1

N2
ln2 N, (20)

ß�Þ�ç;á�ç�ç
Þ�î�àfÞ�áfÞ�î
ñ�àfÞ<�¹ø"�K��ÿ
�.ñ�áfÞ�ó

i ≥ N/2.
	 ÛfÞ�ç�ìÂá�Ù�ñ�ß�å
à

ũ(x, yj) − u(x, yj) = ui+1,j − u(x, yj) −
xi+1 − x

hi+1
(ui+1,j − ui,j) =

=

xi+1
∫

x

u′

x(s, yj) ds −
xi+1 − x

hi+1

xi+1
∫

xi

u′

x(s, yj) ds.

�.äJÛfÞ�ç�è�çËá�ç�ç
Þ�êç
ý�à�êÜ�Ú�á�Ù�à·æ�ñ�àfÞ

|ũ(x, yj) − u(x, yj)| ≤ 2

xi+1
∫

xi

|u′

x(s, yj)| ds.

¯.ßÜ�Þ�ë,î�åÄÚMçK�à�êâÜo�¹ø7���Ü3ñ�á�Ù�ç�î�Üà
xi ≥ σ,

ÝçÄÙ�ñ�ßÜì

|ũ(x, yj) − u(x, yj)| ≤ C2 exp(−αε−1xi)
[

1 − exp(−αε−1H)
]

≤
C3

N
.

� áfÞÄå
àfÞ�á¬Ú�é�å
á�á�ìkç
Þ�éàfÞ�óVá�Ù�ñ�ß�å
ïMé�å
î�êç�ìkà�éêç�ï9Ýç
x
á�àfÞ�âÜ ð�âmç�èvæ|å

L1

2
≤

ε

α
ln N.
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¯.ßÜ�Þ�ë,î�åÄÚ3çK�à�êâ�ñ��¹ø�ÉF��ð�êà�á�Ù�ç��;êç�Ýç�â�åÄä�åÄÞ�óð�ß�Þ�ç�îsÛfÞ�ç�ìÅá�Ù�ñ�ß�å
à7á�Ýé�å
î�à·æ�Ù�Üî�åsçK�à�êâ�å×��ù3ÚF��ÿ
� �à�êâ�åx�¹ø"�K�kæ'ç�â�åÄä�å
ê�å�ÿ

¯.ßÜ�Þ�ë,î�åÄÚ;çK�à�êâ�ñ�Ýç�è�éàfý�êç�áfÞ�Ü;Ù�Üêà�ïêç�ï;Üê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��ÜÜVÝç
y
ÜËçK�à�êâ�ñ��¹ø"�K��ð�ÝçÄÙ�ñ�ßÜì

|uL(x, y) − u(x, y)| ≤ |Inty(ũ(x, y) − u(x, y))|+ |Inty(u(x, y))− u(x, y)| ≤

≤ C

[

max

{

ln2 N

N2
,

1

N

}

+ τ 2
j+1

]

.

êJà�ìkì$å¾æ'ç�â�åÄä�å
ê�å�ÿ
��7ê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��Üç�êê�åÄÚ<�Bç�éì_ñ�Ù'å��±þF�Àñ�áfÞ�ç�ïßÜî�å3â î�ç
äoì_ñmõ�à�êÜ�Úì

{ui,j},
Ýç�ÛfÞ�ç�ì_ñjÝç�è�éàfý �

êç�áfÞ�ó3é�åÄäoêç�áfÞ�êç�ï áíã�à�ìkë7ð�Üá�ÝçÄÙ�ó
ä�ñ�à�ìkç�ïÓê�åVá�àfÞ�âmà�Ü�ä3÷ 
ú�ð|êà�ê�å
â�å
Ý�Ù�Üî�å
àfÞ�á¬ÚÓÝéÜjÜê�Þ�à�éÝç �
Ù�Ú��ÜÜ ÿ

���������
	��m�����¡Ë�Ì�����Í�Î��FÏk���ÈÐëË��
y

�7çjå
ê�å�Ù�ç�è�ÜÜÅá�çjá�Ù�ñ�ß�å
à�ì Ýéç�Ü�äoî�çÄÙ�ó�êç�ïÆá�àfÞ�âÜ ð
á�ê�å�ß�å�Ù'åÓÝéç�Ü�äoî�ç�æ'ê�ñ�ö

u′

y(x, y)
á3êà�âmç
Þ�ç�éç�ïÂä�å�æ|å
êêç�ïÍÞ�ç�ßêç�áfÞ�ó�ö�ìkç��;êç ê�å
ï�Þ�ÜÂî�çÓî�á�à�ã

ñmäfÙ'å�ãMá�àfÞ�âÜ
Ω.
�7ê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��Ü�Ú�Ýéç�Ü�äoî�ç�æ'êç�ïMî;ç�òÄÙ'å
áfÞ�Ü

D
ç�áfñmõ�à�áfÞ�îÄÙ�ÚàfÞ�á¬Ú ÝçVå
ê�å�Ù�ç�è�ÜÜMá

Üê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��Üà�ïÅéàfý�à�êÜ�ÚÆê�å9ç�á�êç�î�à{�Bç�éì_ñ�Ù�ëÒ�±þF��ÿ � �à�êâ�åMÝç�è�éàfý�êç�áfÞ�ÜÆÞÄå
âmç�ïxÜê�Þ�à�éÝç �
Ù�Ú��ÜÜ9ÝçÄÙ�ñ�ßà�ê�åËî�Ù�à�ìkìkà¾þ�ÿ

���������
	��m������Ë�Ì�����Í�Î��FÏk���ÈÐìË��
x
¶í�.ñ�áfÞ�ó

(x, y) ∈ ∆i,j.
Ø�Ü��C�Bà�éà�ê��Üé�ñ
Ú��±þF��ð�ÝçÄÙ�ñ �

ßÜì
∂

∂x
uL(x, y) =

1

τj+1

[

(yj+1 − y)
ui+1,j − ui,j

hi+1
+ (y − yj)

ui+1,j+1 − ui,j+1

hi+1

]

. (21)

´M�m�7�Gµ�î�¶,·�¸ g�¹
d�ueº
(x, y) ∈ D

ε
∣

∣

∣

∂

∂x
uL(x, y) −

∂

∂x
u(x, y)

∣

∣

∣
≤ C

[

lnN

N
+ max

j
τ 2
j

]

.

»�¼�½b¾�¿�¾�ÀÂÁ�Ã�ÄqÅKÀÂÆ�¼ÈÇ � áfÞÄå
êç�î�Üìká¬ÚMê�åsá�Ù�ñ�ß�å
àBÚßà�ïâÜ
∆i,j.

� Ýé�å
î�à·æ�Ù�Üî�ë êà�é�å
î�à�êáfÞ�î�å

ε
∣

∣

∣

∂

∂x
uL(x, y) −

∂

∂x
u(x, y)

∣

∣

∣
≤

ε

τj+1

[

(yj+1 − y)
∣

∣

∣

ui+1,j − ui,j

hi+1

− u′

x(x, yj)
∣

∣

∣
+

+(y − yj)
∣

∣

∣

ui+1,j+1 − ui,j+1

hi+1
− u′

x(x, yj+1)
∣

∣

∣

]

+ ε
∣

∣

∣
Inty

(

u′

x(x, y)
)

− u′

x(x, y)
∣

∣

∣
.

Õ7à�á�Ù�ç��;êç�Ýç�â�åÄä�åÄÞ�óð�ß�Þ�ç

ε
∣

∣

∣

ui+1,j − ui,j

hi+1
− u′

x(x, yj)
∣

∣

∣
=

ε

hi+1

∣

∣

∣

∣

∣

xi+1
∫

xi

s
∫

x

u′′

xx(t, yj)dt ds

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤
ε

hi+1





x
∫

xi

x
∫

s

|u′′

xx(t, yj)|dt ds +

xi+1
∫

x

s
∫

x

|u′′

xx(t, yj)|dt ds



 . (22)

	 á�ç�ç
Þ�î�àfÞ�áfÞ�î�ÜÜ�á7ñ�á�Ù�ç�î�Ü�ÚìkÜ��¹ø7��

|u′′

xx(t, yj)| ≤ C

[

1

ε2
exp(−αε−1t) + 1

]

. (23)
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�.ñ�áfÞ�ó
xi+1 ≤ σ.

¯.ßÜ�Þ�ë,î�åÄÚ á�ç�ç
Þ�êç
ý�à�êÜ�Ú¡�¹ø"hK�Éæ�Ù�Ú�ýså
è�ç�îYá�àfÞ�âÜ
Ωx,

êà�é�å
î�à�êáfÞ�î�åÂ��ù�ùK�
Üo��ù
þF��ðÝçÄÙ�ñ�ßÜì

ε
∣

∣

∣

ui+1,j − ui,j

hi+1
− u′

x(x, yj)
∣

∣

∣
≤

C

N
ln N.

	ôá�Ù�ñ�ß�å
à
xi ≥ σ

ñ�á�Ü�Ù�ÜìÌêà�é�å
î�à�êáfÞ�î�çD��ù�ùK��á7ñ�ßàfÞ�ç�ìï��ù
þF��ðÜê�Þ�à�è�éÜé�ñ�à�ì Ü9ÝçÄÙ�ñ�ßÜì

ε
∣

∣

∣

ui+1,j − ui,j

hi+1
− u′

x(x, yj)
∣

∣

∣
≤

C

hi+1





x
∫

xi

[

exp(−αε−1s) − exp(−αε−1x)
]

ds+

+

xi+1
∫

x

[

exp(−αε−1x) − exp(−αε−1s)
]

ds



 . (24)

¯.ßÜ�Þ�ë,î�åÄÚ ð�ß�Þ�çËÝéÜ
xi ≥ σ

| exp(−αε−1s) − exp(−αε−1x)| ≤
1

N
,

Ü�ä°��ù%���ÝçÄÙ�ñ�ßÜì
ε
∣

∣

∣

ui+1,j − ui,j

hi+1
− u′

x(x, yj)
∣

∣

∣
≤

C

N
.

�7á�ÝçÄÙ�ó
ä�ñ
Ú9á�î�ç�ïáfÞ�î�å�Ù�Üêà�ïêç�ïMÜê�Þ�à�éÝçÄÙ�Ú��ÜÜ�Ýç
y
ðÝçÄÙ�ñ�ßÜìÍñmÞ�î�à�éF�sæ'à�êÜàBÙ�à�ìkìkë7ÿ
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