
���������
	������	������������������	����
��� ��������� ��!"� �$#�%�%'&

(*),+$-/.1020234.657318�.�-/)29234:<;=02)2.>0,;=?@92.1:<;A57.1BC;D-2-/)2E2.C+�FG34H
57)2IJ.102)LKM.157BD3<+�.1FONP0P8�02QR57)S-�;UT1.19202QR57)V)257WONX-/Y<+Z;=57)

:[W292),+@NPBU+�BD:4)2)S?\;UTC; ∗

]O^`_a^�bCc�d$egf�h�i\j'f
k4l�monqp�nqr�nsn�touwv'xzy{p}|~p���p��1�������U�{�<x��
x�mop���p
�'mo�
�{�@x�m�mop��

�<^`�O^���c\h�i\j
k4l�monqp�nqr�n��~�{��p�m�v�p�n�t�v���l�����n�t���l�x�v'x���p����1�������U�{�<x��
x�mop���p
�'mo�
�{�@x�m�mop��

�z ¢¡P£
¤¦¥¨§�©gª�«�¬~}®�¯�°�±Z²´³'µw°\²·¶gª

¸2¹�º�»�¹�¼�¹�½~¾�¾¢¿w¹�»�¹�¼¢À�ÁÂ¾�¼ Ã�Ä�½~À�Å=¹�»¢ÆÈÇzÉ�ÁwÅ=Ã
Ê�¹�ÁÂÆÂ½�Ë1Ã�ÄÉ$¾¢¿w¹�»¢Å4É�Á�¹ÍÌ�Ç�¿�É�½�Ë�¹\Î¹�¾´Ï�¹�¹�½4É$Å=¹�¾ÐÉ�Á
¾ÐÉ�»¢Ë�¹�¾OÑ¦º�ÁÒÉ�¾¢ÆÂ½~À�Å<Ó<É�½wÊÔÉ�½ÔÉ�ÅXÎ�ÆÈ¹�½~¾�Ë~ÉÕ¼ÖÑ×É�»¢Ë�ÃÕ½}ÓUÀ�½wÊ�¹�»4¾¢¿w¹ÖÉÕÇ�¾¢ÆÈÃÕ½ÔÃ�Ä1¾¢¿w¹qÄ×¹�ÅX¾�Ã`¼�¹�Ç�ÃÕ½wÊ
ÁÒÉÕ¼�¹�»@º�À�ÁÈ¼�¹�¼�ÃÕ½G¾¢¿w¹C¾ÐÉ�»¢Ë�¹�¾zØ}Ù�Ú
½�É�ÅUÆÈÇ�¼�Ã�ÄÛË~ÉÕ¼$Å=ÃÕ¾¢ÆÈÃÕ½PÆÈ¼@Ê�¹�¼�Ç�»¢ÆÂÎ¹�ÊGÎ~Úq¾¢¿w¹XÜZÉ�Ý
ÆÈ¹�»·Þ4ß~¾�ÃÕà�¹�¼
¹�á~À�É�¾¢ÆÈÃÕ½w¼�É�½wÊO¾¢¿w¹U¿w¹zÉ�¾¢ÆÂ½�ËGº�»�Ã
Ç�¹�¼�¼1ÆÈ¼1Ë�ÃzÝ�¹�»¢½w¹�Ê2Î~ÚÖ¾¢¿w¹U¿w¹zÉ�¾1â�ÃzÏ7¹�á~À�É�¾¢ÆÈÃÕ½2Ï{¿�ÆÈÇ�¿,¾ÐÉ�à�¹�¼
¾¢¿w¹Cº�¿�ÉÕ¼�¹C¾¢»ÐÉ�½w¼¢ÆÂ¾¢ÆÈÃÕ½w¼@ÆÂ½~¾�Ã�ÉÕÇ�Ç�ÃÕÀ�½~¾zØ}ã´¾$ÆÈ¼�¼¢¿wÃzÏ{½G¾¢¿�É�¾@Ë~ÉÕ¼@Î�»�¹zÉ�àgÊ�ÃzÏ{½PÆÂ½G¾¢¿w¹1Ä×Ã
Ç�Àw¼$Ã�ÄÛ¾¢¿w¹
ÁÒÉÕ¼�¹�»@Î¹zÉ�ÅäÁÈ¹zÉÕÊgÆÂ½�Ë<¾�Ã=¾¢¿w¹X¼¢À�Îw¼�¹�á~Àw¹�½~¾�¿w¹zÉ�¾@¾¢»ÐÉ�½w¼·Ä×¹�»$Äå»�ÃÕÅä¾¢¿w¹C¿wÃÕ¾@Ë~ÉÕ¼@¾�Ã=¾¢¿w¹X¾ÐÉ�»¢Ë�¹�¾�ÇzÉ�½
¹ÍÌgº�ÁÒÉ�ÆÂ½<¾¢¿w¹@¹ÍÌgº¹�»¢ÆÂÅ=¹�½~¾ÐÉ�ÁÂÁÂÚ4ÃÕÎw¼�¹�»¢Ý�¹�Ê<¹Íæ�¹�Ç�¾�Ã�Ä'É�½qÉ�Î�½wÃÕ»¢Å4É�Á}¿w¹zÉ�¾¢ÆÂ½�ËDÃ�Ä�¾¢¿w¹@Å=¹�¾ÐÉ�Á�¾ÐÉ�»¢Ë�¹�¾�¼zØ
çéè ½�ÆÂ¾�¹Íê´ÊgÆëæ�¹�»�¹�½wÇ�¹qÉ�ÁÂË�ÃÕ»¢ÆÂ¾¢¿�ÅRÄ×ÃÕ»�¼�ÃÕÁÂÝ
ÆÂ½�Ë�¾¢¿w¹=º�»�ÃÕÎ�ÁÈ¹�ÅsÆÈ¼XÊ�¹�¼�Ç�»¢ÆÂÎ¹�Ê/É�½wÊ2Ï�¹4º�»�¹�¼�¹�½~¾�¾¢¿w¹
É�½�É�ÁÂÚg¼¢ÆÈ¼XÃ�Ä\¾¢¿w¹=º�¿~Úg¼¢ÆÈÇzÉ�ÁÛº�»�Ã
Ç�¹�¼�¼�¹�¼1Ï{¿�ÆÈÇ�¿/¾ÐÉ�à�¹Uº�ÁÒÉÕÇ�¹=À�½wÊ�¹�»C¾¢¿w¹UÆÂ½~¾�¹�»ÐÉÕÇ�¾¢ÆÈÃÕ½�Ã�Ä{¾¢¿w¹UÀ�ÁÂ¾¢»ÐÉ
¼¢¿wÃÕ»¢¾$ÁÒÉÕ¼�¹�»{º�À�ÁÈ¼�¹�¼{Ï{ÆÂ¾¢¿�Å=¹�¾ÐÉ�ÁÈ¼$ÆÂ½�¾¢¿w¹Zº�»�¹�¼�¹�½wÇ�¹CÃ�Ä ¾¢¿w¹XÉ�ÅXÎ�ÆÈ¹�½~¾�Ë~ÉÕ¼zØ

ìîí$ï�ð4ï ñ�òDï

óDô
õ�ö�÷øùú}û}ügýþ ÿ}ügýÖ÷øù�ýgô�����ÿö�úùù��{öoü�������ùÿö
	
�ù���{ù���ö�úö
�������`ügø����wýgøý
ü��ù��{ù������Õö�øú��  �{ù�ù��{÷�������	����{ù ÷ý
ügö�øù���úö�ø���ùù������Õö�øúý���ýOù�������ÿö�úù}û ú��Gú�����øö
 !�{ù���ö�úù úö
 gö"��ù��ù$#&%@ügý
	
 
û����
úý�'(�)����ý��*�+����ôgùúý���÷øýgúù��úý� gö�úù}ûÔù�������ÿö�úù}û, /ýgôgø����Õö
-Ôù*�)����ý��/. ú��0 gøö
�{ö�ú����
1 ��ù}ügö"���gúý�	oügù ù��{÷�������	��32Uügö�÷��ýg÷øý� gý 1 úý�	oü���45�{ù���ö�úù/687"9:�;<#\ó 1 ú����wý�úö 1 �� gúùö(�
�=	�÷ö�øù  �{ö�ú}ü��>6 ?�9�@�;�÷ý����������ùA�Õú��`ÿù}ügö"���gúýgöB� gö"��ùÿö�úùö=ý�	oü��~ügýgÿúý���ýqügö�÷���C �ýgô�����ÿ��
ö
�D�E�!�{ù���ö  
ú}û�F /÷øù�	��wü�	oü� gùù,G=ýgúý� gý���ý0�"�����}þÛ÷øùÿö
�H�wý���ùÿö
	oü� gý ý�	oü��~ügýgÿúý���ý/ügö�÷����	��wõ�ö
	oü� gö�úúý
÷øö
 ��I�C�
öoü=÷ý��+��ý
õC�~ügö"���gú��4J	�÷ý�	�ýgôgúý�	oü��B�{öoü�������ý� Dý
ügúý�	�ù}ügö"���gúý=ù�������ÿö�úù}û$#�óDôgú��
ø��=Kqö  
úýþ ÿ}ügý 1 ��û� gý��Õúù��úý� gö�úù}û��
GLG=ö
�}ü��0�
úý��)�����gúý���ýOú�����øö
 3�M�{ù���ö�úùF O÷øù�	��wü�	oü� gùùN�"�����úö�ýgô���ý 1 ù��{ýþwÿ}ügýgô��O�{ý
õ�úý�	oü��4ù��{÷�������	��=÷øö
 ��I�C�����=ýg÷øö 1 ö"��ö�úúýgöC÷ýgøý���ý� gýgöI�Õú��`ÿö�úùö�#Pú���	oügý`û}õ�ö
�,ø��
ôgý
ügö�ýgô�	��=K 1 ��4Xü�	�û2÷øý�-ö
	
	
�Uþ��wý
ügýgø��1öB�{ý����wüq÷øù� gö
	oügù0�A�oügý��Q�A�
GLG=ö
�}ü��gþù÷øö 1 	oü��� ���ö�ú�� øö��
�����`ü��~ü�� ÿù�	"��ö�úúý���ý(�{ý 1 ö"��ùøý� 3�
úù}û 1 ùú����{ù��ù/ý��ø��=KR��4Xõ�ö
��ý(�{ù���ö�ú���"�����GùOügö�÷��ýgýgô��{ö�ú��S�{ö�K 1 �!�"���Õý��aùM�{ù���ö�ú���4<þ�ýgô�����ÿ��
ö
�{ý���G=ö
�\ügý�	�ö
����ú 1 ú��T� ù��{÷�������	�ý��
�����Õö�øúý���ý�ù�������ÿö�úù}û$#'óD÷ù�	��
ú2ÿù�	"��ö�úú��T��������ýgøù}ü��1þù�	�÷ý������
�gö
�D�T� 1 ��û!�{ý 1 ö"��ùøý� 3�
úù}û$#

∗ U�V"W�X�YZV\[�]&^�X"_�`�ab`�V\^�c�dIeQd�`�V"`�fgX�[�X�hD^�X+i�i�abc
jTk�alU�X
fbfgd�h�fgk�X�mbXneQX�`�i�VoeQp�`�i�V�q�ab`�YZVZ_�r�`�]$sDd�fbft_�ati�X�[
V"`�d�hu mbc�V"`�Y"]0vxw�yZz{w�|Zz{w�}�}+~�ynd�v�w�|Zz{w�}gz{w�w
�"y"�"z{V
�t��
© � `�fgY"d�Y"p�YT[�]&��d�ft_�d�Y"ag_�r�`�]$s�Y"ags�`�X"_�X�mbd�hL��d�W�d�c�fgk�X�mbXEX�Ybi�ag_�ab`�d���U�X
fbfgd�h�fgk�X�h�V"k�V�i�a+q�d�d�`�V�p�k=���"w�w�|��

� 7



�D�����l�Z���������E�b�n�����3�\���=���������������\�Z�=�C�E���
�������&�=�
�Z�������D�� R�Z����¡L�Z�I�����
�Z�=¢����&��£T�D�&¤¥¤¥¤ ���

¦)§,¨ ñ�©QªDò�«H¬�ò�«�ò�Dï&®�¯�ò�°5±�²�³D´Dï&®l®l³$í

PF�
�=	�÷ö�øù��{ö�ú}ü����M6 ?�9�@�;�{öoü�������ùÿö
	
��~ûC�{ù���ö�ú��þ~ý��ø��=Kqö�úú��~ûµ�"���Õý��,.¶ 3�
ø��gùø��4Xü�	�û·�}ù��{ùÿö  	
�ù��S	�ý�	oü��� 4ù 1 �� ���ö�úùö¸�"�����32zþ�ýgô�����ÿ�������	
�������Õö�øú��T�{ùPù��{÷�������	����{ù 1 ��ù}ügö"���gúý�	oü���4x¹3?�GL	
þ��úö�ø���ùö
� 1 ýS7�#º?B�o»µK ù 1 ��ùúý��S gý���ú��½¼�¾�¾=ú��T#¿�÷ý��{ý
õÀ��4/�����ýgøù}ü��{ùÿö
	
�wý��Öügö"�}úù��ùÖù��  �{ö�ø�û��ý�	
�Ôügö�÷��ýþZý�	oü��� ���ö�ö
	�û� N�{ù���ö�úù�÷ý�	"��ö ýgô�����ÿö�úù}û$#T%E�=	�÷ö�øù��{ö�ú}ü������gú��1ö 1 �
úú��1ö÷ý�������T 3��4Xü�þ'ÿ}ügý( ( 3�����=��{ö4ù��"���Õö4÷øù��)�����E����úö�ø���ù}û�M�����Õö�øúý���ýPù��{÷�������	��Gú�����øö
 (�{ù  ��ö�úùÁ	�ýgý
ü� göoü�	oü� ��göoü, gö"��ùÿùúö
þ$ýg÷øö 1 ö"��ûö
�{ý��O�wý��
GLG=ù�-ùö�ú}ügý�� ý
ügø���Kqö�úù}ûO�{öoü��������
Rf

þ
����

Er = (1 − Rf )EL

þ&� 1 ö Er Â ý�	oü��~ügýgÿúýgöGügö�÷��ý� 0�{ù���ö�úù þo�
EL Â ��úö�ø���ù}ûF�����Õö�øúý  ��ý�ù��{÷�������	���#QPÃ	"����ÿ��
ö!�
ô���û�-ùùN �G=ýgúý� gý��H�"���ÕöÖ÷øùN� gö"��ùÿö�úùù,�{ý
õ�úý�	oügù�ù�������ÿö�úù}û

ý�	oü��~ügýgÿúýgö�ügö�÷��ýµ ·�{ù���ö�úùA�{ý�Kqöoü·� gö"��ùÿù� 3�~ü���	�ûÖôgý���ö�öXÿö
�N � ø������=÷ý·	�ø��� gúö�úù�4x	¸ gö  ��ùÿùúý��
Er

#�PI�
ø��gùøý� 3�
úùöE	�ý�	oü��� 3���"�����C. ù�	�÷ý������Õý� 3����	�ûC�
ø���ýgú þ~úö�ýgú þ���ö"��ù���÷øù 1 �� ���ö�úùù
1 ý!7�# ¾�¼À�~ü���ùA�wý��{ú��~ügúý��Oügö
�{÷ö�ø��~ü���øö�2I��ôgö 1 ù}ügö"���gúýR	
 gù 1 öoügö"����	oü� ��göoüÖý<ügý��1þ}ÿ}ügýR�
GLG=ö
�}ü�
úý��)�����gúý���ýqú�����øö
 3�C�{ù���ö�úùM���� gù�	�ù}ü�ý
ü�÷ý
ügö�ú�-ù�������ùýgúù�����-ùùM�"������#�ÄUö
�O ��I��öU÷ý
ügö�ú  -ù�����ùýgúù�����-ùùN�{ý���ö
�����,�"�����}þÛügö
� ôgý������C�~û*��úö�ø���ù}ûF�����Õö�øúý���ý ù�������ÿö�úù}û�úö�ýgô���ý 1 ù��)�
1 ��û0 gý��Õúù��úý� gö�úù}û0�oügý���ý(�
GLG=ö
�}ü���#

óDô�	��=K 1 �
ö
�D�T�0�
GLG=ö
�}ü(	�ýg÷øý� gý�K 1 �
öoü�	�û,÷øýgôgýgö
�Á�"������.¶ gý��Õúù��úý� gö�úùö
�aýgô�������q÷�����  �D��2� !G=ý�����	�öC�����Õö�øúý���ý!����ÿ��Oú�� 1 ÷ý� gö�ø��}úý�	oü���4Å�{ù���ö�úù$#n%EGLG=ö
�}ü,÷øýgôgý`û��"�����M gô���ù��Õù
ýgô�����ÿ��
ö
�{ý��G÷ý� gö�ø��}úý�	oügùR��ýgøý���ý4ù��� gö
	oügö�ú 1 ��ûR	"����ÿ��
ö
 ·�{ù��øý   6 ¼�9�7�7
;¨þgú��
úý   687�7gþ�7 � ;�ù�÷ù  �wý�	�ö
����ú 1 ú��E�M687�Æ}þ=7�:�;������Õö�øú��E��ù��{÷�������	�ý� �#�ÇUøùÿùúý��·���~ügø��� gýgÿúý���ùýgúù�����-ùùµ�"������ ��oügù�	"����ÿ��~û� û� ���û�4Xü�	�ûFG=ý
ügý��"��ö
�}ügøýgú�� ù�È~ù��ù��{ù��øýgÿ���	oügù�-��Uþo�
�{ù}ügùøý� 3�
úú��1öGù��S�{ù���ö�úùF 
øö��
�����`ü��~ügöM�����Õö�øúý��Á�
ô���û�-ùù$#$ó 1 ú����wý� �	"����ÿ��
ö2ý 1 ùúýgÿú��E�,�����`ügø����wýgøý
ü��ù�É�����Õö�øú��E�ù��{÷�������	�ý� É. ÷øù��{ö�øúýN7�¾�¾!GL	�2B�oügùN�
GLG=ö
�}ü��Ê�{ý�KPúý,ù�	
���4�ÿù}ü���ù��Öø���	
	
�{ý
ügøö�úù}û$#$»�ö
�  	oü� gù}ügö"���gúýþ 1 ��û�ø����� gù}ügù}ûN���� gùúúý���ý ÷øý�-ö
	
	��� ��"���Õý� gý��,	�øö 1 öOúö�ýgô���ý 1 ù��D� 1 ö
	�û}ü��ù ù
	�ý
ügúù2÷ù��wý�	�ö
����ú 1 þ��<÷øù��{ö�úö�úùö=ý 1 úý��ø��~ügú��E�2ù��{÷�������	�ý� �ù�	
���4�ÿ��
öoüS ���ù}ûúùö��{ù��øýgÿ��  	oügù�-$#

ÇUøùÿùúý���ùýgúù�����-ùùÉ�"������ �ú�����ö
�Ë	"����ÿ��
ö!�{ý�Kqöoü�	"���=KPù}ü�� ügý������wý��{úý���ý�G=ý
ügýgúú��~û
ùýgúù�����-ù}û$#$Ì����{ö�úö�úùöqÿù�	"���A�"��ö
�}ügøýgúý� M	�ýA gøö
�{ö�úö
�/ A�oügý��/	"����ÿ��
ö�ýg÷ù�	
�T 3�
öoü�	�ûFG=ýgø  �Q����ý��*687�?�;

∂ne/∂t = ANIk
0 (t),

� 1 ö N Â ÷��ý
ügúý�	oü�� úö
�}ügø������gú��E�>�~ügý��{ý� þ
A

ù
k Â �wýgú�	oü��
ú}ü�� ù ÷ýgø�û 1 ý��Í�{úý���ý�G=ý  ügýgúúý��7ùýgúù�����-ùù�	�ýgý
ü� göoü�	oü� gö�úúýþ

I0 Â �{ý
õ�úý�	oü��É�����Õö�øúý���ý ù�������ÿö�úù}û$#�ó�-ö�ú��ù7÷ý  ������T 3��4Xü0687�¹�;¨þ}ÿ}ügýq÷øùO÷��
ø����{öoügø����!�
�=	�÷ö�øù��{ö�ú}ügý� �6 ?�9�@�;l�{ý
õ�úý�	oü���ù�������ÿö�úù}û2÷øù��{ö�øúý
Æ�»µK!È�	
�

2 1 ý�	oü��~ügýgÿú�� 1 ��ûË7�¾�¾)Î   �aý 1 úý��ø��~ügúý��éùýgúù�����-ùù��
ø���ýgú��N �ýgô�����	oügù/G=ý�����	��
�����Õö�øúý���ýR����ÿ���#

Ï ���ù�� ýgôgø����Õý��1þw÷øö 1 	oü��� ���ûöoü�	�ûM	"��ö 1 �4Xõ�ù��!	
-ö�ú��
øù��M�
úý��)�����gúý���ý4ú�����øö
 3�·�{ù���ö�úù$#P ýgô�����	oügù*G=ý�����	��M� ÷ý� gö�ø��}úý�	oügùÉ�{ù���ö�úùÔ÷øýgù�	+��ý 1 ù}ü��{úý���ý�G=ý
ügýgúú��~ûîùýgúù�����-ù}û*�"������#
ÇUý�	"��öOý��wýgúÿ��
úù}û*�����Õö�øúý���ý ù��{÷�������	���÷�������)��ô��T	oügøý øö
�wý��{ôgùúùø��göoü�#E%�úö�ø���ù}û øö
�wý��  ôgùú���-ùù ÷ö�øö"��ý 1 ù}ü� Öügö�÷��ý� ��4Ê��úö�ø���ù�4Ð�{ý���ö
�����*�"�����Öù� �� 1 ö"��ûöoü�	�û* A gù 1 öqù�������ÿö�úù}û$#ÇUý�	"��ö 1 úö�öUÿ���	oügùÿúýC�{ý�Kqöoüqô��Zü��q÷ý��+��ý
õ�ö�úýR�{ù���ö�ú���4<þ��<ÿ���	oügùÿúý�ø���	
	�ö�ù� 3�
öoü�	�ûM �ý��ø��  KR��4Xõ�ö
�0	�øö 1 ö�#�PE	"��ö 1 	oü� gùö<ú�����øö
 3�C�"���4ú��`ÿùú��
öoüPøö����wýPø���	���ùø�û}ü���	�û/ù,÷øýgù�	+��ý 1 ù}üPügö�÷  ��ýgýgô��{ö�úC	I�{ù���ö�ú���4µ#3ÇUý�	
�wý��������4ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��L�"������ ��I��öZügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��½�{ù���ö�úù þg÷ö�øö 1 �`ÿ��ügö�÷���Uý�	��wõ�ö
	oü� ���ûöoü�	�ûÖý
üB�"�������C�{ù���ö�úù$#3P*�oügý��î÷øý�-ö
	
	�öT	��wõ�ö
	oü� gö�úú��4éøý����Uù���ø��
öoü 1 ù  ú����{ù��� 1  gù�Kqö�úù}û0�"���Õý� gý��0	�øö 1 �B#�ÌB�{ö�úúýGýgú��qù2ù�	
	"��ö 1 �göoü�	�û úù�KqöL �ú���	oügý`û}õ�ö
��ø��
ôgý
ügö�#



� Æ Ñ ¤�Ò*¤�ÓD¢������������=�3ÔlÕ�¤+ÖR¤�×Å¢������

ØT§,Ù ©DÚ�ï&Û�©DÚ�ò�Dï&®�¯T©QÜÝ±�³)®�Ú$©{ñ�³$íD¯T©>«$©�ð·©\�ò
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L)rdrdz. ùú}ügö
��øùøý� 3�
úùöU÷øý� gý 1 ù}ü�	�û2÷ýÀ �	�ö
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ö
�{ý����"���Õý��1þ�÷ý

z
ù����{ö�ú}û��ù�	
�Öý
ü ��� ¾ 1 ý(Æ�¾�¾�¾R�D���a÷ý(�{ö�øö=ügý���ýþ����� 1  gù�Kqö�úùö·�"�����ý��� 3�~ü��T 3����ý( �	�ö=ôgý�������ö�ö=÷øý�	oügø��
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þ�ügö�÷��ýg÷øý� gý 1 úý�	oü��îü� gö�ø 1 ý�� ù

KPù 1 �wý��AG·����	�ý�	oü��� ���ûöoü(@�:<ù!?�?·P@ü=È�.¶� · û 2)	�ýgý
ü� göoü�	oü� gö�úúýþ}ügö�÷��ýgö
�D�wý�	oü��qü� gö�ø 1 ý��Où(KPù 1  �wý��ÀG·��� Â � # ��� � ·106
ùµ:

·106
»µK!È�.¶�

3· û 2&	�ýgý
ü� göoü�	oü� gö�úúýþ
ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��U÷���� ���ö�úù}û�÷���~ügùú��ø��� gú��À7�@�¹���# Æ
◦ é þ
ügö�÷��ý
ü��4÷���� ���ö�úù}û Â � # Æ3@ ·109

»µK!È��
3
þ~ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��µ�ù÷ö�úù}û�÷���~ügùú�� ÂÆ�¼ � @ ◦ é þügö�÷��ý
ü��Pù�	�÷��
øö�úù}û Â :�# �

·1010
»µK!È��

3
#

»·��û,�"���Õýgýgôgø����Õúý��,G·�����Å�Õú��`ÿö�úù}ûO�wý��
GLG=ù�-ùö�ú}ügý� îügö�÷��ýg÷øý� gý 1 úý�	oügù ù�ügö�÷��ýgö
�D�wý  	oügùÖúöCù��� gö
	oügú��B#�÷n��	�ÿöoü�� ÷ý�������T 3��4Xü�þwÿ}ügý 1 ý=ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��/�ù÷ö�úù}ûPú�����øö
 3�
öoü�	�ûÖ÷øö�úö  ôgøö�KPù��{ý�ügýgú��ù���	"��ý��/÷���~ügùú��B#��)������ý 1 �
ø�û,ügö�÷��ýg÷øý� gý 1 úý�	oügù�ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��A R�oügý��½	"��ýgö
÷�� 1 �
öoüÔúù�KqöOügö
�{÷ö�ø��~ü���ø�� �ù÷ö�úù}û ýgÿö�ú�� ô��T	oügøýþ$ùO�Õú��`ÿö�úù}ûÁ�wý��
GLG=ù�-ùö�ú}ügý� ügö�÷��ý  
÷øý� gý 1 úý�	oügù/ù2ügö�÷��ýgö
�D�wý�	oügù úöL ���ù}û�4XüGú���øö��
�����`ü��~ü��Ë�{ý 1 ö"��ùøý� 3�
úù}û$#�P�÷øù� gö 1 ö�úú��E�úù�Kqö=ø���	�ÿöoü������oügù� gö"��ùÿùú��7÷ý������"��4Xü�	�û�ø��� gú��T�{ù,ù�!�Õú��`ÿö�úù}û��½ CKPù 1 �wý��0G·���Õö�#

� §
	 ³D²�Û,ò�²�³$íD¯T©
ÇUøùÖ÷øý� gö 1 ö�úùùOø���	�ÿöoügý� À µ��`ÿö
	oü� göUö 1 ùúù�-Où����{ö�øö�úù}ûOù�	�÷ý������
�4Xü�	�ûM	"��ö 1 �4Xõ�ùöB gö"��ù  ÿùú�� §
Â 1 ��ùú�� Â z0 = 1

�D���
= 10−6

�1þ
Â  gøö
�\û Â t0 = 1

ú�	
= 10−9

	
þ
Â 	
�wýgøý�	oü�� Â z0/t0

þ
Â ÷��ý
ügúý�	oü�� Â ρ0 = 1.7839

����È��
3
þÿ}ügýS	�ýgý
ü� göoü�	oü� ��göoüO÷��ý
ügúý�	oügù��
ø���ýgú���÷øù

T = 0 ◦ éù 1 �� ���ö�úùù 1.013 · 105
ÇL�0.g7·�~ü��à2zþ

Â 1 �� ���ö�úùö=ù0 gú��wügøö�úú}û}û���úö�ø���ù}û Â p∗ = ρ0z
2
0/t

2
0

#
Ï ö
�{÷ö�ø��~ü���ø���ù����{ö�ø�ûöoü�	�û� R��ø�� 1 ��	�����êUö"����	�ù}û$#÷n������ùÿú��1öC�wý��
GLG=ù�-ùö�ú}ü��Ã Öôgö��Õø������{ö�øúý��/ gù 1 öÀ	
 
û����
ú��ö	�ø������{ö�øú��T�{ù��wý��
GLG=ù�-ù  ö�ú}ü����{ùÉ.{�Õú���� á ¤¦¡ 2à	"��ö 1 �4Xõ�ù�� ýgôgø����Õý�� §
Â ügö�÷��ýg÷øý� gý 1 úý�	oü�� χ = χ � ø � t30/(ρ0z

4
0) ≡ χ � ø � t0/(p∗z

2
0)
þ

Â  
û����wý�	oü��
ν = ν � ø � t0/(ρ0z

2
0)
þ

Â ýgô�òÛö
�{ú��~ûÖügö�÷��ýgö
�D�wý�	oü��
C = C � ø � /p∗

þ
Â �wý��
GLG=ù�-ùö�ú}üP÷ý��+��ý
õ�ö�úù}û

µ = µ � ø � z0

þ
Â ÷��ý
ügúý�	oü��M�����Õö�øúý���ý/ù�������ÿö�úù}û

QL = Q � ø �L 104/(p∗z0)
.¶�wý��
GLG=ù�-ùö�ú}ü

104
	
 
û����
úF	

ügö
�1þ�ÿ}ügýGùú}ügö�ú�	�ù� gúý�	oü��
QL

��� 1 �
ú��R µ»µK!È�	
� 2
þ���úöL µ»µK!È��

2
2"#

Péü����wý�� úýgø��{ùøý� ��wöC gù 1  �	�ö"����ø��� gúö�úù�� ù�	�ýgý
ügúý���ö�úù�� þ$���Öù�	
���4�ÿö�úùö
�Ê.¶:=2CùO.<?�2zþ
	�ý��}ø��
úù}ü�	�û$#��ýgø��Q�����Ð.¶:=2�ùN.<?�2�÷øù��Q�wü( gù 1

p = βρ(1 + T/T◦ è ), (6)

β

γ − 1

ρ

ρ0

TL

T◦ è 2π

∫

exp(−r2/R2
L − z2/Z2

L)rdrdz =
β

γ − 1

ρ

ρ0

T ø ùtú
T◦ è πR2

LZL + PrcRfπR2
LQL,

� 1 ö β = p0/p∗
#oÞ$���{öoügù��1þ�ÿ}ügýM�Õú��`ÿö�úùö 1 �� ���ö�úù}û þ�ù����{ö�ø�ûö
�{ý���ý� 0�~ü��{ý�	
G=ö�ø�����þ�ùîôgö��Õø����  �{ö�øúýgö 1 �� ���ö�úùöL	
 
û����
ú��x�{ö�K 1 �!	�ýgôgý��M	�ýgý
ügúý���ö�úùö
� p �<æ�� = p/β

#
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PJ-ù��ùú 1 øùÿö
	
�wý�����ö�ý��{öoügøùù���ø��� gúö�úù}ûÉ.g7�2<9$.çÆ32@÷øùúù��)��4Xü(	"��ö 1 �4Xõ�ù��� gù 1 §

ρ

(

∂Vr

∂t
+ Vr

∂Vr

∂r
+ Vz

∂Vr

∂z

)

= −
∂p

∂r
+

1

r

∂(rπrr)

∂r
+

∂πzr

∂z
−

πϕϕ

r
, (7)

ρ

(

∂Vz

∂t
+ Vr

∂Vz

∂r
+ Vz

∂Vz

∂z

)

= −
∂p

∂z
+

∂πzz

∂z
+

1

r

∂(rπzr)

∂r
, (8)

πrr = ν

(

−
2

3

∂Vz

∂z
+

4

3

∂Vr

∂r
−

2

3

Vr

r

)

, (9)

πϕϕ = ν

(

−
2

3

∂Vz

∂z
−

2

3

∂Vr

∂r
+

4

3

Vr

r

)

, (10)

πzz = ν

(

4

3

∂Vz

∂z
−

2

3

∂Vr

∂r
−

2

3

Vr

r

)

, (11)

πzr = ν

(

∂Vr

∂z
+

∂Vz

∂r

)

, (12)

∂ρ

∂t
+ á ¤¥â (ρV) = 0, (13)

∂U

∂t
+ á ¤¥â (VU) = −p á ¤¥â V + á ¤¥â (χ∇T ) + Qν , (14)

Qν = πrr
∂Vr

∂r
+ πϕϕ

Vr

r
+ πzz

∂Vz

∂z
+

π2
zr

ν
, (15)

á ¤¥â f =
1

r

∂(rfr)

∂r
+

∂fz

∂z
, ∇T =

(

∂T

∂r
,
∂T

∂z

)

.

�T§
� ³{ñDï$�ñ�³���²�©D«�ñ�³)®�Ú�ñ�©QÜ5®°@ï&Û�©
»·��ûGÿù�	"��ö�úúý���ý�øö���ö�úù}ûÖ÷ý�	oü��� ���ö�úúý��(��� 1 �`ÿùPù�	�÷ý������Õý� 3������	
�µ�wýgúö�ÿúý   ø����Õúý�	oügú��~ûA	+��ö  �)�qø���	oõ�ö�÷��ö�úù}û,ügù÷��C	+��ö
�D�H	oü��
ôgù��ù��Õùø��4Xõ�ö
� ÷ýg÷ø��� ��ù�687�@�;�ú��À	 1  gùú��wügý���� 1 �
÷}ügù� gúý���� 3���Õùø��� gúý��{ö�øúý��Á687�¼�;\øö
������ûøúý��F	�öoü��wö�#$»C�� ���ö�úùö
þ ÷��ý
ügúý�	oü��þ�ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��}þo gú��wügøö�ú  ú}û}ûR��úö�ø���ù}û þ=�wý��
GLG=ù�-ùö�ú}ü��½ 
û����wý�	oügù þ�ügö�÷��ýg÷øý� gý 1 úý�	oügùPù�ügö�÷��ýgö
�D�wý�	oügùÖùR�wý��{÷ýgúö�ú}ü��ügö�ú��Õýgø��À 
û����ù�Öú��
÷ø�û�Kqö�úù��

πrr

þ
πϕϕ

þ
πzz

 ��1ÿù�	"��û��ù�	
�C À-ö�ú}ügøö�ûÿö�ö
�Oø����Õúý�	oügúý��!	�öoü��ù
.
i
þ
j
	�ýgý
ü� göoü�	oü� ��4XüUügýgÿ��wöI	à�wýgýgø 1 ùú��~ügý�� ri

þ
zj

2zþ�	
�wýgøý�	oügù Â ú�����ø��
ú}û�A.
Vr i+1/2,j

þ
Vz i,j+1/2

2zþ
�R�wý��{÷ýgúö�ú}ü��

πzr Â  R�=�������
i + 1/2

þ
j + 1/2

#
� �����J	�öoü��ùÖø���	�÷ý������"����ù�	
�<ü����ù���ýgôgø����Õý��1þ�ÿ}ügý

ri=0 = 0
. ý�	
�µ-ù��ùú 1 ø��32zþ zj=j0+1/2 = 0.¶��ø��
úù�-��*�
ø���ýgú Â ÷���~ügùú��32"#)PE gý 1 ù��ù�	
�îü�����Kqö0G=ù��}ügù� gú��1öM�=�����5	M�wýgýgø 1 ùú��~ügý�� r−1/2 =

−r1/2

#n%@ügý�÷ý��� gý���û��ý/÷øý�	oü��T� ùÔö
	oügö
	oü� gö�úú��T�äýgôgø����Õý��H�
÷÷øý��=	�ù��{ùøý� 3�~ü�� ù��
��ÿ��
ö
�D�1ö
��ø��� gúö�úù}û$# � ø��� gúö�úù}ûM.ç¼32zþ�.g7�Æ32zþ.g7�:=2�øö��C����ù�	
�B Xügý�� ÿù�	"��ö�ù�ú��Xý�	�ùÀ-ù��ùú 1 ø��}þ�ü�#Íö�#~ügýgÿ��ù
ri=0

úö{û� ���û��ù�	
����ø��
úù�-ö
�$# � �����
r−1/2

ô��E��ùµ��ø��
úùÿú��T�{ù 1 ��û Vr

þ�÷øù·�oügý��
Vr−1/2 = Vr 1/2

#
ÇUøý�	oügø��
ú�	oü� gö�úú��1öî÷øýgù��� gý 1 ú��1ö� N��ø��� gúö�úù}û�Í.<@�2<9$.g7�?�2R�
÷÷øý��=	�ù��{ùøý� 3����ù�	
�,-ö�ú}ü  ø������gú��T�{ù/ø����Õúý�	oü`û��{ù�	�ýR 
ügýgø��T�a÷ýgø�û 1 �wý�� ýgô��1ÿú��T� ýgôgø����Õý��T# ô �
÷øù��{ö�ø §

(

Vz
∂Vr

∂z

)

i+1/2,j

=
(Vz i+1,j+1/2 + Vz i+1,j−1/2 + Vz i,j+1/2 + Vz i,j−1/2)(Vr i+1/2,j+1 − Vr i+1/2,j−1)

4(zj+1 − zj−1)
,



� @ Ñ ¤�Ò*¤�ÓD¢������������=�3ÔlÕ�¤+ÖR¤�×Å¢������

(

∂(UVz)

∂z

)

i,j

=
(Ui+1,j + Ui,j)Vz i,j+1/2 − (Ui,j + Ui−1,j)Vz i,j−1/2

2(zj+1/2 − zj−1/2)
.

ó�ü��{öoügù��éúö
�wý
ügýgø��1ö�ý�	�ýgôgö�úúý�	oügùF�
÷÷øý��=	�ù��)��-ùù ÿ��ö�úý� ! gù 1 � r−1∂(rfVr)/∂r
ù

Vr/r �ügýgÿ�����
ri

þ�	
 
û����
úú��1ö·	=ú�����ùÿùö
� ý�	�ù
r = 0

#=»·��û,úù�2ù��{ö�ö
�
(

1

r

∂(rfVr)

∂r

)

i6=0

=
1

ri

ri+1/2(fi+1 + fi)Vr i+1/2 − ri−1/2(fi + fi−1)Vr i−1/2

2(ri+1/2 − ri−1/2)
,

(

1

r

∂(rfVr)

∂r

)

i=0

=
(f0 + f1)Vr 1/2

r1/2
, (16)

(

Vr

r

)

i6=0,j

=
Vr i+1/2,j + Vr i−1/2,j

2ri
,

(

Vr

r

)

i=0,j

=
Vr 1/2,j

r1/2

.

ì õ�ö�ý 1 úý��Öý�	�ýgôgö�úúý�	oü���47û� ���ûöoü�	�û! ��1ÿù�	"��ö�úùöU÷øýgù��� gý 1 úý�� ∂Vr/∂z
 gô���ù��ÕùA��ø��
úù�-��

�
ø���ýgú Â ÷���~ügùú�� z = 0
#=P,��ø��� gúö�úùù�.<@�2\úö�ýgô���ý 1 ù��{ýÀ ��1ÿù�	"��û}ü��C�oü��G÷øýgù��� gý 1 ú��4x =ügýgÿ��wö

j = j0 − 1/2
þ$�( ! ��1ø���Kqö�úùùÁ.g7 � 2 Â  Öügýgÿ��wö

j = j0

#$PH�oügù��	"����ÿ��~û��GB��ú���-ù}û
Vr(z)

�
÷  ÷øý��=	�ù��{ùø��göoü�	�û2÷ý���ùúý��{ý��N 
ügýgøý��S	oügö�÷ö�úùO÷ý
z
þ=�wý��
GLG=ù�-ùö�ú}ü��/�wý
ügýgøý���ý<ú�����ý 1 û}ü�	�ûÖù����	"��ý� gù��

Vr(z = 0) = 0
.¶��ø��
úùÿúýgö·��	"��ý� gùö�2zþ

Vr(zj0−1/2) = Vr j0−1/2

þ
Vr(zj0−3/2) = Vr j0−3/2

#
ÇUøýgù��� gý 1 ú��~û ∂Vr/∂z

÷ý������"�
öoü�	�û�ø��� gúý��,÷øýgù��� gý 1 úý��/ý
üS�oügý���ýP÷ý���ùúý��)�R S	�ýgý
ü� göoü�	oü� ��  4Xõ�ù�2ügýgÿ�����l#
Þ$���{öoügù��1þ�ÿ}ügý 1 ��û� ��1ÿù�	"��ö�úù}û πzr

úö�ýgô���ý 1 ù��{ý!�Õú��~ü��! 
û����wý�	oü�� ν
ú��(��ø��
úù�-öR�
ø���ýgú Â÷���~ügùú���#�ÇUý�	
�wý��������

ν
û� ���ûöoü�	�ûÀGB��ú���-ùö
��ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��Uþgügý� gý��Õúù���
öoü� gýg÷øý�	@ý��Õú��`ÿö�úùù

T
ú��µ�oügý��M��ø��
úù�-ö�#�%@ügý
üR gýg÷øý�	Xügö
	�úýR	
 
û����
úA	� gýg÷øý�	�ý��ÔýgôC�
÷÷øý��=	�ù��)��-ùùM ��1ø���Kqö�úù}û

á ¤¥â (χ∇T )
 R	"����ÿ��
ö4ø����Õø��T gú��E�0�wý��
GLG=ù�-ùö�ú}ügý� Gügö�÷��ýg÷øý� gý 1 úý�	oügù�ù,øö����wý���ýGù����{ö�úö�úù}û

�C����ý� q÷øý�	oügø��
ú�	oü� gö�úúý���	�öoü��ù þ��wý
ügýgøýgöB�{ý�Kqöoüqù��{öoü��R�{ö
	oügý�ú��µ��ø��
úù�-öL�
ø���ýgú Â ÷���~ügùú��÷øù
z = 0

#�ÇUý 1 ÿö�ø��úö
�1þ}ÿ}ügýÀ��ø��� gúö�úùöR.g7�:=2{øö��C�
öoü�	�û0	
�� gý��Õú��T��ýgôgø����Õý��1þ=����A �ýgô�����	oügù þ
���
úù��)�
ö
�{ý��0�"���Õý��1þü����/ùM Gýgô�����	oügù þ����
úù��)�
ö
�{ý��,÷���~ügùúý��$#�ó�ü���ùÿù}û�	�ý�	oügý`û}ü( qügý��1þ�ÿ}ügý
 =÷ý�	"��ö 1 úö
�N	"����ÿ��
öX÷ý������"�
öoü�	�û

V = 0
þ=�Dü�����KqöCù����{ö�ú}ûöoü�	�ûA	
 
û����L�{ö�K 1 � U

ù
T
#=Þ$���{öoügù��

ü�����Kqö
þ�ÿ}ügýS�wý��
GLG=ù�-ùö�ú}ü
χ
ügö�ø÷ù}üÖø����Õø��T Gú��R��ø��
úù�-ö4ø�������ùÿú��E�0G·���L G÷���~ügùúö�#

»·��û ÷ý�	oügøýgö�úù}û�ø����Õúý�	oügúý���ý��
ú�����ý��"� á ¤¥â (χ∇T )
���
÷ù���ö
� ÷øùô���ù�Kqö�úúýgöÖø��� gö�ú�	oü� gý

ú��R��ø��
úù�-ö 1  ��3�2ûÿö�ö
� zj+1/2 = 0

Tj+1 = Tj+1/2 +

(

∂T

∂z

)

j+1/2+0

(zj+1 − zj+1/2), (17)

Tj = Tj+1/2 −

(

∂T

∂z

)

j+1/2−0

(zj+1/2 − zj). (18)

Þ 1 ö
	
� (∂T/∂z)j+1/2±0 Â ÷ø��� ��1ö ù½��ö
 ��1ö ÷øýgù��� gý 1 ú��1öîú��É��ø��
úù�-ö 1  ��3� ûÿö�ö
�$#¸Ì��
úö�÷øö�ø��T gúý�	oügù�ügö�÷��ý� gý���ýG÷ý
ügý����ù��{ö�ö
�

χj+1/2+0

(

∂T

∂z

)

j+1/2+0

= χj+1/2−0

(

∂T

∂z

)

j+1/2−0

.
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ÇUý������"�~û,÷ý�	oügý`ûú�	oü� gý
χ
ú���÷øý��{ö�KS�wü�����

zj−1/2 < z < zj+1/2

þ�ù��{ö�ö
�

χj+1

(

∂T

∂z

)

j+1/2+0

= χj

(

∂T

∂z

)

j+1/2−0

. (19)

Ì��(.g7�@�2<9$.g7��32 1 ��û,÷ý
ügý���qügö�÷��� qz = −χ∂T /∂z
 R�=�������

zj+1/2

ù��{ö�ö
�

qz i,j+1/2 = −
χi,j+1χi,j

χi,j+1(zi,j+1/2 − zj) + χi,j(zj+1 − zj+1/2)
(Ti,j+1 − Ti,j).

¿�ýgý
ü� göoü�	oü� gö�úúýþ
∂

∂z

(

χ
∂T

∂z

)

i,j

= −
qz i,j+1/2 − qz i,j−1/2

zj+1/2 − zj−1/2
.
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� 1 ��û ÷ý
ügý���
qr i+1/2,j

#�»·��û
r−1∂qr/∂r

÷øù
r = 0

ù��{ö�ö
�
 ��1ø���Kqö�úù}û þ��
ú�����ý���ùÿú��1öA.g7�¹32"#

Ì��À.g7�@�2<9$.g7��32n	"��ö 1 �4XüC ��1ø���Kqö�úù}û 1 ��ûGügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��éú��L��ø��
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��ø��
úù�-öµ�
ø���ýgú Â ÷���~ügùú�� §

Tj+1/2 =
χjTj(zj+1 − zj+1/2) + χj+1Tj+1(zj+1/2 − zj)

χj+1(zj+1/2 − zj) + χj(zj+1 − zj+1/2)
.

ÇUö�øö"��ý 1 	�ýF gøö
�{ö�úúý���ýF	"��ý`û tn
ú���	"��ý��

tn+1 = tn + τ
ý�	��wõ�ö
	oü� ���ûöoü�	�û/	"��ö 1 �4Xõ�ù��ýgôgø����Õý��T#

7�#�Þ�ú��~û!�Õú��`ÿö�úù}û
ρn þ Un þ

V
n þ� ��1ÿù�	"��û�4Xü�	�û T n þ pn þ νn þ π̂n þ χn þ Cn #� #�÷�ö��C�
öoü�	�û���ø��� gúö�úùö 1 ��û,÷��ý
ügúý�	oügù

ρ(1) − ρn

τ
= L1ρ

n + L2ρ
n,

(τL1 − 1)(ρ(2) − ρn) = −(ρ(1) − ρn),

(τL2 − 1)(ρn+1 − ρn) = −(ρ(2) − ρn),

L1ρ = −
1

r

∂(rV n
r ρ)

∂r
, L2ρ = −

∂(V n
z ρ)

∂z
.

Æ�#=»C����ö�öL ��1ÿù�	"��ûöoü�	�û� gú��wügøö�úú}û}û���úö�ø���ù}û

U (1) − Un

τ
= L1U

n + L2U
n − pn á ¤¥â V

n + Qn
ν ,

(τL1 − 1)(U (2) − Un) = −(U (1) − Un),

(τL2 − 1)(Un+1 − Un) = −(U (2) − Un).
P ýgô�����	oügù þ����
ú}û}ügý����
ø���ýgúý��1þ� ��1ø���Kqö�úù}û 1 ��û L1

ù
L2

ù��{ö
4Xü(	"��ö 1 �4Xõ�ù��� gù 1 §

L1U =
(γ − 1)T◦ è

β

1

r

∂

∂r

(

rχn∂(U/ρn+1)

∂r

)

−
1

r

∂(rV n
r U)

∂r
+ τ(γ − 1)2Un 1

r

∂

∂r

(

r

ρn+1

∂U

∂r

)

,

L2U =
(γ − 1)T◦ è

β

∂

∂z

(

χn ∂(U/ρn+1)

∂z

)

−
∂(V n

z U)

∂z
+ τ(γ − 1)2Un ∂

∂z

(

z

ρn+1

∂U

∂z

)

.
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ÇUý�	"��ö 1 úù��/ÿ��ö�ú� R ��1ø���Kqö�úù}û� 1 ��û L1

ù
L2
1 ýgô3�� ���ö�ú 1 ��û!����ÿ���ö
��ÿù�	"��ö�úúý�����	oügý��  

ÿù� gý�	oügù/ø���	�ÿöoü��G÷ýGý
ügúý���ö�úù�4Í�0 gý����Q�wõ�ö�úù}û��Á�� ���wý� gý���ý�ügù÷��0687���;<#
P ýgô�����	oügù þ����
ú}û}ügý��,÷���~ügùúý�� þ�ù��{ö�ö
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L1U =
1

r

∂

∂r

(

rχn ∂(U/Cs)

∂r

)

, L2U =
∂

∂z

(

χn ∂(U/Cs)

∂z

)

.
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r

τ
= L1V

n
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n
r −

1

ρn+1

∂pn+1

∂r
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fn
r

ρn+1
,
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r − V n

r ) = −(V (1)
r − V n
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(τL2 − 1)(V n+1
r − V n

r ) = −(V (2)
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L1Vr =
4

3

1

ρn+1

1

r

∂

∂r

(

rνn ∂Vr

∂r

)

−
4

3

νn

ρn+1

Vr

r2
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r

∂Vr

∂r
,

L2Vr =
1
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∂

∂z

(

νn ∂Vr

∂z

)
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z

∂Vr

∂z
.
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#
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§
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(1)
z − V n

z

τ
= L1V

n
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n
z −

1

ρn+1

∂pn+1

∂z
+

fn
z

ρn+1
,

(τL1 − 1)(V (2)
z − V n

z ) = −(V (1)
z − V n

z ),

(τL2 − 1)(V n+1
z − V n

z ) = −(V (2)
z − V n
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L1Vz =
1

ρn+1

1

r

∂

∂r

(

rνn ∂Vz

∂r

)
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r

∂Vz

∂r
,

L2Vz =
4

3

1
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∂

∂z
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)
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z

∂Vz
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�wý������ù�/÷ö�ø� ��E�0�{ù��øý�	�ö
����ú 1 ügù÷ùÿú��T�½�Õú��`ÿö�úùö
�½�C���"�S	�öoü��ù�÷ý

z
 

ý��øö
	oügúý�	oügù���ø��
úù�-��
z = 0

ô��E��ý
hz = 0.07

�D���1þ�÷øù��oügý��aýgô�����	oü��S�{ö"���wý���ýS�C���"��ù��{ö"���
ügý���õ�ùú��O÷ýgø�û 1 ��RÆ�¾µ�D���T#�Paýgô�����	oügù þ����
úù��)�
ö
�{ý��O÷���~ügùúý�� þ}ügý���õ�ùúý��,÷ýgø�û 1 ��A7�¾À�D���ý��wý���ýL��ø��
úù�-��

z = 0
ù��{ö�ö
�

hz = 0.25
�D���T#�P�ýgô�����	oügùC� 1 �
øúý��C gý���ú��,�C����ù�÷ý r

ù
z
ô��E��ù

÷ýgø�û 1 ��Öúö
	
�wý������ù���{ù��øý��{öoügøý� þ$�S Öý�	oü������gú��E� ýgô�����	oü`û��þ�� 1 ����ö�úú��E��ý
üO÷ý� gö�ø��}úý�	oügù
�{ù���ö�úù þ Â ôgý���ö�öµ7�¾·�D���T#�¿ ügö�ÿö�úùö
�O gøö
�{ö�úùA�C����ùA	�öoü��ùO÷ý�	oügö�÷ö�úúýC� gö"��ùÿù� 3����ù�	
�þ}ù
�0�wýgú�-��2ø���	�ÿöoü��S	�öoü���S	oü��
úý� gù����	
�Pø��� gúý��{ö�øúý��M	B�C����ý�� � ¾C�D���T#

Ï ýgÿúý�	oü��aø���	�ÿöoü��J�wýgú}ügøý���ùøý� 3������	
��ù�	�÷ý������Õý� 3�
úùö
� ÷ý�	"��ö 1 ý� 3�~ügö"���gúý�	oügùÍ	�öoügý�� ù
�wýgú}ügøý���ö
�Í�����wýgú���	�ý��}ø��
úö�úù}ûO��úö�ø���ùùx. ú��� gøö
�{ö�ú�����þQ�wý�� 1 �� gý���ú���úö 1 ý�	oügù��+������ø��
úù�-
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ø���	�ÿöoügúý�� ýgô�����	oügù�2"#DÞ$���{öoügù��1þ\ÿ}ügý ù�	�÷ý������
�gö
�)�~û,	+��ö
�)� 1 ù� gö�ø���ö�ú}ügú�� ý
ügúý�	�ù}ügö"���gúý� ��  ÿù�	"��ö�úù}ûÔ÷��ý
ügúý�	oügùÔùî÷ý/ý
ügúý���ö�úù�4ó�îÿ��ö�ú���� á ¤¥â (VU − χ∇T )
 M��ø��� gúö�úùù/.g7�:=2zþ ý 1  ú����wýÀ�����wýgúM	�ý��}ø��
úö�úù}ûM��úö�ø���ùù2ügýgÿúýqúö� ��1÷ý���ú}û��	�û$#�Pa÷øù� gý 1 ù��D�E�2úù�KqöDøö��
�����`ü��~ü����ø���	�ÿöoügý� �÷ý���øö���úý�	oü��� ��1÷ý���úö�úù}û·�����wýgú��¸	�ý��}ø��
úö�úù}ûµ��úö�ø���ùù�úö$÷øö
 ��I�C������¾�#º?

%
#���ú��  ��ù��Cøö��
�����`ü��~ügý� 4÷ý��� gý���ûöoüB�wü� gö�ø3K 1 �~ü��þ�ÿ}ügýU÷ý���øö���úý�	oü��<÷øù� gý 1 ù��D�E�qúù�KqöZø���	�ÿöoügý� =úö÷øö
 ��I�C�����07"9 �

%
#

÷n��	�ÿöoü��a÷ý����������ù þ�ÿ}ügý4ýg÷ù�	��
úú��~ûS ��I��ö¸	+��ö
�)�=û� ���ûöoü�	�ûS��	"��ý� gúýL��	oügý��ÿù� gý��$#��>���C÷ý
 gøö
�{ö�úù

τ
ù����{ö�ú}û��	�û ý
üÖúö
	
�wý������ù��÷ù��wý�	�ö
����ú 1  Pú��`ÿ�����ö<ø���	�ÿöoü�� 1 ýPúö
	
�wý������ù��	�ý
ügö�úú��
úý�	�ö
����ú 1  µ�wýgú�-öDø���	�ÿöoü���# � 	oügý��ÿù� gý�	oü��qø���	�ÿöoü��C 1 �
úúý��(��� 1 �`ÿö�ýg÷øö 1 ö"��û����	
�À��	"��ý   gùö
� û ��ø��
ú}ü��4÷ý=ý
ügúý���ö�úù�4x�S	
�wýgøý�	oügùS�� ����=ùS	
�wýgøý�	oügùPügö�ÿö�úù}û(�"������#=ÇUøùS�oügý�� ÿù�	"��ý

û ��ø��
ú}ü��Pô��E��ýPô���ù����wý(�/ö 1 ùúù�-ö�#$%@ügýPý���ø��
úùÿö�úùö�ú�� τ
úý�	�ù}üAG=ù��Õùÿö
	
�ù��0�=�
ø����}ügö�ø$#$P

ügý(Kqö· gøö
�\û
τ
�{ý�Kqöoü! Púö
	
�wý������wýÖø�����÷øö
 ��I�C�~ü��O÷øö 1 ö"���gúýgö·�Õú��`ÿö�úùöÀ�C���"�P÷ý( gøö
�{ö  úù þo�wý
ügýgøýgöÖý���ø��
úùÿù� 3����ý/ô�� ö
��ý� �	"����ÿ��
öPû� gúý��*	+��ö
�D�Å �	
 
û��ÕùN	Gügö�÷��ýg÷øý� gý 1 úý�	oü���4�"�����}þ{ù�ú�� 1  3��÷ýgø�û 1 �� ÷øö
 ��I�C�
öoü ÷øö 1 ö"���gúýgöM�Õú��`ÿö�úùö
þ)	
 
û����
úúýgö!	! 
û����wý�	oü���4 �"������#

ó���ø��
úùÿö�úùöqú��
τ
þ��wý
ügýgøýgö�ù��{ö"��ýÖô��ö�{ö
	oügýÖ÷øù�øö���ö�úùù���ø��� gúö�úù}û/ügö�÷��ýg÷øý� gý 1 úý�	oügù Dýgô�����	oügù þ����
úù��)�
ö
�{ý���÷���~ügùúý�� þg÷øù�øö���ö�úùùR	Z÷ý��{ý
õÀ��4 û� gúý���ý�������ýgøù}ü��)��	��wõ�ö
	oü� gö�ú  

úý���ýÀ�Õú��`ÿö�úù}û2úöUù��{ö�öoü�#�Þ$���{öoügù���ü�����Kqö
þ}ÿ}ügýR gö"��ùÿùú��
τ
 �ýgô�����	oügù!��	oügý��ÿù� gý�	oügù�	+��ö
�D�

	��wõ�ö
	oü� gö�úúý���ý! ���ù}ûúù}û,ú���ügýgÿúý�	oü��Pø���	�ÿöoü��Gúö=ý�������T 3�
öoü�#

�¸§
� ï$«��\ª��\Ú$©DÚ� ²�©)®�Dï$Ún³$í
÷�ö��
�����`ü��~ü�� ø���	�ÿöoügý� q÷ý�������T 3��4Xü�þÿ}ügýÀ �ø����� gù}ügùùÖügö�ÿö�úù}ûM�{ý�KPúýÀ �� 1 ö"��ù}ü��C	"��ö 1 �4Xõ�ùö�oü��
÷��B#

7�#3P�øö��
�����`ü��~ügö�	�ù���gúý���ý4ú�����øö
 3�L�"���Xú��`ÿùú��
öoü<ø���	���ùø�û}ü���	�ûA	1ýgôgø����Õý� 3�
úùö
�F� 1 �
øúý�� gý���ú���ùéýgô�����	oügùéúù����wý��é÷��ý
ügúý�	oügù$#Dó 1 ú����wý, �ýgÿö�ú��,�=���wý��ó	"��ýgö ú��,��ø��
úù�-öF�
ø���ýgú Â÷���~ügùú��Ö÷��ý
ügúý�	oü��M�"�����Pýgÿö�ú��Oô��T	oügøý! gý��Õø���	oü��
öoü2ôgý���ö�ö<ÿö
��ú��G÷ýgø�û 1 ý��$#&%@ügý!	
 
û����
úýA	ügö
�1þÿ}ügý�ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø���ýgô�����ÿ��
ö
�{ý��Ö÷ý� gö�ø��}úý�	oügù,÷���~ügùú���ú���÷ýgø�û 1 ý��Öúù�Kqö�ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø���"������#�PE	"��ö 1 	oü� gùö=ô��T	oügøý���ýqügö�÷��ýgýgô��{ö�ú��C	D÷���~ügùúý��0�
ø���ýgú! qúö�÷ý�	�øö 1 	oü� gö�úúý��,ô���ù��Õý�	oügùý
ü!�{ù���ö�úù ý�	oü��T 3�
öoü�þ�ù�ö
��ý 1 �� ���ö�úùöµ A�oügý�� ýgô�����	oügù�÷�� 1 �
öoü�þ�ÿ}ügýÖ÷øù� gý 1 ù}ü!� 1  gù�Kqö�úù�4�"�����<÷ý<ú��
÷ø��� ���ö�úù�4��(��ø��
úù�-öB�
ø���ýgú Â ÷���~ügùú���#�»�ý�	oügù���ú�� C	
 gýgö
��ýµ�)���=	�ù��Q��)�µ µ�{ý��{ö�ú}ü gøö
�{ö�úù/ý��wý���ýSÆ�¾qú�	
þ�÷��ý
ügúý�	oü��!�
ø���ýgú��qý��wý���ýS��ø��
úù�-��x	L�{ù���ö�ú���4Ë��{ö�ú����C�
öoü�	�û$#
ô �1øù�	�#37@÷øö 1 	oü��� ���ö�ú���ø���	�÷øö 1 ö"��ö�úù}û�÷��ý
ügúý�	oügù þ 1 �� ���ö�úù}û4ù=ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��, ��{ý��{ö�ú}ü gøö
�{ö�úùC:=@1ú�	B. ú����oügý�� ù 1 ø����ù�qøù�	���ú������÷ö�ø� gýgú��`ÿ������gú��~û<÷��ý
ügúý�	oü��B�"������	�ýgý
ü� göoü�	oü� ��göoü7gþ ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø�� ÷øö 1 	oü��� ���ö�ú��� 0��ø�� 1 ��	�����þ 1 �� ���ö�úùö Â  ��~ü��{ý�	
G=ö�ø�����þ\	
�wýgøý�	oü�� Â  0�ù  ��ý��{öoügø����,ú��C	�ö
����ú 1 �gþ�ø���	
	oügý`ûúùö Â  R�{ù��øý��{öoügø�����2"# ô �À�oügù�0 gøö
�{ö�ú����2ø������{ö�ø,ýgô�����	oügù

 ��T	�ý��wý��Oügö
�{÷ö�ø��~ü���ø�� ùOýgôgø����
�4Xõ�ö
��	�û2ýgô�����	oügù2úù����wý��O÷��ý
ügúý�	oügù,öoõ�öB�)����ý�ý
ü���ùÿ��
öoü�	�û
ý
üGú��`ÿ������gúý���ýGø������{ö�ø���ù0	�ý�	oü��� ���ûöoüÖ÷øù��{ö�øúý07�¾�¾C�D���T#
»À gù�Kqö�úùö���ýgø�ûÿö
��ýÀ�"�����·�A��ø��
úù�-ö�� gö"��ùÿù� 3�
öoüC�wý���ùÿö
	oü� gý<ügö�÷���}þ}÷ö�øö 1 �� 3�
ö
�{ý���ý<ý
ü�"�������·�{ù���ö�úù$# �  gö"��ùÿö�úùö@ügö�÷��ý� gý��µ��úö�ø���ùù�÷���~ügùú���ý
õµ�wügù��{ý��=Kqö@ú��¸ gøö
�{ö�ú����4÷ýgø�û 1  �� 1 ö
	�û}ü��wý� �ú��
úý�	�ö
����ú 1 #{ó 1 ú����wýþ&����*�D�Ã� gù 1 ù�� úù�Kqö
þÛý�	�úý� gúýgöR�wý���ùÿö
	oü� gý�ügö�÷��ý
ü��

÷ö�øö 1 �
öoü�	�û�ú��R gøö
�{ö�ú����2÷ýgø�û 1 ��S�{ù��øý   ù0�{ù����ù�	�ö
����ú 1 #
� #�P 1 �����gúö
����ö
� ügö�ÿö�úùö<÷øö 1 	oü��� ���ûöoüA	�ýgôgý��M	"��ö 1 �4Xõ�ö�ö�#l÷n��	���ùøö�úùöL��ý�������gúýGú��  ��øöoügý���ý��
ø���ýgú��Ö÷øù� gý 1 ù}üM� ýgôgø����Õý� 3�
úù�4>	
G=ö�øùÿö
	
�wý���� 1 �
øúý��� gý���ú��Uþ ø���	�÷øý�	oügø��
ú}û�4  õ�ö
��	�ûµ�U÷ö�øù�G=ö�øùùµ	�ýT	
�wýgøý�	oü���4<þ�úö
	
�wý������wýX÷øö
 ��I�C��4Xõ�ö
�·�� ���wý� ��4x. ÷øù��{ö�øúýL7)���àÈ�	�2"#

Þ$�BG=øýgú}ügý��*�oügý��( gý���ú�� ÷��ý
ügúý�	oü��µ�"�����=÷�� 1 �
öoü�þ=�Uügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��<ý�	oü��
öoü�	�ûA ��T	�ý��wý��$#=PE	"��ö 1  	oü� gùö=ø���	���ùøö�úù}û0�"�����À�)���=	�ù��Q�� ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��x��{ö�ú����C�
öoü�	�û�	�ýC gøö
�{ö�úö
�T#�PJ�wý�����-ö
 gý��



�D�����l�Z���������E�b�n�����3�\���=���������������\�Z�=�C�E���
�������&�=�
�Z�������D�� R�Z����¡L�Z�I�����
�Z�=¢����&��£T�D�&¤¥¤¥¤ Æ �

ýgô�����	oügù½�wýgú}ü����}ü��N gý���ú��Ý	�ýN	oügö�ú��wý�� ÷øýgù�	+��ý 1 ù}üÉ	�ýg÷øù��wý�	�úý� gö�úùö���ýgø�ûÿö
��ýN�"����� ù,��ý  ��ý 1 úý���	oügö�ú��ù$#&PH�oügý��/�{ö
	oügöC�"���<ügö�ÿöoü0��	oügö�ú��wö�ù�� gö"��ùÿù� 3�
öoü�	�ûîö
��ýO÷��ý
ügúý�	oü���#&ÇUý�	"��ö
÷øý���ý�K 1 ö�úù}ûF gý���ú�� ÷��ý
ügúý�	oü��,ý��wý���ý!	oügö�ú��ù ÷ý�	oügö�÷ö�úúý0 gý��� gø��~õC�
öoü�	�ûF� ÷ö�ø� gýgú��`ÿ������  
úý��$# ô ��ø���	�÷øö 1 ö"��ö�úùù z   �wý��{÷ýgúö�ú}ü��ö	
�wýgøý�	oügù��"�����Gÿöoü��wý( gù 1 úýþ�ÿ}ügýS S�{ö
	oügöµ�wýgú}ü����}ü�� gý���ú��x	=÷ý� gö�ø��}úý�	oü���4 ÷���~ügùú��H	
�wýgøý�	oü��Pú��
÷ø��� ���ö�ú��R�,÷ý� gö�ø��}úý�	oügùÉ. ÷ý���ý�KPù}ügö"���gú��32zþ��
 ,÷øù���ø��
úùÿú��E� ýgô�����	oü`û��þ�ÿö�øö��(�wý
ügýgø��1öS gý���ú��!�=Kqöq÷øý��·���}þ\	
�wýgøý�	oü��/ô���ù�����M� ú�����4
. øù�	�# � 2"#
û �{ý��{ö�ú}ü��� gøö
�{ö�úù

t = 650
ú�	R 2ý��øö
	oügúý�	oügù�ú��`ÿ������!�wýgýgø 1 ùú��~ü�	
G=ýgø��{ùøý� 3�
ú��Oýgô  ����	oü��( ��T	�ý��wý��,ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø�� ù,úù����wý��/÷��ý
ügúý�	oügù,.¶��� gö�øú��32Zø�� 1 ù���	�ý��a÷ýgø�û 1 ��S:3¾�¾C�D���1þ

!#"%$`Ø�&`Ø'!�()$+*-,%.0/�.01�.+2-"-34*�1�5)6�2%5�$+6�"879/�(;:)1�.+2-"-3<"<6=.?>�*%.+,�(;6�@',-A
(;,-BC5)2�(�:D>#5�>#.+2-6D:�,%.?>#.+2-"
t = 47
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*-,-"
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z
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t = 650
2%$I*-,-"

Prc = 0
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ø������{ö�øF�wý
ügýgøý��� 1 �����gúö
����ö
�7÷ø����}ügùÿö
	
�ù úöÀ� gö"��ùÿù� 3�
öoü�	�û*	�ýM gøö
�{ö�úö
�T#\Ç���ý
ügúý�	oü��
�"�����! M��� gö�øúö 1 ý�	oügù��"�
öoü�	
 gýgö
��ýM�{ùúù��)�����gúý���ý!�Õú��`ÿö�úù}û½.¶ MÆ�¾Öø����R�{ö�ú�����ö
þ�ÿö
�é÷ö�ø� gý  
ú��`ÿ������gú��~ûO÷��ý
ügúý�	oü��S�
ø���ýgú��32à À�{ý��{ö�ú}üR gøö
�{ö�úù

t ≈ 1
�D�=	�# � 1 �
øú��~û! gý���ú��·� 1 ����ûöoü�	�û2ý
ü��� gö�øú�� ù,÷ý�	oügö�÷ö�úúýPý�	"���
ôgö
 3�
öoü�. øù�	�#�Æ32"#

÷n��	
	
�{ý
ügøù��N�
 gý���4�-ù�4 ø���	�÷øö 1 ö"��ö�úù}ûPügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��J =÷���~ügùúö�# û ý��
GLG=ù�-ùö�ú}ü<÷ý��+��ý  õ�ö�úù}û�÷���~ügùú�� ü����wý� þ'ÿ}ügýP÷øù
t = 0

 �	�û�ù��Õô��Zügýgÿú��~û���úö�ø���ù}û� P÷���~ügùúöµ	�ý�	�øö 1 ý
ügýgÿö�ú�� ügýgú��wý��Ã	"��ýgö!��ö�ö2÷ý� gö�ø��}úý�	oügùaù�ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��Ô÷ý� gö�ø��}úý�	oügùÁ	�ýgý
ü� göoü�	oü� ��göoü,�"���Õýgýgôgø����  
úý��SG·���Õö�#%��ý�������ùö¸��ø�� 1 ùö�ú}ü��aügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��/ 1 ý���� z

÷øù� gý 1 û}üµ��ô��T	oügøý��Q��ý
ü� gý 1 �qügö�÷��� A�+����ô��A�{öoü���������#&ÿ����=	�ù��Q�� ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��Ã��{ö�ú����C�
öoü�	�û 1 ýS�Õú��`ÿö�úù�� þ$	�ýgý
ü� göoü�	oü� ��4Xõ�ù�ü� gö�ø 1 ý��/÷���~ügùúö
þ����C gøö
�\û þ�ø��� gúýgö=÷øù��{ö�øúý � ú�	�# Ï ö
�{÷ö�ø��~ü���ø��(�
ø���ýgú��qú��R�oügý
ü(�{ý��{ö�ú}ü	�ý�	oü��� ���ûöoü 1 ö
	�û}ü��ù,ü��T	�ûÿ0��ø�� 1 ��	�ý� �#�Þ$���{öoügù��1þÿ}ügýG÷ý� gö 1 ö�úùöB�)���=	�ù��)�����gúý��2ügö
�{÷ö�ø��~ü��  ø�� ÷ý� gö�ø��}úý�	oügù ÷���~ügùú�� ÷ø����}ügùÿö
	
�ù ý 1 ùú����wý� gý 1 ��û Prc = 0
ù

Prc = 0.1
#�Péú���	oügý`û}õ�ö
�

ø��
ôgý
ügöM�D�súö2ø���	
	
�)�~ügøù� 3�
ö
� ÷øý�-ö
	
	
�Uþ@÷øýgù�	+��ý 1 û}õ�ùö� ��"���Õýgýgôgø����Õúý��OG·���Õö2÷���~ügùú��B#Ï ý���õ�ùú���ù�	�÷��
øö�úúý���ýR	"��ý`û2÷���~ügùú��Uþú�����øöoügý�� 1 ý�ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��H�ù÷ö�úù}û þúöU÷øö
 ��I�C�
öoü¾�#¥7T�D���T# Ï ���wýgöE�wý���ùÿö
	oü� gý4ù�	�÷��
øö�úúý���ýL�)�~ügö�øù������UúöZý����Kqöoü������{öoügúý���ýL ���ù}ûúù}ûqú��Dø���	  	
�)�~ügøù� 3�
ö
�Q�4Ý� 1 ö
	
� 1 ùú����{ù����*G=ýgúý� gý���ý��"�����}þo ��I�� 3�
úú��4Å�����Õö�øú��T� ÷øýgôgýgö
�T#nPÃ	
 gý�4
ýgÿö�øö 1 � 1 ùú����{ù���RG=ýgúý� gý���ýR�"�����R�{ý�KqöoüS	��wõ�ö
	oü� gö�úú��T�éýgôgø����Õý�� ÷ý� ���ù}û}ü��Gú�� 1  gù�Kqö�úùö÷øý 1 ��}ügý� Où�	�÷��
øö�úù}û þl ��I�� 3�� Öù�/ÿ���	oügùÿúýgö�÷ö�øö�ú��
÷��E��ö�úùöqú��(�{ù���ö�ú��þ�ÿ}ügýA	�ý�	oü��� ���ûöoü÷øö 1 �{öoüÖô�� 1 �wõ�ù�,ù�	
	"��ö 1 ý� 3�
úù��$#ÇUý 1 ÿö�ø��úö
�1þ'ÿ}ügýPú���ýg÷ù�	
�T 3�
ö
�{ý��½�oü��
÷ö<ø����� gù}ügù}û,ügö�ÿö�úù}û�ÿö�øö��À�wý�����-ö
 ��4 ÷ý� gö�ø��  úý�	oü��B	�ýg÷øù��wý�	�úý� gö�úù}ûC� 1 �
øúý��À gý���ú��,	�÷���~ügùúý� gý��C�{ù���ö�ú���4a÷ö�øö 1 �
öoü�	�ûR�Õú��`ÿù}ügö"���gú��~û.ç�<ú���úö
�wý
ügýgø��E�! gøö
�{ö�ú���� Â ú��
ùôgý������C�~û�2$ÿ���	oü���ügö�÷���qý
üR�
ø���ýgú��µ�Ö÷���~ügùúö�#»·��ûÖù����4  	oügø���-ùùGú��Døù�	�#�:U÷ý�������
úýUø���	�÷øö 1 ö"��ö�úùö� gö"��ùÿùú�� qr

 1 ý�������ø��
úù�-��L�
ø���ýgú Â ÷���~ügùú��B ø�������ùÿú��1ö·�{ý��{ö�ú}ü��x gøö
�{ö�úù$#�Þ 1 ö
	
� q = −χ∂T/∂z Â ÷ý
ügý��2ügö�÷���C �ôgö��Õø������{ö�øúý��O gù 1 ö
þ
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 ��1ÿù�	"��ö�úú��T�Á	A��ÿöoügý�� ø����Õø��T 3���wý��
GLG=ù�-ùö�ú}ü�� ügö�÷��ýg÷øý� gý 1 úý�	oügù ÷øù�÷ö�øö"��ý 1 ö,ÿö�øö����ø��
úù�-��0�
ø���ýgú Â ÷���~ügùú���#Æ�#�¿�ýC gøö
�{ö�úö
�½���{÷��ù}ü�� 1 �qùM	
�wýgøý�	oü��C� 1 �
øúý��M gý���ú��/��{ö�ú����C��4Xü�	�û/ùOö�öB ���ù}ûúùöUú��ügö�÷��ýgýgô��{ö�ú��{ö�K 1 ���"���Õý���ù�÷���~ügùúý���	oü��
úý� gù}ü�	�ûîúö
	��wõ�ö
	oü� gö�úú��T�T#nP7ø���	�ÿöoü���� ýgô�����	oü��
ô��E����ý���ø��
úùÿö�ú�� ùéú��
ô���4 1 ����ý�	
� ý
ügø���Kqö�úùöF gý���ú���ý
üÁ gúö���úù����ø��
úù�-$#�ó 1 ú����wý ÷øù
ø������{ö�øöUýgô�����	oügù2ôgý�������öBÆÀ�D�, ���ù}ûúùö� gúö���úù�M��ø��
úù�-Oú���ùú}ügö�øö
	��4Xõ�ùö<ú���	D÷øý�-ö
	
	
�
÷øö�úö�ôgøö�KPù��{ý(�)����ý�#

ô �� gøö
�{ö�ú�����þ�ôgý�������ù��úö
	
�wý������ù� 1 ö
	�û}ü��wý� ��{ù��øý�	�ö
����ú 1 þ{ú��
ô���4 1 �
öoü�	�û,�{ö 1 ��ö�úúýgöø���	���ùøö�úùö0��� gö�øú��Rù�ýgô�����	oügù�÷ý� ��I��ö�úúý���ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø�� 1 ý ø������{ö�øý� ø���	�ÿöoügúý�� ýgô  

!#"%$`Ø%PwØ-!�()$+*-,%.0/�.01�.+2-"%.D*%5)6=5)F�(�6=.+*�1�(K2�(KB?,�(;2-"-Q%.D(;,-BC5)2gÞK*�1�(;6�"-2�(�R
qr = −χr∂T/∂z
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����	oügù$# Ï ö
�{÷ö�ø��~ü���ø��qùO÷��ý
ügúý�	oü���÷ý�	oügö�÷ö�úúýR ��1ø��� gúù� 3��4Xü�	�ûM gýÀ �	�ö
�Oýgô�����	oügù$#3»C�� ���ö�úùö
	oü��
úý� gù}ü�	�û ÷ø����}ügùÿö
	
�ù ÷ý�	oügý`ûúú��T�7öoõ�ö�ø��
ú�����ö�#\¿E�wýgøý�	oü��0�"�����!�)�����Où��{ö 1 ��ö�úúý0�{ö  ú}ûöoü�	�ûS	�ýL gøö
�{ö�úö
�T#ÿ,ý�KqöoüL	�ý�� 1 �~ü���	�ûS	�ù}ü��3��-ù}û þ3�wý�� 1 �=úö�÷ý�	�øö 1 	oü� gö�úúýµ gô���ù��ÕùR��ø��
úù�-��	X÷���~ügùúý��

z   �wý��{÷ýgúö�ú}ü��µ	
�wýgøý�	oügùPý
ügøù�-��~ügö"���gú��!.ç�
ø���ýgú 1  gù�Kqöoü�	�ûÖý
ü4÷���~ügùú���2"#ó 1 ú����wýôgý���ö�ö2ügù÷ùÿú��N	�ù}ü��3��-ù}û þà�wý�� 1 �* îúö�÷ý�	�øö 1 	oü� gö�úúý���ô���ù��Õý�	oügù½� ÷ý� gö�ø��}úý�	oügù ÷���~ügùú��
z   �wý��{÷ýgúö�ú}ü���	
�wýgøý�	oügù�÷ý���ý�KPù}ügö"���gú���# Ï ���ù��7ýgôgø����Õý��1þÛú�����øö
 �÷���~ügùú�� ÷øý 1 ý���KR�
öoü�	�û���À	�ÿöoüGö
��ýqýgô 1 � 3�
úù}û2ôgý���ö�ö���ýgø�ûÿù��Á�
ø���ýgúý��T#�¿�ø��� gúö�úùöUýg÷ù�	
�T 3�
ö
�D�E�2ø���	�ÿöoügý� R	Dø���	  ÿöoü����{ù þ� µ�wý
ügýgø��E�Öýgô��{ö�úA��úö�ø���ùö
�2÷øýgù�	+��ý 1 ù}üqügý������wý�ô�������ý 1 �
ø�ûPügö�÷��ýg÷øý� gý 1 úý�	oügù þ�ôgö����ÿöoü��S�"���Õý 1 ùú����{ùÿö
	
�wý���ý(�{ö"�=�
úù����)�}þ�÷ý�������T 3�
öoü�þ�ÿ}ügý 1 ��Kqö��{ö 1 ��ö�úúýgö 1  gù�Kqö�úùöL�"�����C�÷ý� gö�ø��}úý�	oügù��{öoü��������G÷øù

t > 1
�D	=÷øù� gý 1 ù}ü(�!�����{öoügúý��/ùú}ügö�ú�	�ù�G=ù����-ùù ö
��ýGú�����øö
 3��#

ô �, gøö
�{ö�ú����
≥ 0.1

	
þ��wý�� 1 ��ügö
�{÷ö�ø��~ü���ø��/�
ø���ýgú�� ÷øùô���ù�KR�
öoü�	�ûH�7ö�öîú��`ÿ������gúý��Q�
�Õú��`ÿö�úù�4ß. � ¾ ◦

¿T2zþ�ú�����øö
 2÷���~ügùú��Ã	
�{ö�ú}ûöoü�	�ûîö�öqý��=����K 1 ö�úùö
�éù ú����wýg÷��ö�úú��~û ügö�÷��ý� 3�~û
��úö�ø���ù}û/÷���~ügùú�� ú��`ÿùú��
öoüÖ÷ý�	oügö�÷ö�úúýS��{ö�ú����C�~ü���	�û$#

÷n��	
	
�{ý
ügøù��N��úö�ø���öoügùÿö
	
�ùö��=�
ø����}ügö�øù�	oügù��ùO÷øý�-ö
	
	���# ô �Døù�	�#?D÷øö 1 	oü��� ���ö�ú��½���� gù  	�ù��{ý�	oügùGý
üL gøö
�{ö�úùR�ùúöoügùÿö
	
�wý��A��úö�ø���ùù
Uk

ùC gú��wügøö�úúö
�(��úö�ø���ùùS�"�����
Ug

.{���B ��1ÿöoügý��
ú��`ÿ������gúý��!��úö�ø���ùùM�"�����}þ�	�ýgý
ü� göoü�	oü� ��4Xõ�ö
�/ügö
�{÷ö�ø��~ü���øö
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2zþ}úýgø��{ùøý� 3�
úú��E�Oú��<÷ý���ú��4
��úö�ø���ù�4/�����Õö�øúý���ý<ù�������ÿö�úù}û$#�P�÷ö�ø� ��1ö��{ý��{ö�ú}ü��½ gøö
�{ö�úùGügö�÷��ý� 3�~û(��úö�ø���ù}ûPø���	+��ý 1 �göoü  
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�D�����l�Z���������E�b�n�����3�\���=���������������\�Z�=�C�E���
�������&�=�
�Z�������D�� R�Z����¡L�Z�I�����
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	�ûPú��4÷øù� gö 1 ö�úùö��"�����· 1  gù�Kqö�úùö�#�»C����ö�ö� 4øö��
�����`ü��~ügöUø��
ôgý
ü��½ 
û����ù�S	�ù�!�ùúöoügùÿö
	
��~û��úö�ø���ù}û��"�����Gýg÷}û}ü��P÷ö�øö"��ý 1 ù}üM �ügö�÷��ý� ��4<þ'ÿ}ügýPýgôgö
	�÷ö�ÿù� 3�
öoüOúö�ôgý�������ýgöL� gö"��ùÿö�úùö�÷ý  	"��ö 1 úö
�!	�ýµ gøö
�{ö�úö
�T#�ÇUøùPôgý�������ù�S gøö
�{ö�ú����Pýgô3�L gù 1 �·��úö�ø���ùùA�{ö 1 ��ö�úúýµ��{ö�ú����C��4Xü�	�û þ÷øù(�oügý�� ÿ���	oü��µ��úö�ø���ùù(�"�����L�3��ý 1 ù}ü�ú��=ú�����øö
 4÷���~ügùú��Uþ�=ÿ���	oü��·��úý�	�ù}ü�	�ûPÿö�øö�����ø��
úù�-��ø���	�ÿöoügúý���ýgô�����	oügù,ú��q÷ö�øù�G=ö�øù�4µ#
ô �îøù�	�#I¹ ÷ý�������
úý�÷ý� gö 1 ö�úùö/ügö�÷��ý� gý��J��úö�ø���ùù�÷���~ügùú�� .{���* ��1ÿöoügý��Rú��`ÿ������gúý��

��úö�ø���ùù þ�	�ýgý
ü� göoü�	oü� ��4Xõ�ö
� ügö
�{÷ö�ø��~ü���øö
T0

2zþ�úýgø��{ùøý� 3�
úúý��,ú��G÷ý���ú��4Í��úö�ø���ù�4Ë�����Õö�ø  
úý���ýqù�������ÿö�úù}û,÷øùOø����Õú��E�A�Õú��`ÿö�úù}û�!��úö�ø���ý� �� 1 ö"��ö�úù}û� À�"���ÕöS. ÷��
ø����{öoügø�� Prc

2"#�P�ù 1 úýþÿ}ügý����� gù�	�ù��{ý�	oü�� ý
ü
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	��wõ�ö
	oü� gö�úú���#DÇUøù
Prc = 0.1

 �� 1 ö"��ù� ��C�~û�	�ûÉ /÷���~ügùúöA��úö�ø���ù}û	�ý�	oü��� ���ûöoüÉ¹�¾
%
��úö�ø���ùù ù�������ÿö�úù}û þ@ÿ}ügý�	�ýgý
ü� göoü�	oü� ��göoü,�
�=	�÷ö�øù��{ö�ú}ü���� 6 ?�9�@�;<#)%@ügý����  ���T 3�
öoüGú��<ügýþÿ}ügýR�
GLG=ö
�}ü�ùú}ügö�ø�G=ö�øö�ú�-ùù�÷�� 1 ��4Xõ�ö
��ý�ùOý
ügø���Kqö�úúý���ý�ù�������ÿö�úù}û,ù���ø��
öoü�����{öoügú��4äøý����R G÷øý�-ö
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þ ©D¯�ª�gÁDï ñ�òDï
P ø��
ôgý
ügö�÷øö 1 	oü��� ���ö�ú��À�wý��{ôgùúùøý� 3�
úú��~ûPÿù�	"��ö�úú��~ûA�{ý 1 ö"���<ú�����øö
 3�·�{öoü�������ùÿö
	
�wý��M�{ù  ��ö�úù(�����`ügø����wýgøý
ü��ù��N�����Õö�øú��T�Ôù��{÷�������	�ý��1þ3��ÿù}ü��T 3��4XõC�~û 1  gù�Kqö�úùöXý��ø��=KR��4Xõ�ö
��ýµ�"�  ����#�ÇUý�������
ú��Xýg÷øö 1 ö"��û�4XõC�~û<øý�����ý��ø��=KR��4Xõ�ö
��ý��"������ ��
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�}ügöà� gö"��ùÿö�úù}û�ý�	oü��~ügýgÿúý���ýügö�÷���C C�{ù���ö�úù$#�PE�Zû� ���ö�ú����
GLG=ö
�}ü��Ê.¶�{úý���ý�G=ý
ügýgúú��~ûOùýgúù�����-ù}ûOùOùú}ügö�ø�G=ö�øö�ú�-ù}û/÷��  
1 ��4Xõ�ö
��ý ù�ý
ügø���Kqö�úúý���ý ù�������ÿö�úù}û�2zþ{ý
ü� gö�ÿ���4Xõ�ùö!����÷øýgôgý��É�"������ù�÷ý��+��ý
õ�ö�úùöM�"���Õý��
��úö�ø���ùùÁ�����Õö�øúý���ý ù�������ÿö�úù}û$#I÷�ö��
�����`ü��~ü�� �{ý 1 ö"��ùøý� 3�
úù}ûÁ	�ý��+����	��4Xü�	�û/	0�
�=	�÷ö�øù��{ö�ú  ü������gú��T�{ù 1 �
úú��T�{ùN6 ?�9�@�;<#P�ø��
ôgý
ügö<÷ý�������
úýþ�ÿ}ügýA�
úý��)�����gú��T�/ú�����øö
 (�{ù���ö�úù þ'ù��{ö
4Xõ�ù����{ö
	oügý( (�
�=	�÷ö�øù��{ö�ú  
ü����x6 ?�9�@�;1÷ý� ����
ù��{ý 1 ö
��	oü� gù�4ßG=ö
�\ügý�	�ö
����ú 1 úý���ý������Õö�øúý���ý ù��{÷�������	���	2÷���~ügùúý� gý��O�{ù  ��ö�ú���4<þ��{ý�KqöoüPô��Zü��Öýgô�ò�û�	�úö�ú� ����
ù��{ý 1 ö
��	oü� gùö
� ú�����øöoügý���ý!G=ýgúý� gý���ýR�"�����Pù0�{ù���ö�úù ÷ý  	�øö 1 	oü� gý��7ügö�÷��ýg÷øý� gý 1 úý�	oügù$#\óD÷øö 1 ö"��û�4Xõµ�4Røý����2÷øù��oügý��7ù���ø��
öoü 1  gù�Kqö�úùöC�"������#\Pügö�ÿö�úùùN�"�����0�{ý�KPúýM �� 1 ö"��ù}ü��,ügøù ÷øý�-ö
	
	�� § ø���	+��ý 1 û}õµ�4�	�ûN� 1 �
øú��4Å gý���ú��gþ 1  gù�Kqö�úùö��ýgø�ûÿö
��ý!�"�����S��ôgý���ö�öL��ý���ý 1 úý���÷ý� gö�ø��}úý�	oügù��{ù���ö�úù�ù� ����
ù��{ý 1 ö
��	oü� gùöÀ gý���ú�� ù��{ù���ö  
úù$#�Ì��Õô��Zügýgÿú��T� ú�����øö
 (�{ù���ö�úù� gö
	
���)�Gÿ�� �	oü� gù}ügö"��ö�ú�����úö�ø���ùù þ� �� 1 ö"��ù� ���ö
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�/ýg÷øö 1 ö"��ûöoü�	�û�÷øý�-ö
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