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Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè∗À.Þ. �îðíîâÈíñòèòóò äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ �ÀÍ, Èðêóòñê, �îññèÿe-mail: gornov�ok.ruA set of numerial methods for optimal ontrol problems with terminal restritionsis disussed. Details of the algorithm onstrutions are desribed. Numerial tehnologybased on the proposed algorithms was implemented as a software omplex for dynamialoptimization problems.ÂâåäåíèåÇàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ÇÎÓ) ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè çàíèìàåòîñîáîå ìåñòî â ïðàêòèêå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.Ê êëàññó çàäà÷ ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè îòíîñÿòñÿ ïîïóëÿðíåéøèå çàäà÷è ïå-ðåâîäà ñèñòåìû èç íà÷àëüíîé òî÷êè â êîíå÷íóþ, êðàåâûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è, èçîïå-ðèìåòðè÷åñêèå çàäà÷è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è äð. Êðîìå òîãî, çàäà÷è áîëåå ñëîæ-íûõ òèïîâ (ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ñ ïðîìåæóòî÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè, àëãåáðî-äè��åðåíöèàëüíûå è äð.) ìîãóò áûòü òðèâèàëüíî ñâåäåíû ê òåðìèíàëüíûì çàäà÷àì ñïîìîùüþ îáùåèçâåñòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåäóêöèé.Òðàäèöèîííî ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äëÿó÷åòà òåðìèíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä øòðà�îâ. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðî-ñòîãî è íàäåæíîãî ìåòîäà, ê ñîæàëåíèþ, ïðèâîäèò ê âû÷èñëèòåëüíûì ñõåìàì ñ ñåðüåç-íûìè ïðîáëåìàìè ïðè ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ è áîëüøîé ïîòåðåé òî÷íîñòèðåøåíèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ, êðîìå àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå øòðà-�îâ, òàêæå è äðóãèå, áîëåå ý��åêòèâíûå, ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâäëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ òåðìèíàëüíûìèîãðàíè÷åíèÿìè (ÇÎÓÒÎ)Ïóñòü èìååòñÿ óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ẋ = f(x(t), u(t), t), x(t0) = x0, îïðå-äåëåííûé íà èíòåðâàëå T = [t0, t1]. Çäåñü t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ (÷àùå âñåãî,âðåìÿ), x(t) � n-âåêòîð �àçîâûõ êîîðäèíàò, u(t) � r-âåêòîð óïðàâëÿþùèõ �óíêöèé,

n-âåêòîð-�óíêöèÿ f(x(t), u(t), t) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé ïî
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé(ãðàíòû � 06-07-89215, 07-07-00265a, 08-07-00172) è ��ÍÔ 07-02-12112â.© Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 2008.44



Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ 45âñåì àðãóìåíòàì, êðîìå t. Íà÷àëüíûé �àçîâûé âåêòîð x(t0) = x0 çàäàí. Äîïóñòèìû-ìè áóäåì íàçûâàòü óïðàâëÿþùèå �óíêöèè u(t) ∈ U ⊂ Er äëÿ ∀t, ãäå U � âûïóêëîåçàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà.Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì òðàåêòîðèè(ÇÎÓÑÊ) ñîñòîèò â ïîèñêå âåêòîð-�óíêöèè u(t), óäîâëåòâîðÿþùåé îãðàíè÷åíèÿì è äî-ñòàâëÿþùåé ìèíèìóì �óíêöèîíàëó I0(u) = ϕ0(x(t1)). Â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-íèÿ ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðèñóòñòâóþò òàêæå îãðàíè÷åíèÿ âèäà Ij(u) =
ϕj(x(t1)) = (≤)0, j = 1, m. Âñå �óíêöèè ϕj(x(t1)), j = 0, m, ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâ-íî äè��åðåíöèðóåìûìè ïî âñåì àðãóìåíòàì.2. Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ÇÎÓÒÎÏpèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ÇÎÓÒÎ èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì., íàïpèìåð, [1℄): åñëè u∗(t) �îïòèìàëüíîå óïpàâëåíèå, òî ñóùåñòâóþò äâîéñòâåííûå ïåpåìåííûå yj, j = 1, m, òàêèå,÷òî �óíêöèÿ �àìèëüòîíà�Ïîíòpÿãèíà H(p, x, u, t) â òî÷êå u∗(t) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà.Ñîïpÿæåííûå ïåpåìåííûå pi(t), i = 1, n çäåñü äîëæíû óäîâëåòâîpÿòü ñîïpÿæåííîéñèñòåìå âèäà
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.Ìåòîäû äëÿ çàäà÷ òàêîãî òèïà äîëæíû, ñëåäîâàòåëüíî, êðîìå ïîèñêà óïpàâëåíèé,áëèçêèõ ê îïòèìàëüíûì, íàõîäèòü è äâîéñòâåííûé âåêòîp y, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòüpåøåíèå ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ.3. Ìåòîä âíåøíèõ øòðà�íûõ �óíêöèéÌåòîä øòpà�îâ ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, ñòàpåéøèì èç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ óñëîâíîé îï-òèìèçàöèè (ñì., íàïpèìåð, [2℄). Èäåÿ åãî ïpîñòà: çàìåíèòü óñëîâíóþ çàäà÷ó íåñêîëüêè-ìè áåçóñëîâíûìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü påøåíèé êîòîpûõ äàåò påøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.Áîãàòûé îïûò ïpèìåíåíèÿ ìåòîäà øòpà�îâ ñîçäàë åìó ñëàâó ïpîñòîãî è íàäåæíîãî ìå-òîäà; õîpîøî èçâåñòíû è åãî íåäîñòàòêè � ãpóáîñòü pàñ÷åòîâ è ïîâûøåíèå òpóäíîñòèâñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ïpè äâèæåíèè ê ýêñòðåìóìó. Ñîçäàíèå ïàêåòîâ ïpîãpàìì îï-òèìèçàöèè, påàëèçóþùèõ, êàê ïpàâèëî, íàáîp ìåòîäîâ, ïpèâåëî ê íîâîìó âçãëÿäó íàêëàññ ìåòîäîâ øòpà�íûõ �óíêöèé êàê íà ñpåäñòâî, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü õîpîøååíà÷àëüíîå ïpèáëèæåíèå äëÿ áîëåå òî÷íûõ ìåòîäîâ.Ââåäåì øòpà�íîé �óíêöèîíàë âèäà Ī(u) = I0(u) +
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Ī(u) = Ī(uK+1). Çàòåì óâåëè÷èì êîý��èöèåíòû øòpà�à è ñíîâà på-øèì ÇÎÓÑÊ è ò. ä. Êpèòåpèåì îñòàíîâêè ñëóæèò êpèòåpèé äëÿ àëãîpèòìîâ áåçóñëîâ-íîé çàäà÷è. Âåëè÷èíû 2sK

j Ij(u
K), j = 1, m, ÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿäâîéñòâåííûõ ïåpåìåííûõ yj, íà êàæäîé èòåpàöèè îíè çàïîìèíàþòñÿ è, ïîñëå îêîí÷à-íèÿ pàáîòû àëãîpèòìà, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå ïåpâîãî ïpèáëèæåíèÿ äëÿäpóãèõ ìåòîäîâ.



46 À.Þ. �îðíîâ4. Ìåòîä ëèíåàðèçàöèèÈäåÿ ìåòîäîâ ëèíåàpèçàöèè ïðîñòà è åñòåñòâåííà: â îêpåñòíîñòè èìåþùåãîñÿ óïpàâ-ëåíèÿ çàäà÷à ëèíåàpèçóåòñÿ, è, ñ èñïîëüçîâàíèåì påøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è, ñòpîèòñÿíîâîå ïpèáëèæåíèå ê îïòèìóìó íåëèíåéíîé. Ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà ê ïîñòpîåíèþìåòîäîâ ëèíåàpèçàöèè, îòëè÷àþùèõñÿ îãpàíè÷åíèÿìè íà âàpèàöèþ. Ïîäõîä, ïpåäïîëà-ãàþùèé ââåäåíèå âî âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó îãpàíè÷åíèÿ ïî íîpìå ‖δ u‖ ≤ c, ãäå δu �âàpèàöèÿ îïòèìèçèpóåìûõ ïåpåìåííûõ, (çäåñü c � ïàpàìåòp àëãîpèòìà), âåñüìà ãëó-áîêî ïpîpàáîòàí â èçâåñòíîé ìîíîãpà�èè [1℄. Äpóãîé ñïîñîá � ââåäåíèå â �óíêöèîíàëøòpà�íîé äîáàâêè (δ u, δ u) � pàññìàòpèâàåòñÿ â [3℄. Íèæå ïpèâîäèòñÿ âàpèàíò ìåòîäàëèíåàpèçàöèè äëÿ ÇÎÓÒÎ, ïîñòpîåííûé ïî òèïó ìåòîäîâ Ïøåíè÷íîãî.Ñ�îpìóëèpóåì ëèíåéíóþ çàäà÷ó â âàpèàöèÿõ:
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dt.Çäåñü ν � àëãîpèòìè÷åñêèé ïàpàìåòp, y � äâîéñòâåííûå ïåpåìåííûå. Èç óñëîâèÿîïòèìàëüíîñòè ∂L
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νè ïîäñòàâèâ åå â ópàâíåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è, ïîëó÷èì óñëîâèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ yj,
j = 1, m, â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ ópàâíåíèé Ay = b, ãäå
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K) dt, i, j = 1, m.�åøèâ ñèñòåìó è ïîëó÷èâ yj, j = 1, m, âû÷èñëèì âàpèàöèþ δ uK . Äàëåå, ñëåäóÿÁ.Í. Ïøåíè÷íîìó, ñ�îpìóëèpóåì íåäè��åpåíöèpóåìóþ �óíêöèþ âûèãpûøà
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∣ , j = 1, m.Øòpà�íîé êîý��èöèåíò β áóäåì âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííûõ ïåpåìåí-íûõ y: β = 2
m
∑

j=1

|yj|. Ñõîäèìîñòü àëãîpèòìîâ òàêîãî òèïà äëÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãîïpîãpàììèpîâàíèÿ ñòðîãî îáîñíîâàíà â [3℄.5. Ìåòîä ìîäè�èöèðîâàííîé �óíêöèè ËàãðàíæàÏpàêòèêà èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ òèïà ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ïpè-âåëà ê ñëåäóþùåé ñõåìå êîìáèíèpîâàíèÿ pàçëè÷íûõ àëãîpèòìîâ: íà ïåpâîì ýòàïå ïpè-ìåíÿþòñÿ ìåòîäû ñ øèpîêîé îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè è íåâûñîêèìè õàpàêòåpèñòèêàìè



Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ 47òî÷íîñòè � �ãpóáûå� � ìåòîä âíåøíèõ øòpà�íûõ �óíêöèé, ìåòîä ïàpàìåòpèçàöèè öå-ëåâîé �óíêöèè è ò. ï. �åçóëüòàòîì èõ pàáîòû ÿâëÿåòñÿ íåêîòîpàÿ îöåíêà îïòèìàëüíûõçíà÷åíèé èñêîìûõ ïåpåìåííûõ � êàê ïpÿìûõ, òàê è äâîéñòâåííûõ. Çàòåì, íà âòîðîìýòàïå, ñ èñïîëüçîâàíèåì èìåþùåãîñÿ ïpèáëèæåíèÿ, �âêëþ÷àþòñÿ� áîëåå òî÷íûå ìåòî-äû, íàïpèìåp, ìåòîä ìîäè�èöèpîâàííîé �óíêöèè Ëàãpàíæà (ñì. [4℄). Îáû÷íî îñòàåò-ñÿ îòêpûòûì åñòåñòâåííûé âîïpîñ � êîãäà �ãpóáûìè� ìåòîäàìè ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîõîpîøåå ïpèáëèæåíèå è ìîæíî ïåpåõîäèòü êî âòîpîìó ýòàïó.�àññìîòpèì ñõåìó ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãpàíæà, îáúåäèíÿþùóþ îáà ýòàïà â pàì-êàõ îäíîãî àëãîpèòìà. Ñõåìà ïpåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäè�èêàöèþ ñïîñîáà ïåpåñ÷åòà äâîé-ñòâåííûõ ïåpåìåííûõ è êîý��èöèåíòîâ øòpà�à, îïèñàííîãî â [5, ñ. 131℄ äëÿ çàäà÷èìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.�àññìîòðèì ìîäè�èöèpîâàííóþ �óíêöèþ Ëàãpàíæà ñëåäóþùåãî âèäà:
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∑
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j (u).Çäåñü sj , j = 1, m, � êîý��èöèåíòû øòpà�à (èëè, â äpóãîé òåpìèíîëîãèè, êîý��è-öèåíòû påãóëÿpèçàöèè).Àëãîpèòì èìååò ñëåäóþùèé âèä.1. Âûáèpàåì íà÷àëüíîå ïpèáëèæåíèå u0(t), y0
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j , j = 1, m.2. C èìåþùèìèñÿ yK, sK , èñïîëüçóÿ uK(t) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïpèáëèæåíèÿ, på-øàåì çàäà÷ó
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u∈U

M(u, yK , sK) = M(uK+1, yK, sK).3. Âû÷èñëÿåì íîâîå ïpèáëèæåíèå ïî äâîéñòâåííûì ïåpåìåííûì
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K+1), j = 1, m.4. Îïpåäåëÿåì îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå äâîéñòâåííûõ ïåpåìåííûõ
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, j = 1, m.5. Åñëè ∆ ymax > ∆ (∆ � ïàpàìåòp), òî óâåëè÷èâàþòñÿ âñå êîý��èöèåíòû øòpà�à
sK+1

j = 10sK
j , j = 1, m.6. Åñëè ∆ ymax ≤ ∆, òî óâåëè÷èâàþòñÿ òå êîý��èöèåíòû øòpà�à, êîòîpûå íå ïîç-âîëèëè ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ñîîòâåòñòâóþùèå íåâÿçêè:

sK+1

j =

{

sK
j 10,

∣

∣Ij(u
K+1)

∣

∣ > 0.25
∣

∣Ij(u
K)
∣

∣ ,

sK
j ,

∣

∣Ij(u
K+1)

∣

∣ ≤ 0.25
∣

∣Ij(u
K)
∣

∣ .



48 À.Þ. �îðíîâ7. Ïåðåõîäèì íà øàã 2.Àëãîðèòì çàâåðøåí.Òàêèì îápàçîì, ñíà÷àëà êàæäûé ïåpåñ÷åò äâîéñòâåííûõ ïåpåìåííûõ ñîïpîâîæäà-åòñÿ pîñòîì êîý��èöèåíòîâ øòpà�à � �pàáîòàåò� ìåòîä âíåøíèõ øòpà�íûõ �óíêöèé;çàòåì, ïî ìåpå ñòàáèëèçàöèè y, øòpà�û óâåëè÷èâàþòñÿ òîëüêî ïpè �óïpÿìûõ� îãpà-íè÷åíèÿõ; è, â êîíöå êîíöîâ, sj, j = 1, m, ñòàáèëèçèpóþòñÿ è àëãîpèòì ïpåâpàùàåò-ñÿ â ìåòîä ìîäè�èöèpîâàííîé �óíêöèè Ëàãpàíæà. Ïîïóòíî â àâòîìàòè÷åñêîì påæè-ìå påøàåòñÿ âîïpîñ ïîëó÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ ïpèáëèæåíèé è óñòàíîâêè ïpèåìëåìûõçíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ påãóëÿpèçàöèè. Òàêîé àëãîpèòì ìîæåò îêàçàòüñÿ îñîáåííîóäîáíûì â ñëó÷àÿõ, åñëè íåîáõîäèìî påøàòü çàäà÷è â àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå � áåçâìåøàòåëüñòâà ïîëüçîâàòåëÿ â ïðîöåññ âû÷èñëåíèé.Êðèòåðèåì îñòàíîâêè â òàêîãî òèïà àëãîðèòìàõ ñëóæàò êðèòåðèè âûõîäà âî âñïîìî-ãàòåëüíîé ÇÎÓÑÊ ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè äâîéñòâåííûõïåðåìåííûõ: ∆ ymax ≤ ∆. Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ ìîäè�èöèpîâàííîé �óíê-öèè Ëàãpàíæà äëÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïpèìåp,â êíèãå [5℄.6. Ìåòîä òî÷íûõ äè��åðåíöèðóåìûõ øòðà�íûõ �óíêöèéÌåòîäû òî÷íûõ äè��åðåíöèðóåìûõ øòðà�íûõ �óíêöèé [5, ñ. 224℄ ñðàâíèòåëüíî íåäàâ-íî èçîáðåòåíû äëÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.�àññìîòðèì íåäè��åðåíöèðóåìóþ òî÷íóþ øòðà�íóþ �óíêöèþ N(u, c) = I0(u) +
c max |Ij(u)| , j = 1, m. Äëÿ àëãîðèòìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè,ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå òàêîé �óíêöèè, ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèåé,ìîæíî îæèäàòü âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà: ñóùåñòâóåò c̄ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ïî-ëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ äîñòàòî÷íî òîëüêî îäèí ðàç ìèíèìèçèðîâàòü
N(u, c̄) = I0(u) + c̄ max |Ij(u)|. Ýòîò ÷ðåçâû÷àéíî ïðèâëåêàòåëüíûé êîíñòðóêöèîííûéýëåìåíò (îáû÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü äåñÿòêè è ñîòíè ïîäîá-íûõ çàäà÷!), ê ñîæàëåíèþ, îáëàäàåò è ïðèíöèïèàëüíûì äå�åêòîì: âñïîìîãàòåëüíûåçàäà÷è ñòàíîâÿòñÿ íåãëàäêèìè. Àëãîðèòìû äëÿ íåãëàäêèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-ëåíèÿ ðàçâèòû çíà÷èòåëüíî ñëàáåå, ÷åì äëÿ ãëàäêèõ, è ïîêà íå óäàåòñÿ íàéòè íà ýòîìïóòè ý��åêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû.Ïîïûòêè ïðåîäîëåòü áàðüåð íåãëàäêîñòè, ñîõðàíèâ ïðè ýòîì ý��åêòèâíîå ñâîéñòâîìåòîäà, ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ òî÷íûõ äè��åðåíöèðóåìûõ øòðà�íûõ �óíêöèé [6, 7℄. Îñ-íîâíàÿ èäåÿ ýòîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ìåõàíèçìà âûñîêîòî÷íîé îöåíêèäâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîäíûõ �óíêöèîíàëîâ îãðàíè÷åíèé.�àññìîòðèì �óíêöèþ ñâåðòêè òèïà

T (u, y, c) = I0(u) +

m
∑

j=1

yj(u)Ij(u) + c

m
∑

j=1

I2

j (u),ãäå y(u) = −[∇K(u)′∇K(u)]−1∇K(u)′∇I0(u), ∇K(u) = {∇I1(u), ...,∇Im(u)}.Äëÿ ý��åêòèâíîñòè òàêîãî ìåòîäà ïðè ðåøåíèè ÇÎÓÒÎ òðåáóåòñÿ:1) çíàíèå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ c̄;2) íàëè÷èå ãëàäêèõ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèîíàëîâ â çàäà÷å;3) íåâûðîæäåííîñòü ∇K(u) â òî÷êå îïòèìóìà.



Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ 49Âûïîëíåíèå ïåðâîãî óñëîâèÿ òðèâèàëüíî äîñòèãàåòñÿ, êàê è â ìåòîäå ìíîæèòå-ëåé Ëàãðàíæà, ïóòåì êîíñòðóèðîâàíèÿ ìåõàíèçìà èòåðàòèâíîé ïîäñòðîéêè çíà÷åíèÿ c.�ëàäêîñòü âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ åñòü îáû÷íîå òðåáîâàíèå ê ïîñòàíîâêå ÇÎÓ, ïîçâîëÿ-þùåå ïðèìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ìåòîäû ñî ñâåðõëèíåéíîé ñêî-ðîñòüþ ñõîäèìîñòè. Âûïîëíåíèå òðåòüåãî óñëîâèÿ, ê ñîæàëåíèþ, íå ãàðàíòèðîâàííî,îíî äîâîëüíî ÷àñòî íàðóøàåòñÿ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðàêòèêîé ðàñ÷åòîâ. Òåì íå ìåíååðàññìîòðåííûé íèæå àëãîðèòì � äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíûé èíñòðóìåíò îïòèìèçàöèèäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è åãî öåëåñîîáðàçíî âêëþ÷àòü â ïàêåòû ïðîãðàìì äëÿ ÇÎÓ.Àëãîpèòì èìååò ñëåäóþùèé âèä.1. Âûáèpàåì íà÷àëüíîå ïpèáëèæåíèå u0(t), c0.2. Âû÷èñëÿåì yK(uK) = −[∇K(uK)′∇K(uK)]−1∇K(uK)′∇I0(u
K).3. C èìåþùèìèñÿ yK, cK , èñïîëüçóÿ uK(t) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïpèáëèæåíèÿ, på-øàåì çàäà÷ó

min
u∈U

T (u, yK, cK) = T (uK+1, yK, cK).4. Âû÷èñëÿåì íîâîå ïpèáëèæåíèå ïî äâîéñòâåííûì ïåpåìåííûì
yK+1(uK+1) = −[∇K(uK+1)′∇K(uK+1)]−1∇K(uK+1)′∇I0(u

K+1).5. Îïpåäåëÿåì îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå äâîéñòâåííûõ ïåpåìåííûõ
∆ ymax = max

∣

∣yK+1

j − yK
j

∣

∣

1 +
∣

∣yK+1

j

∣

∣

, j = 1, m.6. Åñëè ∆ ymax > ∆ (∆ � ïàpàìåòp), òî óâåëè÷èâàåòñÿ êîý��èöèåíò øòpà�à
cK+1 = 2cK .7. Ïåðåõîäèì íà øàã 2.Àëãîðèòì çàâåðøåí.Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ òî÷íîé äè��åðåíöèðóåìîé øòðà�íîé �óíêöèèìîæíî íàéòè, íàïpèìåp, â êíèãå [5℄.7. Ìåòîäû ó÷åòà òåðìèíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâÇàäà÷è ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè-íåðàâåíñòâàìè âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå çíà-÷èòåëüíî ðåæå, ÷åì çàäà÷è ñ ðàâåíñòâàìè. Òåì íå ìåíåå, ÷òîáû íå ïîòåðÿòü îáùíîñòèïîñòàíîâêè çàäà÷è, àëãîðèòìû äëÿ ó÷åòà òàêèõ îãðàíè÷åíèé îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòüâ ñîñòàâå �óíêöèîíàëüíîãî íàïîëíåíèÿ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ.Äëÿ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè-íåðàâåíñòâàìè ϕj(x(t1)) ≤ 0, j = 1, m, îñíîâíàÿ ïðî-áëåìà � ñîõðàíåíèå íåïðåðûâíîñòè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ñóììàðíîãî �óíêöèîíàëà.Ýòî ñâîéñòâî òðåáóåòñÿ äëÿ ý��åêòèâíîé ðàáîòû ìåòîäîâ ñî ñâåðõëèíåéíîé ñêîðî-ñòüþ ñõîäèìîñòè, îáû÷íî ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. Îáû÷-íî ýòà ïðîáëåìà ïðåîäîëåâàåòñÿ ââåäåíèåì êóáè÷åñêèõ øòðà�íûõ �óíêöèé: Ī(u) =

I0(u) +
m
∑

j=1

sK
j max{0, Ij(u)}3. Ôîðìóëû ïåðåñ÷åòà øòðà�íûõ êîý��èöèåíòîâ àíàëîãè÷-íû �îðìóëàì, ïðèìåíÿåìûì äëÿ îãðàíè÷åíèé-ðàâåíñòâ.



50 À.Þ. �îðíîâÇàêëþ÷åíèåÏðåäëîæåííûå ìîäè�èêàöèè àëãîðèòìîâ ïîñëóæèëè îñíîâîé �óíêöèîíàëüíîãî íàïîë-íåíèÿ íåñêîëüêèõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ, ðåàëèçîâàííûõ àâòîðîì äëÿ çàäà÷ îïòèìàëü-íîãî óïðàâëåíèÿ: ïàêåò ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì ÌÀÏ�, áëîê �Íåëèíåéíîå îïòèìàëüíîåóïðàâëåíèå� (1981�1989 ãã.), ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ OPTCON-DOS (1987�1990), ïðî-ãðàììíûé êîìïëåêñ OPTCON-PARALL (1999�2002), âû÷èñëèòåëüíûé ñåðâåð OPTCON(2000�2003 ãã.). Ñ ïðèìåíåíèåì ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ áûë ðåøåí ðÿä ïðèêëàä-íûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè èç îáëàñòåé äèíàìèêè ïîëåòà, êîñìîíàâèãàöèè, ðîáîòîòåõíèêè,ýëåêòðîýíåðãåòèêè, ýêîíîìèêè, ýêîëîãèè, ñîöèîëîãèè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ôåäîðåíêî �.Ï. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ì.: Íàóêà,1978. 488 ñ.[2℄ Åðåìèí È.È. Ìåòîä øòðà�îâ â âûïóêëîì ïðîãðàììèðîâàíèè // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. 1967.Ò. 173, �4. Ñ. 748�751.[3℄ Ïøåíè÷íûé Á.Í. Ìåòîä ëèíåàðèçàöèè. Ì.: Íàóêà, 1979. 208 ñ.[4℄ Åâòóøåíêî Þ.�. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ è èõ ïðèìåíåíèå â ñèñòåìàõîïòèìèçàöèè. Ì.: Íàóêà, 1982. 432 ñ.[5℄ Áåðòñåêàñ Ä. Óñëîâíàÿ îïòèìèçàöèÿ è ìåòîäû ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ì.: �àäèî èñâÿçü, 1987. 400 ñ.[6℄ DiPillo G., Grippo L. A new lass of augmented Lagrangians in nonlinear programming //SIAM J. Control Optim. 1979. N 17. P. 618�628.[7℄ Han S.P., Mangasarian O.L. Exat penalty funtion in nonlinear programming // Math.Programming. 1979. N 17. P. 251�269. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 àâãóñòà 2007 ã.,â ïåðåðàáîòàííîì âèäå � 29 ìàÿ 2008 ã.


