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Èäåíòè�èêàöèÿ è èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõìîäåëåé àâòîðåãðåññèè è ïðîèíòåãðèðîâàííîãîñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðîöåññîâñ ñåçîííûìè êîëåáàíèÿìèÁ.Í. ËóöåíêîÊîíñòðóêòîðñêî-òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ÑÎ �ÀÍ,Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: bor�kti.ns.ruA new method of identi�ation end estimation of parameters of the stohastiARIMA model is onsidered. This method di�ers from the methods usually based onmaking use of orrelation and partial orrelation funtions of the time series. It alsomakes possible to estimate greater dimension models with various season periods forsubsequent foreasting of proesses desribed using these models.1. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷èÍåêîòîðûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïðîöåññû îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñóòî÷íîé, íåäåëüíîé è áî-ëåå ïðîäîëæèòåëüíîé íåñòàöèîíàðíîé ñåçîííîñòè. Îïèñàíèå, îáðàáîòêà è ïðîãíîçèðî-âàíèå òàêèõ ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíûõ è ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé ìàëî-ý��åêòèâíî, ïîñêîëüêó òðåáîâàëî áû ÷ðåçìåðíîãî êîëè÷åñòâà õàðàêòåðèçóþùèõ ïàðà-ìåòðîâ. Èñïîëüçîâàíèå äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íåñòàöèîíàðíûõïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé àâòîðåãðåññèè è ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî(À�ÏÑÑ) ïîçâîëÿåò êîìïàêòíî, ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ îõàðàê-òåðèçîâàòü èõ ïîâåäåíèå è ïðèìåíÿòü äëÿ ïîñëåäóþùåé ïðîëîíãàöèè.Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå ñòàâèòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè èíîãî ïîäõîäà ê èäåíòè�èêàöèèè îöåíêå ïàðàìåòðîâ íåñòàöèîíàðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé À�ÏÑÑ, ïîçâîëÿþùåãîðàáîòàòü ñ ïðîñòðàíñòâîì ïàðàìåòðîâ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé. Òàêèå ïðîöåññû øèðîêîïðåäñòàâëåíû íå òîëüêî â ïðîèçâîäñòâåííîé è êîììåð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà, íîè â ïðèðîäå.2. Îïðåäåëåíèÿ è òåîðåòè÷åñêèå ïðåäïîñûëêè×òîáû íå óñëîæíÿòü ïîíà÷àëó âûêëàäêè ãðîìîçäêîé ñèñòåìîé èíäåêñîâ, ìû ïðîèëëþ-ñòðèðóåì ââîäèìûå ñèìâîëû è ïîíÿòèÿ íà ïðîñòûõ ìîäåëÿõ, à óæå çàòåì ââåäåì áîëååñëîæíóþ ìîäåëü, ñ êîòîðîé è áóäåì â ïîñëåäóþùåì ðàáîòàòü (äëÿ áîëåå äåòàëüíîãîçíàêîìñòâà ñì. [1 � 5℄). Ëèíåéíûé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêâûõîä ëèíåéíîãî �èëüòðà, íà âõîä êîòîðîãî ïîñòóïàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåëîãî øó-ìà. Ïåðåäàòî÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà �èëüòðà ìîæåò ñîäåðæàòü êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå© Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 2008.71



72 Á.Í. Ëóöåíêîêîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ. Áåëûé øóì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñè-ìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí at ñ íóëåâûì ñðåäíèì è ïîñòîÿííîéäèñïåðñèåé σ2:
E(at) = 0; E(at, at+τ ) = σ2ρ(τ) =

{

σ2 ïðè τ = 0,
0 ïðè τ 6= 0.Îáîçíà÷èì ñàì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, âîçìîæíî ïîäâåðãøèéñÿ ïðåäâàðèòåëüíûì ïðå-îáðàçîâàíèÿì, ÷åðåç Z(t). Îòñ÷åòû Z(t) ýêâèäèñòàíòíû, è â êà÷åñòâå âðåìåííîãî äèñ-êðåòà ïðèíèìàåòñÿ ïåðèîäè÷íîñòü åãî ðåãèñòðàöèè. Åñëè ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí è åãîñðåäíåå ðàâíî µ, ìû áóäåì ðàáîòàòü äàëåå ñ öåíòðèðîâàííûì ïðîöåññîì:

Z̃t = Zt − E(Zt) = Zt − µ.Ïðè íåñòàöèîíàðíîñòè èç ïðîöåññà ìîæåò áûòü èçâëå÷åíà ïîñòîÿííàÿ êîíñòàíòà c èìû ïî-ïðåæíåìó áóäåì îáîçíà÷àòü ðåçóëüòàò Z̃t:
Z̃t = Zt − c.Îáîçíà÷èì îïåðàòîð ñäâèãà íà îäèí òàêò íàçàä ÷åðåç B (bak), à âïåðåä � ÷åðåç F(forward):

BZt = Zt−1; FZt = Zt+1.Îïåðàòîð âçÿòèÿ ðàçíîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç ▽:
▽Zt = (1 −B)Zt = Zt − Zt−1.Îïåðàòîðîì, îáðàòíûì ▽, áóäåò îïåðàòîð ñóììèðîâàíèÿ (äèñêðåòíûé àíàëîã èíòå-ãðèðîâàíèÿ).Ïðîöåññ àâòîðåãðåññèè (À�) ïîðÿäêà p îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì âèäà

(1 − ϕ1B − ϕ2B
2 − . . .− ϕpB

p)Z̃t = at,èëè â áîëåå êîìïàêòíîé çàïèñè:
Φp(B)Z̃t = at.Ïðîöåññ À� ìîæíî ïðåäñòàâèòü â èíîé �îðìå, êàê

Z̃t = [Φp(B)]−1at = Ψ(B)at,ãäå Ψ(B) =
∞
∑

i=0

ψiB
i; ψ0 = 1.Î÷åâèäíî Φ(B)Ψ(B) = 1, è, ðåøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ýòî óðàâíåíèå, ëåãêî íàõîäÿòñÿâñå êîý��èöèåíòû â ðàçëîæåíèè Ψ(B). Â äàííîé èíòåðïðåòàöèè ïðîöåññ À� ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé âûõîä ëèíåéíîãî �èëüòðà ñ ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèåé Ψ(B), íà âõîä êîòîðîãîïîñòóïàåò áåëûé øóì.Ïðîöåññ À� áóäåò ñòàöèîíàðåí, åñëè êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Φp(x) = 1 − ϕ1x− . . .− ϕpx
p = 0,ãäå x � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ, áóäóò ëåæàòü âíå åäèíè÷íîãî êðóãà â êîìïëåêñíîéîáëàñòè. Âûïîëíåíèå óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè îáåñïå÷èâàåò è ýðãîäè÷íîñòü ïðîöåññà



Èäåíòè�èêàöèÿ è èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ìîäåëåé àâòîðåãðåññèè... 73(òåîðåìà Áèðêãî�à�Õèí÷èíà [6℄). Ýðãîäè÷íîñòü ÷ðåçâû÷àéíî âàæíà, ïîñêîëüêó ðå-àëüíî ïðèõîäèòñÿ âñåãäà èìåòü äåëî ñ îãðàíè÷åííûì �ðàãìåíòîì åäèíñòâåííîé ðåàëè-çàöèè ïðîöåññà, ïî êîòîðîìó íàäëåæèò äàòü ñîäåðæàòåëüíûå âûâîäû î âåðîÿòíîñòíûõïàðàìåòðàõ ïîëó÷àåìûõ îöåíîê è ïðîãíîçà.Ïðîöåññ ñêîëüçÿùåãî âçâåøåííîãî ñóììèðîâàíèÿ íå âïîëíå êîððåêòíî èìåíóåòñÿïðîöåññîì ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî (ÑÑ), õîòÿ îò ñóììû åãî êîý��èöèåíòîâ íå òðåáóåòñÿðàâåíñòâî åäèíèöå,
Z̃t = (1 − θ1B − . . .− θqB

q)at = Θq(B)at.Ýòîò ïðîöåññ ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ëèíåéíîé �èëüòðàöèè ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè áåëîãî øóìà, íî �èëüòð, â îòëè÷èå îò ïðîöåññà À�, ñîäåðæèò ïåðå-äàòî÷íóþ �óíêöèþ ñ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì q ïàðàìåòðîâ.Ïðîöåññ ÑÑ ïðè êîíå÷íîé σ2 áóäåò âñåãäà ñòàöèîíàðåí è îáðàòèì, ò. å. ïðåäñòàâèìñõîäÿùèìñÿ áåñêîíå÷íûì ðÿäîì:
at =

∞
∑

i=0

πiB
iZ̃t,åñëè êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Θq(x) = 0 òàêæå ëåæàò âíå åäèíè÷íîãîêðóãà â êîìïëåêñíîé îáëàñòè.È, íàêîíåö, ïðîöåññ, îáúåäèíÿþùèé â ñåáå êà÷åñòâà À� è ÑÑ è èìåíóåìûé ïðîöåññîìàâòîðåãðåññèè è ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî (À�ÑÑ):

Φp(B)Z̃t = Θq(B)at.È çäåñü Z̃t ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âûõîä ëèíåéíîãî �èëüòðà ñ ïåðåäàòî÷íîé �óíê-öèåé
[Φp(B)]−1Θq(B) = Ψ(B) =

∞
∑

i=0

ψiB
i; ψ0 = 1,è ýëåìåíòû ψi òàê æå ëåãêî íàõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèéñ ðàâíûìè ñòåïåíÿìè B:

Φp(B)Ψ(B) = Θq(B).Óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè è îáðàòèìîñòè ïðîöåññà À�ÑÑ îñòàþòñÿ ïðåæíèìè, ò. å.ïðèñóòñòâèå îïåðàòîðà ÑÑ íå îòðàæàåòñÿ íà óñëîâèÿõ ñòàöèîíàðíîñòè, à îïåðàòîðàÀ� � íà óñëîâèÿõ åãî îáðàòèìîñòè.Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíûé íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ Z̃t, îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåì
Φp(B)▽νZ̃t = Θq(B)at,ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðåçóëüòàò êðàòíîãî ñóììèðîâàíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëü-íûìè óñëîâèÿìè ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà:

wt = ▽
νZ̃t,îïèñûâàåìîãî â ñâîþ î÷åðåäü ìîäåëüþ À�ÑÑ:

Φp(B)wt = Θq(B)at.Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ýòîò ïðîöåññ èìåíóåòñÿ ïðîöåññîì àâòîðåãðåññèè è ïðîèíòå-ãðèðîâàííîãî ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî. Âûðàæåíèå áóäåò ïðàâîìî÷íî ïðè çàìåíå â íåìîïåðàòîðà B îïåðàòîðîì F ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.



74 Á.Í. Ëóöåíêî3. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñåçîííàÿ ìîäåëü À�ÏÑÑÌîäåëü çàäàåòñÿ ñâîåé ñòðóêòóðîé, â êîòîðóþ âõîäÿò:
k � êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ ñåçîííîñòè, âêëþ÷àÿ äëÿ åäèíîîáðàçèÿ è åäèíè÷íûé;äëÿ i = 1, . . . , k;
Si � çíà÷åíèÿ èíòåðâàëîâ ñåçîííîñòè;
pi � êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ À� äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà ñåçîííîñòè;
qi � êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ ÑÑ äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà ñåçîííîñòè;
di � êîëè÷åñòâî ñåçîííûõ ðàçíîñòåé äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà ñåçîííîñòåé.Ïðè ýòîì îïåðàòîð àâòîðåãðåññèè äëÿ ïåðèîäà ñåçîííîñòè Si ïðåäñòàâèì â âèäå

Φpi
(BSi) = 1 −

pi
∑

j=1

ϕijB
jSi, (1)à îïåðàòîð ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî �

Θqi
(BSi) = 1 −

qi
∑

j=1

θijB
jSi. (2)Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñðàâíèòåëüíî êîìïàêòíî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ìîäåëü À�ÏÑÑ ìî-æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

k
∏

i=1

Φpi
(BSi)▽di

Si
Z̃t =

k
∏

i=1

Θqi
(BSi)at. (3)Ñòðóêòóðà ìîäåëè ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ñåçîííûå êîëåáàíèÿ, èñïîëüçóÿ êàê ñòîõà-ñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû, òàê è äåòåðìèíèðîâàííûå. Ïðè îòëè÷èè ïàðàìåòðîâ ñåçîííîéðàçíîñòè di îò íóëÿ ïðîöåññ ìîæåò ñîäåðæàòü äåòåðìèíèðîâàííóþ êîìïîíåíòó äîñòà-òî÷íî ïðîèçâîëüíîãî âèäà ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ñîîòâåòñòâóþùåìó èíòåðâàëó ñåçîííî-ñòè. Ïðè ýòîì íàëè÷èå di > 0 äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì êîëè÷åñòâîìïàðàìåòðîâ ÑÑ, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå âçÿòèÿ ñåçîííûõ ðàçíîñòåé. Ñîîòâåòñòâóþùèõäàííîé ñåçîííîñòè ïàðàìåòðîâ À� ìîæåò è íå áûòü.Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ýêîíîìíî îïèñûâàòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûå ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè. Îäíàêî, åñòåñòâåííî, åå êîìïàêòíîñòü îïëà÷èâàåòñÿ íåêîòîðûì ñóæå-íèåì êëàññà îïèñûâàåìûõ ïðîöåññîâ. Ïðè èòåðàöèîííîì óòî÷íåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäå-ëè óäîáíî ïðåäñòàâèòü èõ âñå êîìïîíåíòàìè åäèíîãî âåêòîðà β, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãîáóäåò

nβ = m =
k

∑

i=1

(pi + qi),
β = (ϕ1,1, . . . , ϕ1,p1

, . . . , ϕk,1, . . . , ϕk,pk
, θ1,1, . . . , θ1,q1

, . . . , θk,1, . . . , θk,qk
) = (β1, . . . , βm). (4)À ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîøàãîâîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ, îñíîâàííîãî íà ðàçíîñòíîéìîäåëè, óäîáíåå ââåñòè èçáûòî÷íûå ïðèâåäåííûå ïàðàìåòðû ìîäåëè, ïåðåìíîæèâ, ñî-îòâåòñòâåííî, îïåðàòîðû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ âûðàæåíèÿ (3). Êîëè÷åñòâî ýòèõèçáûòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ïðèâåäåííîãî îïåðàòîðà À� áóäåò ðàâíî

np =

k
∏

i=1

(pi + 1) − 1,



Èäåíòè�èêàöèÿ è èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ìîäåëåé àâòîðåãðåññèè... 75è äëÿ ïðèâåäåííîãî îïåðàòîðà ÑÑ ñîîòâåòñòâåííî �
nq =

k
∏

i=1

(qi + 1) − 1.Ýòè ïðèâåäåííûå ïàðàìåòðû ðàíæèðóþò ïî ñòåïåíÿì B. Ïðè ýòîì, åñëè îáîçíà÷èòüïðèâåäåííûå ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ϕ∗

i è θ∗i , ïîëó÷èì
k

∏

i=1

Φpi
(BSi) =

np
∑

i=0

ϕ∗

iB
ri, ϕ∗

0 = 1, r0 = 0, (5)
k

∏

i=1

Θqi
(BSi) =

nq
∑

i=0

θ∗iB
mi , θ∗0 = 1, m0 = 0, (6)è åñëè îáîçíà÷èòü

k
∏

i=1

▽
di

Si
Z̃t = wt, t ∈ (

k
∑

i=1

Si × di + 1, Nz), (7)òî èñõîäíàÿ ìîäåëü ïðèìåò âèä
np
∑

i=0

ϕ∗

iB
riwt =

nq
∑

i=0

θ∗iB
miat, (8)ïîõîæèé íà ìîäåëü À�ÑÑ, òîëüêî òåïåðü êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ èçáûòî÷íî, à ñòåïåíèîïåðàòîðîâ ñäâèãà ri è mi ñëåäóþò ñ íåðàâíîìåðíûì øàãîì.Åñòåñòâåííî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü è àääèòèâíóþ ñåçîííóþ ìîäåëü. Îäíàêî ïðè òåõæå èçîáðàçèòåëüíûõ âîçìîæíîñòÿõ îíà, âåðîÿòíî, ïîòðåáóåò áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ïà-ðàìåòðîâ.Ê íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì äîñòîèíñòâàì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè (3) îòíî-ñèòñÿ îáëåã÷åíèå ïðîâåðêè óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè è îáðàòèìîñòè, òàê êàê ñîîòâåò-ñòâóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà ñîìíîæèòåëè, êîðíè êîòîðûõìîæíî èñêàòü íåçàâèñèìî.Êîíå÷íî, ðåàëüíî çíà÷èìûå pi, qi è di áóäóò íåâåëèêè.Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñåçîííîé ìîäåëè ñ òðåìÿ ïåðèîäàìè ñå-çîííûõ èçìåíåíèé äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ îïèñûâàåìîãî åþ ïðîöåññà ñîäåðæèòñÿ â ðàáî-òå [7℄. Ê ñîæàëåíèþ, àâòîðû íå êàñàþòñÿ âîïðîñîâ èäåíòè�èêàöèè ìîäåëè, ïàðàìåòðûêîòîðîé îíè óæå ïðåäïîëàãàþò èçâåñòíûìè.4. Ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ�àññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà õîòÿ è îáëàäàåò îïðåäåëåííîé ïðåä-ñòàâèòåëüíîñòüþ, âñå æå çàíèìàåò äîñòàòî÷íî óçêèé êëàññ â îáøèðíîì ïîëå íåñòàöèî-íàðíûõ ïðîöåññîâ. È ïðè âèçóàëüíîì ïðîñìîòðå èñõîäíûõ äàííûõ ïðåæäå âñåãî ñëåäóåòîöåíèòü öåëåñîîáðàçíîñòü åå ïðèâëå÷åíèÿ. Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíûåäàííûå íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ê âèäó, ñîîòâåòñòâóþùåìó òðåáîâàíèÿì ìîäåëè À�ÏÑÑ.Ïîñëå âûáîðà ïðîãíîçíîé áàçû ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ �óíêöèîíàëüíîå ïðåîáðàçîâà-íèå è èçâëå÷åíèå òðåíäà.



76 Á.Í. ËóöåíêîÏðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà âêëþ÷àåò çàïîëíåíèå ëàêóí è ïî íåîáõîäèìîñòè àíî-ìàëèé ñ èñïîëüçîâàíèåì íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ (ïðè ýòîì ñëåäóåò îïèðàòüñÿ íàïðåäøåñòâóþùèå äàííûå); âûÿâëåíèå è èñêëþ÷åíèå âûáðîñîâ ïóòåì àíàëèçà ðàçíîñòåéìåæäó �àêòè÷åñêèìè è ìåäèàííî ñãëàæåííûìè äàííûìè; âîçìîæíî, êîððåêòèðîâêóäàííûõ ïðàçäíè÷íûõ äíåé è ïðèâåäåíèå èõ ê ðàáî÷èì.Ïðåîáðàçîâàííûå òàêèì îáðàçîì äàííûå ïîäâåðãàþòñÿ âçÿòèþ ñåçîííûõ ðàçíîñòåéñ ïåðåâîäîì ïðîöåññà À�ÏÑÑ â À�ÑÑ. Ñëåäóþùèé ýòàï � èäåíòè�èêàöèÿ ìîäåëè ïîñòàöèîíàðíîìó ïðîöåññó À�ÑÑ.Çàäàåòñÿ ñòðóêòóðà ìîäåëè, äëÿ êîòîðîé îñóùåñòâëÿþòñÿ èäåíòè�èêàöèÿ è óòî÷íå-íèå ïàðàìåòðîâ è âûáîð åäèíñòâåííîãî ïðåäñòàâèòåëÿ. Äëÿ ýòîãî ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêààäåêâàòíîñòè, ò. å. ñîîòâåòñòâèÿ îïèñûâàåìîìó ïðîöåññó ïî ðàçëè÷íûì êðèòåðèÿì. Ïðèíåóäîâëåòâîðèòåëüíîì ðåçóëüòàòå ïðîâåðêè èçìåíÿåòñÿ ñòðóêòóðà ìîäåëè è âû÷èñëå-íèÿ ïîâòîðÿþòñÿ.Ïðè óñïåøíîì ðåçóëüòàòå ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ñòðîèòñÿ ïðîãíîç âìåñòå ñ äîâå-ðèòåëüíûìè èíòåðâàëàìè íà çàäàííûé èíòåðâàë ïðîëîíãàöèè ñ ïîìîùüþ óæå íåñòàöè-îíàðíîé ìîäåëè À�ÏÑÑ. Åñëè èñõîäíûé ïðîöåññ ïîäâåðãàëñÿ �óíêöèîíàëüíîìó ïðå-îáðàçîâàíèþ è èç íåãî èçâëåêàëñÿ òðåíä, ðåçóëüòàò ïðîãíîçà ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññàäîëæåí áûòü îáúåäèíåí ñ ïðîãíîçîì òðåíäà è âìåñòå ñ äîâåðèòåëüíûìè èíòåðâàëàìèïîäâåðãíóò îáðàòíîìó �óíêöèîíàëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ.5. Èçâëå÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåëîãî øóìàÊàê â àëãîðèòìå äèõîòîìè÷åñêîãî ïîãðóæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, òàêè â ïîñëåäóþùåì óòî÷íåíèè ïàðàìåòðîâ ñ ïîìîùüþ ìîäè�èöèðîâàííîãî àëãîðèòìàñêîðåéøåãî ñïóñêà ìû áóäåì ïîñòîÿííî èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü at, èçâëåêà-åìóþ èç ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà. Êîíå÷íî, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èçâëåêàåìàÿ ïðèèñêóññòâåííî çàäàâàåìûõ ïàðàìåòðàõ ìîäåëè, ÷àùå âñåãî äàëåêà îò �áåëèçíû�. È ïî ååñòåïåíè ïðèáëèæåíèÿ ê áåëîìó øóìó è, â ÷àñòíîñòè, ïî ìèíèìóìó íîðìû at ìû áóäåìñóäèòü î ïðèáëèæåíèè ê îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, íàèáîëåå òî÷íîîïèñûâàþùèì ïðåäúÿâëÿåìûé ñèãíàë.×òîáû èçâëå÷ü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü at èç èñõîäíîãî ïðîöåññà Wt íà èíòåðâàëå t ∈
(1, n), íåîáõîäèìî óæå ðàñïîëàãàòü çíà÷åíèÿìè at è Wt ïðè t < 0 , êîòîðûõ ó íàñèçíà÷àëüíî íåò. Îöåíèòü èõ è ïîçâîëÿåò ïðåäëîæåííûé Ì. Êåíóåì (M.H. Quenouille)òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ñêëàäíîãî íîæà (jakknife). Ñóòü îïåðàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî,èñïîëüçóÿ çàäàííûé ïðîöåññ Wt è çàäàâøèñü çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, ìû îñó-ùåñòâëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîå îäíîøàãîâîå ïðîãíîçèðîâàíèå â ïðîøëîå ïðîöåññà Wt ñïîïóòíûì âû÷èñëåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåëîãî øóìà et êàê ðàçíîñòè ìåæäó �àê-òè÷åñêèìè è ïðîãíîçèðóåìûìè íà îäèí øàã çíà÷åíèÿìèWt, ïîñêîëüêó ðåàëüíûå äàííûåêðîìå èíåðöèîííîé êîìïîíåíòû, ïðåäñòàâëÿåìîé ïðîãíîçîì, ñîäåðæàò è íåçàâèñèìóþîò íèõ ñëó÷àéíóþ êîìïîíåíòó.Ïîñëå âûõîäà çà ïðåäåëû ïðîãíîçíîé áàçû, êîãäà èñ÷åðïàíû ðåàëüíûå äàííûå Wt,ïðîãíîçèðîâàíèå ïðîäîëæàåòñÿ ñ çàìåíîé ðåàëüíûõ äàííûõ èõ ïðîãíîçîì. Òîëüêî îöå-íèâàòü êîìïîíåíòû áåëîãî øóìà et ìû óæå íå ñìîæåì, è îíè ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè èõìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ, ò. å. íóëþ.�àíåå ìû îáðàùàëè âíèìàíèå íà òî, ÷òî ëþáîé ëèíåéíûé ïðîöåññ � À�, ÑÑ èëèÀ�ÑÑ � ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âûõîä ëèíåéíîãî �èëüòðà, íà âõîä êîòîðîãî ïîäà-åòñÿ áåëûé øóì; êîãäà ýòî ïîñòóïëåíèå ïðåêðàùàåòñÿ, ïðîöåññ ïîñòåïåííî (ñ ó÷åòîì



Èäåíòè�èêàöèÿ è èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ìîäåëåé àâòîðåãðåññèè... 77ñåçîííîñòè) çàòóõàåò. Äëÿ ïðîñòûõ íåñåçîííûõ ìîäåëåé åãî çàòóõàíèå ïðîèñõîäèò äî-ñòàòî÷íî áûñòðî � íà 5�7-ì òàêòå, äëÿ ñåçîííûõ ìîäåëåé ïðîöåññ çàòóõàíèÿ ìîæåòçàíèìàòü îêîëî ïÿòè ìàêñèìàëüíûõ ïåðèîäîâ ñåçîííîñòè èëè áîëåå.Ïîñëå çàòóõàíèÿ ñïðîãíîçèðîâàííîãî òàêèì îáðàçîì â ïðîøëîå ïðîöåññà íà÷èíàåò-ñÿ âîçâðàòíîå äâèæåíèå â ïðÿìîì âðåìåíè � îò òî÷êè çàòóõàíèÿ äî êîíå÷íîé òî÷êèïðîãíîçíîé áàçû. Ïðîãíîç â ïðîøëîå áûë âïîëíå êîððåêòåí, è ýòîò æå ìåòîä áóäåòèñïîëüçîâàí äëÿ ïðîëîíãàöèè èñõîäíîãî ïðîöåññà, óæå Z̃t, â áóäóùåå.Â ìåòîäå ñêëàäíîãî íîæà ïðè äâèæåíèè â ïðÿìîì âðåìåíè êàê áû èç íè÷åãî ìûïîëó÷àåì îöåíêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåëîãî øóìà, òåïåðü óæå at � äëÿ îòðèöàòåëüíûõçíà÷åíèé t, ãäå îòñóòñòâóþò ðåàëüíûå äàííûå, à èìåþòñÿ ëèøü ïðîãíîçíûå.Ïðè äâèæåíèè â îòðèöàòåëüíîì âðåìåíè ïðîãíîçèðóåìûé ïðîöåññ Wt ïî ìåðå óãà-ñàíèÿ ïîñòåïåííî òåðÿåò ïðèçíàêè ñòîõàñòè÷íîñòè (ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ äåéñòâèÿ ñå-çîííûõ êîìïîíåíò ÑÑ), ïåðåðîæäàÿñü â äåòåðìèíèðîâàííûé ïðîöåññ. Ïðè âîçâðàòíîìäâèæåíèè ñòîõàñòè÷íîñòü ïðîöåññà ïîñòåïåííî íàðàñòàåò ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê t = 0.Òàê ÷òî âîçìîæíîñòü èçâëå÷åíèÿ at è äëÿ t < 0 âïîëíå ðåàëüíà.Ýòà ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò ïîãàñèòü ïåðåõîäíîé ïðîöåññ â at äî âûõîäà at â îáëàñòüïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé t. È äëÿ íàñ çäåñü ýòî ñàìîå âàæíîå � îáåñïå÷èòü ñòàöèîíàð-íûé ðåæèì �îðìèðîâàíèÿ at íà èíòåðâàëå ïðîãíîçíîé áàçû.Êîíå÷íî, äëÿ íàñ âàæíî îáåñïå÷èòü ñòàöèîíàðíîñòü at äëÿ òî÷êè (ïàðàìåòðîâ ìîäå-ëè) â ãëîáàëüíîì ìèíèìóìå êðèòåðèÿ èëè åãî îêðåñòíîñòè è ìåíåå âàæíî � â îñòàëü-íûõ.Îïèøåì òåïåðü âêðàòöå èñïîëüçóåìûå �îðìóëû. Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ñåçîííîéìîäåëüþ À�ÑÑ, ïðåäñòàâëåííîé âàðèàíòîì ñ èçáûòî÷íûìè ïðèâåäåííûìè ïàðàìåòðà-ìè (8) èëè â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:
Wi =

nq
∑

i=1

θ∗i at−mi
−

np
∑

i=1

ϕ∗

iWt−li + at, t > 0,à ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè â îáðàòíîì âðåìåíè, ò. å. ïîñëå çàìåíû îïåðàòîðà B îïåðàòîðîì
F , �

Wi =

nq
∑

i=1

θ∗i et+mi
−

np
∑

i=1

ϕ∗

iWt+li + et, t ≤ 0.Ïðîãíîç äëÿ at ïîëó÷àåòñÿ êàê óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðè çàäàííûõïðåäøåñòâóþùèõ ìîìåíòó t (èëè ñëåäóþùèõ çà íèì) çíà÷åíèÿõ Wt è at (èëè et), ò. å.,ïîñêîëüêó E(at) = E(et) = 0, ïîëàãàåòñÿ at = 0 ïðè t > n è et = 0 ïðè t < 1:
Ŵi =

nq
∑

i=1

θ∗i at−mi
−

np
∑

i=1

ϕ∗

iWt−li , ât = Wt − Ŵt (9)è ïðè äâèæåíèè â îáðàòíîì âðåìåíè
Ŵi =

nq
∑

i=1

θ∗i et+mi
−

np
∑

i=1

ϕ∗

iWt+li , êt = Wt − Ŵt. (10)Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïðîöåäóðû èçâëå÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè at èç Wt âû÷èñëÿåòñÿåå ñðåäíèé êâàäðàò íà èíòåðâàëå ïðîãíîçíîé áàçû:
S2 =

1

n

n
∑

i=1

a2

t , (11)à â ïîñëåäóþùåì � è ñðåäíÿÿ äèñïåðñèÿ ïðîãíîçà íà èíòåðâàëå ïðîëîíãàöèè.



78 Á.Í. Ëóöåíêî6. Äèõîòîìè÷åñêîå ïîãðóæåíèå â ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâìîäåëè À�ÑÑÓâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè è îñîáåííî ââåäåíèå ïàðàìåòðîâ ñåçîííîñòèäåëàþò ïðîáëåìàòè÷íûì ïðèìåíåíèå äëÿ åå èäåíòè�èêàöèè òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà,îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè êîððåëÿöèîííîé è ÷àñòíîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèé.Òðàäèöèîííûé ìåòîä äîñòàòî÷íî óñïåøíî ðàáîòàåò ïðè ìàëîì ÷èñëå ïàðàìåòðîâ ìîäå-ëè. Óñëîæíåíèå åå âûíóæäàåò èñêàòü èíûå ïóòè. È íûíåøíåå ñòðåìèòåëüíîå ðàçâèòèåâû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè îòêðûâàåò çäåñü ïåðñïåêòèâû. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä, íà íàøâçãëÿä, áîëåå óíèâåðñàëåí, õîòÿ, åñòåñòâåííî, íóæäàåòñÿ â áîëåå òùàòåëüíîé ïðîðàáîòêå.Ýòî ìåòîä âûáîðî÷íîãî çîíäèðîâàíèÿ âñåé îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâìîäåëè ñ ïîñòåïåííûì îòñåâîì íåïåðñïåêòèâíûõ òî÷åê è ñâÿçàííûõ ñ íèìè îáëàñòåé èïîýòàïíûì îòáîðîì íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ â ïëàíå ìèíèìèçàöèè êðèòåðèÿ êà÷åñòâàìîäåëè. Êîíå÷íî, íåìûñëèìî äåòàëüíî èññëåäîâàòü ïðîñòðàíñòâà m-ìåðíîé ðàçìåðíî-ñòè ïðè m > 5. Ïîýòîìó, êàê è ïðè ïëàíèðîâàíèè ýêñïåðèìåíòà, ïðèõîäèòñÿ ýêîíîìíîðàñïîðÿæàòüñÿ ðåñóðñàìè. Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé è âûáðàíî äèõîòîìè÷åñêîå ïîãðóæå-íèå, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â îòáîðå äëÿ çîíäèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîé èçáðàííîé òî÷êèèç åå îêðåñòíîñòè âåñüìà îãðàíè÷åííîãî êîëè÷åñòâà òî÷åê, íàçâàííûõ íàìè äèõîòîìè-÷åñêèìè ïî ñïîñîáó èõ ðàçìåùåíèÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè. Êîëè÷åñòâî ýòèõ òî÷åê ïðè
m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ðàâíî 2m. Îíè ðàñïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íî îòíî-ñèòåëüíî öåíòðà îáëàñòè, ÿâëÿÿñü â ñâîþ î÷åðåäü öåíòðàìè 2m ïîäîáíûõ æå îáëàñòåé,íî ñ óìåíüøåííûì â 2 ðàçà ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò ðàçìåðîì.Äëÿ êàæäîé èç òî÷åê (à ýòî âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè À�ÑÑ) ïî çàäàííîìó ìàññèâó

Z̃t, t ∈ (1, n) èëè Wt, t ∈ (nd, n), ãäå nd =

k
∑

i=1

Sidi + 1,âû÷èñëÿåòñÿ ìàññèâ at ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè è åãî êâàäðàòè÷íàÿ íîðìà ëèáîñðåäíÿÿ äèñïåðñèÿ ïðîãíîçà íà èíòåðâàëå ïðîëîíãàöèè.Íà êàæäîì ýòàïå ïîãðóæåíèÿ îòáèðàåòñÿ îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ïåðñïåêòèâ-íûõ òî÷åê ñ ìèíèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè êðèòåðèÿ êà÷åñòâà. Ìîæíî çàäàâàòü ðàçëè÷-íûé îáúåì ýòîãî îòáèðàåìîãî ïîäìíîæåñòâà, ðàñïëà÷èâàÿñü çà ýòî âðåìåíåì ìàøèííîãîñ÷åòà, õîòÿ è íå îñîáåííî îáðåìåíèòåëüíûì. Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ãðóáîñòü ïðåä-ñòàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ òàêèì îãðàíè÷åííûì íàáîðîì òî÷åê ïðè ñðàâíè-òåëüíî íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå ýòàïîâ ïîãðóæåíèÿ ëþáàÿ îáëàñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-ëåíà ñ âåñüìà âûñîêîé òî÷íîñòüþ.�àçìåðû îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî m-ìåðíîãî áðóñàîïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ñòàöèîíàðíîñòè è îáðàòèìîñòè ìîäåëè ñ çàäàííîé ñòðóêòó-ðîé, íàëàãàþùèìè îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ À� è ÑÑ. Îäíèì èç äîñòî-èíñòâ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ �àêòîðèçàöèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíå-íèé (ïðè îïðåäåëåíèè óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè è îáðàòèìîñòè) íà ñîìíîæèòåëè, îòíî-ñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì èíòåðâàëàì ñåçîííîñòè. �àçìåðû áðóñà çàâèñÿò òîëüêî îò êîëè-÷åñòâà ïàðàìåòðîâ ïî êàæäîìó èç èíòåðâàëîâ ñåçîííîñòè è îäèíàêîâû êàê äëÿ ïàðà-ìåòðîâ À�, òàê è äëÿ ïàðàìåòðîâ ÑÑ. Ýòè ðàçìåðû íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèé èíòåðâàëîâñåçîííîñòè.Â òàáëèöå ïðèâîäÿòñÿ äàííûå, ïîçâîëÿþùèå ïî êîëè÷åñòâó ïàðàìåòðîâ À� pi èëèÑÑ qi äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà ñåçîííîñòè âûáèðàòü ðàçìåðû ñòîðîí áðóñà äëÿ îáëàñòè



Èäåíòè�èêàöèÿ è èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ìîäåëåé àâòîðåãðåññèè... 791 1 2 32 1 1 2 1 2 33 (−1,+1) (−2,+2) (−1,+1) (−3,+3) (−3,+1) (−1,+1)4 2 4 2 6 4 25 0 0 0 0 −1 0çîíäèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè À�ÑÑ. Â ñòðîêàõ 1�5 ïðèâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèåäàííûå:1 � êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ À� èëè ÑÑ äëÿ îäíîãî ïåðèîäà ñåçîííîñòè;2 � íîìåðà ïàðàìåòðîâ ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ ñäâèãà â ïðîøëîå;3 � èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ;4 � ðàçìåð ñòîðîíû áðóñà äëÿ äàííîãî ïàðàìåòðà;5 � êîîðäèíàòà öåíòðà áðóñà ïî äàííîìó ïàðàìåòðó.Íå âñå òî÷êè áðóñà ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, ò. å. ñîîòâåòñòâóþò ñòàöèîíàðíûì è îá-ðàòèìûì ïðîöåññàì. Îíè áóäóò îòáðàêîâàíû â ïðîöåññå çîíäèðîâàíèÿ ïðè ïîïàäàíèèâ ýòó îáëàñòü.Ôîðìèðîâàíèå êîîðäèíàò äèõîòîìè÷åñêèõ òî÷åê îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àë-ãîðèòìó. Ïîñëå çàäàíèÿ ñòðóêòóðû ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü âåêòîðà β åå ïà-ðàìåòðîâ m = nβ è âû÷èñëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî äèõîòîìè÷åñêèõ òî÷åê m2 â îêðåñòíîñòèëþáîé òî÷êè m2 = 2m. Çàäàåòñÿ îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè â âè-äå ïðÿìîóãîëüíîãî áðóñà ñ öåíòðîì, âûáèðàåìûì ñîãëàñíî ñòðîêå 5 òàáëèöû. Ââîäèòñÿäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Br ñ ýëåìåíòàìè-ðàçìåðàìè ñòîðîí áðóñà bi ïî êàæäîìó èç mïàðàìåòðîâ ìîäåëè:
Br(i, i) = bi, i = 1, . . . , m.Åñëè êîîðäèíàòû íåêîòîðîé j-é òî÷êè, îòîáðàííîé íà s-ì ýòàïå ïîãðóæåíèÿ äëÿïîñëåäóþùåãî îáñëåäîâàíèÿ, îáîçíà÷èì β0(s, j), òî êîîðäèíàòû m2 äèõîòîìè÷åñêèõòî÷åê åå îêðåñòíîñòè áóäóò

βs(j, k) = β0(s, j) +X(k, o) · Br · 2−1−s, k = 1, . . . , m2. (12)Çäåñü β0 è βs � âåêòîðû ñòðîêè ðàçìåðíîñòè m, X(k, o) � k-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû
X(m2, m) îòíîñèòåëüíûõ äèõîòîìè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñ ýëåìåíòàìè +1 è −1, ïîëó÷àå-ìûìè ïóòåì çàìåíû íóëåé íà −1 â áèíàðíîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë (èëè íîìåðîâ äèõî-òîìè÷åñêèõ òî÷åê) îò 0 äî m2 − 1.Ïî ïîëó÷åííûì êîîðäèíàòàì βs(j, k) òî÷êè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñêëàäíîãî íîæà èçïîñëåäîâàòåëüíîñòè Z̃t èëèWt èçâëåêàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü at, ïî êîòîðîé âû÷èñëÿ-åòñÿ çíà÷åíèå êðèòåðèÿ. È ýòà îïåðàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ äëÿ òî÷åê âñåõ äèõîòîìè÷åñêèõîêðåñòíîñòåé èç îòîáðàííûõ íà s-ì ýòàïå ïîãðóæåíèÿ ïîäìíîæåñòâà ïðåòåíäåíòîâ. Ïðå-òåíäåíòû îòáèðàþòñÿ äèíàìè÷åñêè çàìåíîé ìåíåå ïåðñïåêòèâíûõ áîëåå ïåðñïåêòèâíû-ìè, ïðè ýòîì ó÷àñòâóþò è òî÷êè ïðåäøåñòâóþùèõ ýòàïîâ, åñëè îíè êîíêóðåíòîñïî-ñîáíû. Êîëè÷åñòâî îñòàâëÿåìûõ íà äîñòèæåíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïðåòåíäåíòîâñîêðàùàåòñÿ ïî ìåðå ïîãðóæåíèÿ. Çàâåðøàåòñÿ ïðîöåäóðà âûáîðîì åäèíñòâåííîé òî÷-êè (âåêòîðà ïàðàìåòðîâ À�ÑÑ), ïîëó÷àåìîé, âîçìîæíî, óñðåäíåíèåì êîîðäèíàò òî÷åê,îòîáðàííûõ íà ïîñëåäíåì ýòàïå.



80 Á.Í. Ëóöåíêî7. Óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìåòîäîì ìîäè�èöèðîâàííîãîñêîðåéøåãî ñïóñêàÍåñìîòðÿ íà óäîâëåòâîðèòåëüíîå �óíêöèîíèðîâàíèå àëãîðèòìà äèõîòîìè÷åñêîãî ïî-ãðóæåíèÿ, îñòàâàëîñü ñîìíåíèå, íå óòðà÷èâàåòñÿ ëè òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íàíà÷àëüíûõ ýòàïàõ ïîãðóæåíèÿ, êîãäà ðàçìåðû ÿ÷ååê åùå äîñòàòî÷íî âåëèêè. Äà è èí-òåðåñíî áûëî ðåàëüíî èññëåäîâàòü õàðàêòåð ðåëüå�à êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ìîäåëè.Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå îòïðàâíûõ òî÷êè, îòîáðàííûå ïðè äèõîòîìè÷åñêîì ïîãðóæå-íèè, íà îäíîì èç ðàííèõ ýòàïîâ ìû ïîïûòàëèñü óòî÷íèòü çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
β, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ñêîðåéøåãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà [8℄. Âñêîðå îäíàêî âûÿñíèëîñü,÷òî ýòîò àëãîðèòì äàåò íå î÷åíü çíà÷èòåëüíîå óòî÷íåíèå è çà÷àñòóþ îñòàíàâëèâàåòñÿ,äîñòèãíóâ ëèøü ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Òîãäà ìû îáðàòèëèñü ê àëãîðèòìó, èñïîëüçó-þùåìó ñïóñê ïî ïðåîáðàçîâàííîìó ãðàäèåíòó [9℄. Ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿëîñü ñïîìîùüþ ìàòðèöû âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ìàòðèöû �åññå) îò èíòåãðàëüíîãîêðèòåðèÿ êà÷åñòâà ìîäåëè ïî óòî÷íÿåìûì ïàðàìåòðàì. Â êà÷åñòâå èíòåãðàëüíîãî êðè-òåðèÿ áûëà èçáðàíà ñðåäíÿÿ äèñïåðñèÿ ïðîãíîçà íà èíòåðâàëå ïðîëîíãàöèè. Ïîíà÷àëóìû ðàáîòàëè ñ îöåíêîé äèñïåðñèè áåëîãî øóìà â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ.Ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåîáðàçîâàííîìó ãðàäèåíòó ïðîöåññ èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ βñòàë áîëåå óñòîé÷èâ è ìû çíà÷èòåëüíî ïðèáëèçèëèñü ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó. Îäíàêîè îí âî ìíîãèõ òî÷êàõ îñòàíàâëèâàëñÿ íà ïîëïóòè.Âûÿñíèëîñü, ÷òî ðåëüå� êðèòåðèÿ îáðàçóåò íå ïðîñòî âûòÿíóòûå ýëëèïñîèäîïîäîá-íûå ñòðóêòóðû, íà êîòîðûé áûë îðèåíòèðîâàí ýòîò âòîðîé àëãîðèòì, à ñêîðåå íàïî-ìèíàþùèå êàíüîíû ñ äîâîëüíî êðóòûìè áåðåãàìè è ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì ðóñëà.È ìû ðåøèëè îáúåäèíèòü äåéñòâèÿ îáû÷íîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ñî ñïóñêîì ïî ïðå-îáðàçîâàííîìó ìàòðèöåé �åññå ãðàäèåíòó. Ïåðâûé îáåñïå÷èâàåò âûõîä íà äíî ðóñëà, àâòîðîé � äâèæåíèå âäîëü íåãî. Êàæäûé øàã èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû âêëþ÷àåò ïî-ñëåäîâàòåëüíûå äåéñòâèÿ îáîèõ àëãîðèòìîâ.Ïðè îáðàùåíèè ìàòðèöû �åññå ìû ïîíà÷àëó èñïîëüçîâàëè ðåãóëÿðèçàöèþ Òèõîíî-âà, à çàòåì ïåðåøëè íà ïñåâäîîáðàùåíèå. Ïðîãðàììà ïñåâäîîáðàùåíèÿ äëÿ íåâûðîæ-äåííûõ ìàòðèö ðåàëèçóåò îáû÷íûé àëãîðèòì îáðàùåíèÿ �àóñà�Æîðäàíà, à â ñëó÷àåâûðîæäåíèÿ âû÷èñëÿåò ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó Ìóðà�Ïåíðîóçà. Ìàòðèöà �åññå ñèì-ìåòðè÷íà, íî â îòëè÷èå îò ìàòðèöû �ðàìà îíà íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëîæèòåëüíîéïîëóîïðåäåëåííîñòè, è ïîñòðîåííàÿ íà íåé êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ìîæåò ïðèíèìàòü èîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ïîëîæèòåëüíûå � åñëè ïîäàííîìó ïàðàìåòðó êðèòåðèé èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì, è îòðèöàòåëüíûå, åñëè ìàê-ñèìóì. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, ïîñòðîåííàÿ íà áàçå ìàòðèöû �ðàìà, îïèñûâàåò ìíîãî-ìåðíûé ýëëèïñîèä, à ïðè âûðîæäåíèè, êîãäà îäíà èç îñåé ýëëèïñîèäà óñòðåìëÿåòñÿ âáåñêîíå÷íîñòü, � öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ ìíîãîìåðíûì ýëëèïñîèäîì â êà÷åñòâåîáðàçóþùåé.Â ïîâåðõíîñòè, îïèñûâàåìîé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé íà áàçå ìàòðèöû �åññå â äî-ïîëíåíèå ê ýëëèïòè÷íîñòè ìîæåò ïîÿâèòüñÿ è ãèïåðáîëè÷íîñòü (ïðè îòðèöàòåëüíîñòèêâàäðàòè÷íîé �îðìû). Òåì ñàìûì èçîáðàçèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ýòîé ìàòðèöû øèðå,íåæåëè ìàòðèöû �ðàìà, è îíà îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðèãîäíîé â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ ñ áîëååñëîæíûì ðåëüå�îì êðèòåðèÿ êà÷åñòâà.È, âîçìîæíî, ïîýòîìó àëãîðèòì Ìàðêâàðäòà, èñïîëüçóþùèé â çàòðóäíèòåëüíûõ ñè-òóàöèÿõ ðåãóëÿðèçàöèþ ñî ñëîæíîé ñèñòåìîé àäàïòàöèè, çà÷àñòóþ íå ïðèâîäèò ê æå-ëàåìûì ðåçóëüòàòàì, îñòàíàâëèâàÿñü íà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìàõ.



Èäåíòè�èêàöèÿ è èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ìîäåëåé àâòîðåãðåññèè... 81Îïèøåì òåïåðü âêðàòöå àëãîðèòì è ïðèâåäåì îñíîâíûå �îðìóëû. Åñëè ñòàöèîíàð-íûé ïðîöåññ Wt ïðåäñòàâëåí ñõîäÿùåéñÿ áåñêîíå÷íîé âçâåøåííîé ñóììîé òåêóùåé èïðåäøåñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí at,:
Wt =

∞
∑

i=0

ψiat−1, ψ0 = 1,òî äèñïåðñèþ ïðîãíîçà äëÿ Wt ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ðåêóððåíòíîé �îðìóëå
V (1) = S2; V (i) = V (i− 1) + S2ψ2

i−1, (13)ãäå S2 ïðåäñòàâëÿåò îöåíêó äèñïåðñèè ñëó÷àéíîãî áåëîãî øóìà èëè ïðîñòî îöåíêó åãîíîðìû, åñëè îí äàëåêî íå �áåëûé�, âû÷èñëÿåìóþ ïî �îðìóëå (11). Âåñîâûå êîý��èöè-åíòû ψi îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðîì β. Â êà÷åñòâå èíòåãðàëüíîãî êðèòåðèÿ ìîæíî âçÿòüíåêîòîðûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë îò äèñïåðñèé ïðîãíîçà Vt(β) íà èíòåðâàëå ïðoëîíãà-öèè L, â ÷àñòíîñòè, ïðîñòî ñðåäíþþ âåëè÷èíó äèñïåðñèè ïðîãíîçà:
Vt(β) =

1

L

L
∑

i=1

V (i). (14)Îáîçíà÷èì ÷åðåç
gi =

∂Vt(β0)

∂βi

, i = 1, . . . , m, (15)êîìïîíåíòû âåêòîðà-ñòðîêè ãðàäèåíòà G, à ÷åðåç
hi,j =

∂2Vt(β0)

∂βi∂βj

, i, j = 1, . . . , m, (16)ýëåìåíòû ìàòðèöû �åññå H . Â äàííîé ðàáîòå ýòè âåëè÷èíû ïðè íåêîòîðîì β = β0âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà H íåâûðîæäåíà, ãðàäèåíò, ïðåîáðàçîâàííûé ñ ïîìîùüþ ýòîé ìàòðèöû, èìååò âèä
Ge = G ·H−1.Åñëè ìàòðèöà H âûðîæäåíà, ò. å. rankH < m, îïåðàöèÿ îáû÷íîãî îáðàùåíèÿ çàìåíÿ-åòñÿ îïåðàöèåé ïñåâäîîáðàùåíèÿ:
Ge = G ·H+, (17)ãäå H+ � ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà Ìóðà�Ïåíðîóçà [10℄, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

HH+H = H ; H+HH+ = H+;
(HH+)T = HH+; (H+H)T = H+H, (18)oáåñïå÷èâàþùèì åå åäèíñòâåííîñòü. Çäåñü èíäåêñ �T� � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ.Åñëè îöåíêà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, ïîëó÷åííàÿ íà i-ì øàãå èòåðàöèè, ðàâíà

βi, òî ñ ïîìîùüþ îáû÷íîãî ñêîðåéøåãî ñïóñêà óòî÷íåííàÿ îöåíêà áóäåò âûãëÿäåòüñëåäóþùèì îáðàçîì:
βi+1 = βi − αiGi/ ‖ Gi ‖ .



82 Á.Í. ËóöåíêîÇäåñü Gi � âåêòîð ãðàäèåíòà, ïîëó÷åííûé íà i-ì øàãå ïðè β = βi; ‖ Gi ‖ � åãî åâ-êëèäîâà íîðìà, à αi � íåêîòîðûé êîý��èöèåíò, ñìûñë êîòîðîãî ìû ïîÿñíèì íåñêîëüêîíèæå.Ïðè ñêîðåéøåì ñïóñêå ñ ïðåîáðàçîâàííûì ãðàäèåíòîì �îðìóëà âíåøíå àíàëîãè÷íàïðåäûäóùåé:
βi+1 = βi − γiGei/ ‖ Gei ‖ .Âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòîâ αi è γi ìû îïèøåì ñëîâåñíî, ÷òîáû íå óòîìëÿòü ïðî-ñòûìè, íî ãðîìîçäêèìè âûðàæåíèÿìè.Çíà÷åíèå êðèòåðèÿ Vt(β) âû÷èñëÿåòñÿ â ðàâíîóäàëåííûõ íà ðàññòîÿíèå δ òî÷êàõâäîëü ãðàäèåíòà � íà ñïóñêå è ïîäúåìå. Âíà÷àëå íà ñïóñêå â òî÷êàõ

βi − j · δGei/ ‖ Gei ‖, j = 1, 2, . . . ,âïëîòü äî çíà÷åíèÿ j, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå êðèòåðèÿ ïðåâûñèò â π ðàç èñõîäíîå çíà-÷åíèå Vt(βi), ãäå π = 1.5 . . . 3 (è äîëæíî óìåíüøàòüñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê ãëîáàëü-íîìó ìèíèìóìó). Çàòåì òàêîå æå ñêàíèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ïîäúåìå, ò. å. äëÿ
j = −1,−2, . . . Îáû÷íî â ýòîì íàïðàâëåíèè ðàññòîÿíèå äî ïðåâûøåíèÿ Vt(βi) â π ðàçíåâåëèêî.Ñðåäè ïîëó÷åííûõ òî÷åê íàõîäèòñÿ òî÷êà ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì êðèòåðèÿ. Ïî-âåäåíèå êðèòåðèÿ â åå îêðåñòíîñòè àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïàðàáîëîé, è íàõîäèòñÿ çíà÷å-íèå β, îòâå÷àþùåå ìèíèìóìó ïàðàáîëû. Îíî è ÿâëÿåòñÿ èòîãîâûì äëÿ äàííîãî ñïóñêà.Åñëè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ ïðåâûøàåò èñõîäíîå � àíàëîãè÷íîå ïàðàáîëè÷å-ñêîå óòî÷íåíèå êðèòåðèÿ Vt(βi) ïðîâîäèòñÿ äëÿ ýòîé èñõîäíîé òî÷êè, à ñîîòâåòñòâóþùåååìó çíà÷åíèå β ïðèíèìàåòñÿ çà βi+1. Ïîñëå ýòîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñêîðåéøå-ìó ñïóñêó ïî ïðåîáðàçîâàííîìó ìàòðèöåé �åññå ãðàäèåíòó, ãäå îïåðàöèè ïðîèçâîäÿò-ñÿ àíàëîãè÷íî, è ýòî çàâåðøàåò îäèí öèêë èòåðàöèè. Èòåðàöèè ïðåêðàùàþòñÿ, êîãäàóìåíüøåíèå èíòåãðàëüíîãî êðèòåðèÿ îêàæåòñÿ ìåíüøå çàäàâàåìîãî ïîðîãà ǫ:

Vt(βi) − Vt(βi+1) < ǫ.�àçóìååòñÿ, ýòîò ñëîæíûé è èíòåðåñíûé àëãîðèòì òðåáóåò áîëåå òùàòåëüíîãî èñ-ñëåäîâàíèÿ. Ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè ïðîâîäèëèñü âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà ïàðà-ìåòðîâ ðàçìåðíîñòè m = 12.8. Âûáîð ìîäåëè è ïðîâåðêà åå àäåêâàòíîñòèÏîñëå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äëÿ îòîáðàííîãî ïîäìíîæåñòâà òî÷åê-ïðåòåíäåí-òîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîð ñðåäè óñïåøíî çàâåðøèâøèõ èòåðàöèè òî÷åê ñ ìèíèìàëüíû-ìè çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëüíîãî êðèòåðèÿ. Òî åñòü âíà÷àëå ïðîèçâîäèòñÿ îòáîð ïî êðèòå-ðèþ êà÷åñòâà. Çàòåì îòîáðàííîå ïîäìíîæåñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà êëàñòåðû óæå â m-ìåð-íîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Îò êàæäîãî èç êëàñòåðîâ îòáèðàåòñÿ ïðåäñòà-âèòåëü ïî ìàêñèìóìó îêðóæàþùèõ åãî òî÷åê. Äëÿ îòîáðàííûõ òî÷åê îñóùåñòâëÿåòñÿïðîâåðêà íà ñòàöèîíàðíîñòü è îáðàòèìîñòü ìîäåëåé ñ äàííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåò-ðîâ. Ïîñëå ýòîãî ìû îêîí÷àòåëüíî âûáèðàåì åäèíñòâåííûé ïðåäñòàâèòåëü, îñòàâëÿÿïîêà åãî âîçìîæíûõ äóáëåðîâ èç áëèæàéøåãî îêðóæåíèÿ. Îêîí÷àòåëüíûé âûâîä äåëà-åòñÿ ïîñëå ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè âûáðàííîé ìîäåëè, ò. å. åå ïðèãîäíîñòè äëÿ îïèñàíèÿðåàëüíîãî îáðàáàòûâàåìîãî ïðîöåññà.



Èäåíòè�èêàöèÿ è èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ìîäåëåé àâòîðåãðåññèè... 83Àäåêâàòíîñòü ìîäåëè îöåíèâàåòñÿ ïî ñòåïåíè ïðèáëèæåíèÿ ê áåëîìó øóìó ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè at [2, 6℄. Ïî-âèäèìîìó, íåëüçÿ îò ðåàëüíîãî ïðîöåññà òðåáîâàòü èäåàëüíîé�áåëèçíû�, òåì áîëåå ïðè îãðàíè÷åííîì îáúåìå âûáîðêè.Äëÿ ïðîâåðêè íåçàâèñèìîñòè êîìïîíåíò at ìîæíî âíà÷àëå èñïîëüçîâàòü ïðîñòåé-øèå êðèòåðèè: êðèòåðèé ïîâîðîòíûõ òî÷åê è êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà çíàêàõ ðàçíî-ñòåé, à çàòåì � íåñêîëüêî áîëåå òðóäîåìêèå, èñïîëüçóþùèå êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþè êóìóëÿòèâíóþ ïåðèîäîãðàììó. Ïðè äîñòàòî÷íîé ïðîòÿæåííîñòè at êîìïîíåíòû ååêîððåëÿöèîííîé �óíêöèè áëèçêè ê íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûì ñ äèñïåðñèåé 1/n.Îòêëîíåíèÿ êóìóëÿòèâíîé ïåðèîäîãðàììû îò èäåàëüíîé, ñîîòâåòñòâóþùåé áåëîìóøóìó, ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíó Êîëìîãîðîâà.Åñëè èñïûòóåìûé ïðåòåíäåíò óñïåøíî ïðåîäîëåë âñå èñïûòàíèÿ, îí èñïîëüçóåòñÿäëÿ çàâåðøàþùåãî ýòàïà � ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èçìåíÿåòñÿ ñòðóê-òóðà ìîäåëè è âåñü öèêë âû÷èñëåíèé ïîâòîðÿåòñÿ.9. Ïðîãíîçèðîâàíèå îäíîðîäíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâÀ�ÏÑÑÇàâåðøàþùèå ýòàïû ðàáîòû � ïîñòðîåíèå ïðîãíîçà äëÿ íàáëþäàåìîãî ïðîöåññà è îöåí-êà åãî òî÷íîñòè. Èäåíòè�èêàöèÿ è âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè îñóùåñòâëÿëîñü ïîñòàöèîíàðíîìó ïðîöåññó Wt, ïîëó÷àåìîìó èç èñõîäíîãî Zt. Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ìûâîçâðàùàåìñÿ ê Zt, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè ýòèõ ïàðàìåòðîâ.Ïðîãíîçèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé ðàçíîñòíîé ìîäåëè ïîñëåäîâà-òåëüíûì ïðîäâèæåíèåì íà îäèí øàã. Íà êàæäîì øàãå ïðîãíîç ïîëó÷àåòñÿ êàê óñëîâíîåìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ Zt è âû÷èñëåííûõ çàðàíåå çíà÷åíè-ÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè at íà èíòåðâàëå. Êîãäà èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ ïðîöåññà è âû÷èñ-ëåííûå çíà÷åíèÿ at èñ÷åðïûâàþòñÿ � âìåñòî Zt èñïîëüçóþòñÿ èõ ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ
Ẑt, à âìåñòî at ïðè t > n � èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, ò. å. íóëåâûå çíà÷åíèÿ. Ïðèýòîì â ëèíåéíîé ðàçíîñòíîé ìîäåëè â êà÷åñòâå ïðèâåäåííûõ ïàðàìåòðîâ À� áóäåì èñ-ïîëüçîâàòü

k
∏

i=1

Φpi
(BSi)▽di

Si
=

n∗pi
∑

i=0

ϕ∗∗

i B
gi, ϕ∗∗

0 = 1. (19)Òî åñòü òåïåðü â ïàðàìåòðàõ ϕ∗∗

i áóäóò ó÷òåíû è ñåçîííûå ðàçíîñòè. Ïîñòîÿííàÿ êîì-ïîíåíòà ñèãíàëà âû÷èñëÿåòñÿ ïî îöåíêå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðîöåññà Wt ïîñëåâçÿòèÿ ñåçîííûõ ðàçíîñòåé èç Zt è ïî ïàðàìåòðàì À� èç (1):
θ0 = C ·WS, (20)ãäå

WS =
1

n− nd + 1

n
∑

t=nd

Wt, C =

k
∏

i=1

(1 −
pi

∑

j=1

ϕij).Ïðîãíîçèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé
Ẑt = θ0 +

nq
∑

i=1

θ∗i at−mi
−

n∗p
∑

i=1

ϕ∗∗

i Zt−gi
, (21)



84 Á.Í. Ëóöåíêîáåç ó÷åòà ïðàçäíè÷íûõ äíåé; åñëè ïðàçäíèê ïîïàäàåò â çîíó ïðîëîíãàöèè, îí äîëæåíáûòü îáðàáîòàí â ñîîòâåòñòâèè ñ äíåì íåäåëè, íà êîòîðûé îí ïðèõîäèòñÿ, ñ âîçìîæíûìïåðåíîñîì ðàáî÷èõ äíåé èëè ââåäåíèåì êîìïåíñàöèîííûõ. Ïðîãíîç ïðàçäíè÷íûõ ñóòîêîñíîâûâàåòñÿ íà ìèíèìàëüíûõ äàííûõ èç ñóááîòíèõ è âîñêðåñíûõ ïîêàçàíèé.Òî÷íîñòü ïðîãíîçà Zt îöåíèâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ òåïåðü óæå íåñòà-öèîíàðíîãî ïðîöåññà ïðîöåññîì ÑÑ:
Zt =

∞
∑

i=1

ψiat−i, ψ0 = 1.Êîý��èöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì
ψi =







1 äëÿ i = 0,
i

∑

j=1

ϕ∗∗

j ψi−j − θ∗i , i ≥ 1.Äèñïåðñèÿ ïðîãíîçà äëÿ r-ãî ìîìåíòà (r = 1, . . . , L):
V (l) = S2

a

l−1
∑

j=0

ψ2

j . (22)Êâàíòèëè äëÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ áóäóò çàâèñåòü îò çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿáåëîãî øóìà at. Åñëè îí îêàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, òî 95%-é êâàíòèëü q áóäåò 1.96, à99%-é êâàíòèëü q � ñîîòâåòñòâåííî 2.58. È äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïðîãíîçà â
r-é òî÷êå áóäóò

Zup(r) = Ẑn+1 + q
√

V (r); Zdn(l) = Ẑn+1 − q
√

V (r).Åñëè ðàñïðåäåëåíèå at íåèçâåñòíî è íåò âîçìîæíîñòè åãî îöåíèòü � â êðàéíåì ñëó-÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà
p(| Ẑn+1 |> λ

√

V (r)) ≥ 1

λ2
.Òî åñòü äëÿ 95%-é âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ â äîâåðèòåëüíîì èíòåðâàëå ïîòðåáóåòñÿêâàíòèëü q = 4.47, áîëåå ÷åì â 2 ðàçà ïðåâûøàþùèé ñîîòâåòñòâóþùèé êâàíòèëü äëÿíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ïîñëåäóþùåì ìû ðàññ÷èòûâàåì îöåíèâàòü çàêîí ðàñ-ïðåäåëåíèÿ at è ïî íåìó âûáèðàòü êâàíòèëè, êàê è ðåêîìåíäóåòñÿ â [11, 12℄.Åñëè íàáëþäàåìûé ïðîöåññ äëÿ ïåðåâîäà åãî â îäíîðîäíûé íåñòàöèîíàðíûé ïîäâåð-ãàëñÿ �óíêöèîíàëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, òî ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà ñ äîâåðèòåëü-íûìè èíòåðâàëàìè îíè äîëæíû áûòü ïîäâåðãíóòû îáðàòíîìó �óíêöèîíàëüíîìó ïðåîá-ðàçîâàíèþ. Åñëè èç ñèãíàëà èçâëåêàëèñü äåòåðìèíèðîâàííûå êîìïîíåíòû, èõ ïðîãíîçäîëæåí áûòü îáúåäèíåí ñ ïðîãíîçîì ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà.10. Èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåðÎí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõíåäåëüíûé ïðîãíîç ïîòðåáëåíèÿ ýëåêòðîýíåðãèè íà îäíîìèç èíñòèòóòñêèõ ó÷àñòêîâ. Èñõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ ïî÷àñîâûå èçìåðåíèÿ ïîòðåá-ëÿåìîé ýëåêòðîýíåðãèè. Ïðîãíîçíàÿ áàçà, ïî êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ èäåíòè�èêàöèÿ



Èäåíòè�èêàöèÿ è èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ìîäåëåé àâòîðåãðåññèè... 85ìîäåëè, ñîñòàâëÿåò 5 íåäåëü (840 ïî÷àñîâûõ èçìåðåíèé). Èñïîëüçîâàííàÿ äëÿ îïèñà-íèÿ ïðîöåññà ìîäåëü îáëàäàëà ñëåäóþùåé ñòðóêòóðîé: êîëè÷åñòâî ïåðèîäîâ ñåçîííîñòè
k = 3; Si = {1, 24, 168}, pi = {2, 1, 1}, qi = {3, 1, 1}, di = {0, 0, 1}, i = 1, 2, 3.Ñòðóêòóðà ìîäåëè íàìåðåííî çàäàíà ñ íåêîòîðîé èçáûòî÷íîñòüþ, ÷òîáû ïîëó÷èòüáîëåå ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè ðàçëè÷íîì çàäàâàåìîì êî-ëè÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Âîîáùå, âíà÷àëå èìååò ñìûñë âûáèðàòü êîëè÷åñòâîïàðàìåòðîâ ñ íåêîòîðûì ïðåâûøåíèåì, ÷òîáû îòñåÿòü âïîñëåäñòâèè ìàëîçíà÷èìûå.Õîòÿ ïîä÷àñ èìåííî îíè ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà àäåêâàòíîñòü ìîäåëè èññëåäóåìîìóïðîöåññó.Ïðè äàííîé ñòðóêòóðå ìîäåëè êîëè÷åñòâî èçáûòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ À� ïî÷òè â 3 ðàçàïðåâûøàåò êîëè÷åñòâî áàçîâûõ (11 âìåñòî 4), à èçáûòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ ÑÑ ðîâíî â3 ðàçà áîëüøå áàçîâûõ (15 âìåñòî 5).Äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äàííîãî ïðîöåññà áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà:

β = (0.473, 0.099, 0.041, −0.798, −0.504, −0.077, −0.024, −0.057, −0.013)ñ ÑÊÎ áåëîãî øóìà Smi = 54.7.Âðåìÿ âû÷èñëåíèé îò ââîäà ïðåäâàðèòåëüíî ïîäãîòîâëåííûõ èñõîäíûõ äàííûõ äîïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà çàâèñèò îò ðÿäà �àêòîðîâ. À èìåííî, îò ðàçìåðà ïðîãíîçíîé áàçû,ò. å. ìàññèâà, ïî êîòîðîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ èäåíòè�èêàöèÿ ìîäåëè, ñòðóêòóðû ìîäåëè,â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èÿ îïåðàòîðîâ âçÿòèÿ ñåçîííûõ ðàçíîñòåé, �àêòè÷åñêè ñîêðàùàþ-ùèõ ðàçìåð ïðîãíîçíîé áàçû, áûñòðîäåéñòâèÿ è îïåðàòèâíîé ïàìÿòè PC, ïðîãðàììíîéðåàëèçàöèè àëãîðèòìà è õàðàêòåðà ïðîãíîçèðóåìîãî ïðîöåññà, à â íàøåì ñëó÷àå åùå èîò êîëè÷åñòâà çàäàâàåìûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé.Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü íà PC AMD Sempron Proessor 3000+, 1.60 ��ö, ñ ÎÇÓ480 Ìáàéò è îáúåìîì äèñêîâîé ïàìÿòè 74.5 �áàéòà.Ïðèâîäèìûå îöåíêè âðåìåíè ñ÷åòà ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèñóùèå èìåííîäàííîìó ïðîãíîçèðóåìîìó ïðîöåññó, è îíè ïðèçâàíû ïðîñòî äàòü íåêîòîðîå ïðåäñòàâ-ëåíèå î ïðèìåðíîì ìàñøòàáå âðåìåííûõ çàòðàò íà ðàáîòó àëãîðèòìà èäåíòè�èêàöèè èîöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Íà �îíå âðåìåíè, ðàñõîäóåìîãî íà ïðåäâàðèòåëüíóþ ïîä-ãîòîâêó èñõîäíûõ äàííûõ, ýòî âðåìÿ íå îñîáî çíà÷èìî, ïî êðàéíåé ìåðå ïîêà.Ïðè çàäàíèè íà èñïîëüçîâàíèå äâóõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé âðåìÿ ñ÷åòà ñîñòàâ-ëÿëî 2 , ïÿòè � 3 , äåñÿòè � 6  è äëÿ 25 íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé � 13 ñ. Òî åñòüçàâèñèìîñòü ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíàÿ. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà êðèòåðèÿ äëÿ äàííîãî ðÿäàèçìåíÿëàñü íåñóùåñòâåííî. Íåñêîëüêî èçìåíÿëèñü îöåíêè êîìïîíåíò âåêòîðà ïàðàìåò-ðîâ ìîäåëè, è ýòî âëåêëî èçìåíåíèå êóìóëÿòèâíîé ïåðèîäîãðàììû è êîððåëÿöèîííîé�óíêöèè äëÿ at. Òî åñòü âàðüèðóÿ â íåêîòîðûõ ïðåäåëàõ êîëè÷åñòâîì çàäàâàåìûõ íà-÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé, âèäèìî, ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå àäåêâàòíóþ ïðîãíîçèðóåìîìóïðîöåññó ìîäåëü. Â äàííîì ïðèìåðå áûë âûáðàí âàðèàíò ñ 10 íà÷àëüíûìè ïðèáëèæåíè-ÿìè. Îí îáåñïå÷èâàë ëó÷øåå ñîîòâåòñòâèå ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåìîìó ðÿäó â ñðàâíåíèèñ âàðèàíòîì ñ äâóìÿ íà÷àëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè.Àäåêâàòíîñòü ïîëó÷åííîé ìîäåëè îöåíèâàëàñü ïî áëèçîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè at,
t ∈ (1.672) ê ðåàëèçàöèè áåëîãî øóìà. Âûáîðî÷íàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòè at ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íîðìàëüíîé. Îíà óíèìîäàëüíà, ïî÷òè ñèì-ìåòðè÷íà, â ñðàâíåíèè ñ íîðìàëüíîé ïëîòíîñòüþ áîëåå êîíöåíòðèðîâàííà â öåíòðå, íîèìååò çàòÿíóòûå õâîñòû. Â ñâÿçè ñ ýòèì êâàíòèëè, ñîîòâåòñòâóþùèå 99%-ìó äîâåðè-òåëüíîìó èíòåðâàëó, ðàâíûå −4.06 è 3.62, è ñîîòâåòñòâóþùèå 95%-ìó äîâåðèòåëüíîìó



86 Á.Í. Ëóöåíêîèíòåðâàëó, ðàâíûå −2.18 è 2.12, ïðåâûøàþò ñîîòâåòñòâóþùèå êâàíòèëè äëÿ íîðìàëü-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à êâàíòèëè äëÿ 90%-ãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, ðàâíûå −1.56 è1.53, ìåíüøå, íåæåëè ó íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (−1.65, 1.65).Îòêëîíåíèå êóìóëÿòèâíîé ïåðèîäîãðàììû at îò êóìóëÿòèâíîé ïåðèîäîãðàììû èäå-àëüíîãî áåëîãî øóìà íå âûõîäèò çà ãðàíèöû 75%-ãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà.Ñ àâòîêîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé at ñèòóàöèÿ ìåíåå èäåàëüíàÿ. Íà èíòåðâàëå â 330òî÷åê â ïÿòè òî÷êàõ îíà ïðåâûøàåò óðîâåíü 3σ, äîñòèãàÿ â ìàêñèìóìå îòêëîíåíèÿçíà÷åíèÿ 4.3σ, ãäå σ = 1/
√

672; åùå â ÷åòûðåõ òî÷êàõ âûõîäèò çà ãðàíèöû 99%-ãîäîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, à â îñòàëüíûõ ïðåáûâàåò âíóòðè íåãî.Äâóõíåäåëüíûé ïðîãíîç äëÿ âûáðàííîé àäåêâàòíîé ìîäåëè ñòðîèòñÿ âíà÷àëå áåçó÷åòà ïîïàäàþùåãî â åãî ïðåäåëû ïðàçäíè÷íîãî äíÿ. À çàòåì ïî óêàçàííîé äàòå ñ ïðè-âÿçêîé ê äíÿì íåäåëè êëàññè�èöèðóåòñÿ ñèòóàöèÿ (îäíà èç ïÿòè âàðèàíòîâ), è ñîãëàñíîåé îñóùåñòâëÿåòñÿ îáðàáîòêà ïðàçäíè÷íîãî äíÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ïðàçäíèê ïðèõîäèòñÿíà ÷åòâåðã. Ïî÷àñîâûå ïîêàçàíèÿ ïðàçäíè÷íûõ ñóòîê âû÷èñëÿþòñÿ ïî ìèíèìóìó ñîîò-

�èñ. 1. Ïðîãíîçíàÿ áàçà è äâå ïðîãíîçèðóåìûå íåäåëè: ïðîãíîçíàÿ áàçà (æèðíàÿ ëèíèÿ), äâåïðîãíîçèðóåìûå íåäåëè (òîíêàÿ ëèíèÿ)

�èñ. 2. Äâóõíåäåëüíûé ïðîãíîç ñ êîððåêöèåé äâóõ ïðàçäíè÷íûõ äíåé è äîâåðèòåëüíûì èí-òåðâàëîì íà �îíå �àêòè÷åñêèõ äàííûõ: �àêòè÷åñêèå äàííûå (ñðåäíÿÿ òîíêàÿ ëèíèÿ), ñêîð-ðåêòèðîâàííûé ïðîãíîç (æèðíàÿ ëèíèÿ), âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû 95%-ãî äîâåðèòåëüíîãîèíòåðâàëà (òîíêèå ëèíèè)



Èäåíòè�èêàöèÿ è èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ìîäåëåé àâòîðåãðåññèè... 87âåòñòâóþùèõ ïðîãíîçíûõ äàííûõ ñóááîòíèõ è âîñêðåñíûõ ñóòîê. Ïîñëå ýòîãî ïðîãíîçûïÿòíè÷íûõ è âîñêðåñíûõ ñóòîê ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïðîãíîçà ñòðîÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âûáîðî÷íîãîðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ at. Êîíå÷íî, îáúåì äàííûõ äëÿ åãî íàäåæíîé îöåíêè äîñòàòî÷íîìàë, íî âñå æå ïîëó÷åííûå äàæå ïî íåìó äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû áóäóò áëèæå êðåàëüíîñòè, íåæåëè áîëåå óçêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû, ïîëó÷åííûå â ïðåäïîëîæå-íèè íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ at, èëè áîëåå øèðîêèå, ïîëó÷åííûå èç íåðàâåíñòâà×åáûøåâà.Íà ðèñ. 1 âîñïðîèçâåäåí �ðàãìåíò ðÿäà, ïî êîòîðîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ èäåíòè�è-êàöèÿ ìîäåëè è ñòðîèòñÿ ïîñëåäóþùèé ïðîãíîç. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí äâóõíåäåëüíûéïðîãíîç ñ 95%-ì äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì.Çàêëþ÷åíèåÖåëü äàííîé ðàáîòû � ðàçâèòèå èíñòðóìåíòà äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ñ ñå-çîííûìè êîëåáàíèÿìè. Ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñåçîííóþ ìîäåëü À�ÏÑÑ, âûáðàííóþ äëÿîïèñàíèÿ ýòèõ ïðîöåññîâ, õàðàêòåðèçóåò ïîâûøåííàÿ óñòîé÷èâîñòü ðàáîòû â ñðàâíåíèèñ èíûìè ìîäåëÿìè ñ òåìè æå ïåðèîäàìè ñåçîííîñòè è òåì æå êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ.Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðè ïîøàãîâîì ïðîãíîçå èñïîëüçóåòñÿ òåêóùåå êîëè÷åñòâîäàííûõ èñõîäíîãî ïðîöåññà, ðàâíîå êîëè÷åñòâó èçáûòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, êîòî-ðîå ìîæåò â 2 ðàçà èëè áîëåå ïðåâûøàòü êîëè÷åñòâî îñíîâíûõ. Ýòî ïðåèìóùåñòâî ìî-äåëè äîñòèãàåòñÿ íåêîòîðûì ñóæåíèåì êëàññà îïèñûâàåìûõ åþ ïðîöåññîâ. Íî èñïîëüçî-âàíèå èçáûòî÷íîãî êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ óñëîæíÿåò âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿäëÿ áàçîâîãî, íå èçáûòî÷íîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ. Òðàäèöèîííî âûáîð íà÷àëüíîãî ïðè-áëèæåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè âûáîðî÷íîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ñòà-öèîíàðíîãî ïðîöåññà (Wt èëè Zt). Ïðè ýòîì îöåíêè ïàðàìåòðîâ À� íàõîäÿòñÿ ðåøåíèåìëèíåéíûõ óðàâíåíèé Þëà�Óîêåðà, à ïàðàìåòðîâ ÑÑ � ñ ïðèìåíåíèåì èòåðàöèîííîéïðîöåäóðû Íüþòîíà��à�ñîíà.Â ñëó÷àå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè ñâÿçü ñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé áóäåò îñó-ùåñòâëÿòüñÿ èìåííî ÷åðåç èçáûòî÷íûå ïàðàìåòðû. È ÷òîáû ïåðåéòè îò íèõ ê áàçîâûìè îöåíèòü èìåííî èõ, ïîòðåáóåòñÿ ââåäåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñâÿçè ìåæäó íèìè.È âìåñòî ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Þëà�Óîêåðà ïðèøëîñü áû ðåøàòü íåëèíåéíóþñèñòåìó óðàâíåíèé. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà, íî â áîëåå ñëîæíîì âàðèàíòå âîçíèêëà áûè ñ îöåíêîé ïàðàìåòðîâ ÑÑ. Êðîìå òîãî, ñåçîííîñòü ìîäåëè âûíóæäàåò ðàáîòàòü ñ ýëå-ìåíòàìè êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè, ñóùåñòâåííî óäàëåííûìè îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Èýòî ëèøü óñóãóáèëî áû íèçêóþ òî÷íîñòü èñõîäíûõ âûáîðî÷íûõ äàííûõ.Â ýòèõ óñëîâèÿõ âìåñòî óñëîæíåíèÿ àëãîðèòìà ïîèñêà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïà-ðàìåòðîâ ìîäåëè ÷åðåç âûáîðî÷íóþ êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ áûëî ðåøåíî îòêàçàòü-ñÿ îò òàêîãî ïóòè è âûáðàòü âìåñòî åäèíñòâåííîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íåñêîëüêîíà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ïðåäîñòàâèâ îïåðàòîðó âîçìîæíîñòü çàäàíèÿ èõ êîëè÷åñòâà.Âûáîð èìåííî íåñêîëüêèõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ìîòèâèðîâàëñÿ ïîâûøåííîé ãà-ðàíòèåé ïîñëåäóþùåãî âûõîäà â îêðåñòíîñòü ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà êðèòåðèÿ êà÷åñòâà,âîçìîæíî, ñîîòâåòñòâóþùåãî àäåêâàòíîé ïðîöåññó ìîäåëè. Íå âñåãäà, åñòåñòâåííî, ðå-àëüíûé ïðîöåññ óêëàäûâàåòñÿ â ïðîêðóñòîâî ëîæå ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè.Ìíîæåñòâî ïåðñïåêòèâíûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé �îðìèðîâàëîñü ïðîöåäóðîé äè-õîòîìè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïîñëå çàäàíèÿ åå ñòðóê-òóðû. Èñïîëüçîâàíèå âìåñòî îäíîãî íåñêîëüêèõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïðè íûíåøíåé
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