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Ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíîé ñõåìûäëÿ ïëîñêîé çàäà÷è ýâîëþöèè ãðàíèöû ðàçäåëàðàçëè÷íûõ æèäêîñòåé∗Ä.Í. ÍèêîëüñêèéÎðëîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �îññèÿe-mail: nikolskydn�mail.ruIn this work, a plane problem on an evolution of the interfae between variousliquids is numerially solved in frames of the Leibenzon�Muskat (piston replaement)formulation. Compared to the previous studies, an easily realizable disrete sheme isproposed.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì íåñòàöèîíàðíóþ �èëüòðàöèþ â îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ïîðèñòîé ñðåäå.Îáëàñòü òå÷åíèÿ D, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ïîëàãàåì áåçãðàíè÷íîé (ãðà-íèöû îáëàñòè �èëüòðàöèè ìîãóò áûòü ó÷òåíû ïðè ïîìîùè �óíêöèè �ðèíà). Â íåêî-òîðûé ìîìåíò âðåìåíè t ðåçêàÿ ïîäâèæíàÿ ãðàíèöà Γt äåëèò îáëàñòü D íà ÷àñòè D−(âíóòðåííÿÿ) è D+ (âíåøíÿÿ), çàíÿòûå æèäêîñòÿìè ñ âÿçêîñòÿìè µ2 è µ1 ñîîòâåòñòâåí-íî. �ðàíèöó Γt ïîëàãàåì ãëàäêîé. Íîðìàëü n ê íåé íàïðàâëÿåì â îáëàñòü D+. Òå÷åíèåæèäêîñòè â îáëàñòè D âîçáóæäàåòñÿ ñòîêàìè (èñòî÷íèêàìè).Íàïîðíóþ �èëüòðàöèþ æèäêîñòåé â êàæäîé òî÷êå M ≡ (x, y) ∈ D îïèñûâàåò ïî-òåíöèàë ϕ = ϕ(M, t), óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ Ëàïëàñà [3℄:

∆ϕ = 0, ϕ = −p/µ1,2 â D\Γt. (1)Çäåñü p � äàâëåíèå.Ïîòåíöèàë ϕ ñâÿçàí ñî ñêîðîñòüþ �èëüòðàöèè v = dr/dt = ṙ ñëåäóþùèì ñîîòíîøå-íèåì [3℄:
v = ∇ϕ. (2)Çàêîíû (1)�(2) ïðåäñòàâëåíû â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ. Ïðè ýòîì õàðàêòåðíûåâåëè÷èíû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

Φ0µ0 = KP0, V0L0 = Φ0, σL0 = V0T0.Çäåñü Φ0 � õàðàêòåðíûé ïîòåíöèàë, µ0 � õàðàêòåðíàÿ âÿçêîñòü, K � êîý��èöèåíòïðîíèöàåìîñòè ïîðèñòîé ñðåäû, P0 � õàðàêòåðíîå äàâëåíèå, V0 � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü,
L0 � õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå, σ � ïîðèñòîñòü, T0 � õàðàêòåðíîå âðåìÿ.

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé(ãðàíò � 06-01-96303), Ïðåçèäåíòà �Ô (ãðàíò � ÌÊ-491.2008.1) è Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî îáðàçî-âàíèþ �Ô.© Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 2008.89



90 Ä.Í. ÍèêîëüñêèéÏîëàãàåì, ÷òî âûòåñíåíèå îäíîé æèäêîñòè äðóãîé �ïîðøíåâîå� (ìîäåëü Ëåéáåíçî-íà�Ìàñêåòà). Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ãðàíèöà Γt ïðåäñòàâèìà ïàðàìåòðè÷åñêè:
r = r(t, θ). Åå ïåðåìåùåíèå îïèñûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì [1, 2℄:

ṙ =
(

v
+ + v

−
)

/2. (3)Çäåñü è äàëåå çíàêàìè �+� è �−� îáîçíà÷åíû ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ�óíêöèé ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå Γt èç îáëàñòåé D+ è D−.Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ãðàíèöà Γt çàäàíà
r
0 = r(0, θ). (4)Íà ãðàíèöå Γt â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè äàâ-ëåíèé è ðàñõîäà æèäêîñòåé [3℄:

p+ = p−, v+

n = v−

n íà Γt.Ñ ó÷åòîì (1) è (2) ýòè óñëîâèÿ ïðèìóò âèä
µ1ϕ

+ = µ2ϕ
−, (∂nϕ)+ = (∂nϕ)− íà Γt. (5)Çäåñü ∂n � îïåðàòîð (÷àñòíîãî) äè��åðåíöèðîâàíèÿ.Ïîòåíöèàë ϕ(M, t) ïðåäñòàâèì â âèäå

ϕ = ϕ0 + ϕ∗, (6)ãäå ϕ0 � ïîòåíöèàë íåâîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ îäíîðîäíîé æèäêîñòè, ìîäåëèðóþùèéñòîêè (èñòî÷íèêè), ϕ∗ � ïîòåíöèàë âîçìóùåíèé, âûçâàííûõ ðàçëè÷èåì âÿçêîñòåé æèä-êîñòåé.Óñëîâèÿ (5) äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ∗ ïðèìóò âèä
(1 − λ)ϕ+

∗
− (1 + λ)ϕ−

∗
= 2λϕ0, (∂nϕ∗)

+ = (∂nϕ∗)
− íà Γt. (7)Çäåñü ïàðàìåòð λ = (µ2 − µ1)/(µ2 + µ1).Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ïîòåíöèàë ϕ∗ íàëîæèì óñëîâèÿðåãóëÿðíîñòè [4℄:

ϕ∗ = O(1/rNM), |∇ϕ∗| = O(1/r2

NM), rNM → ∞.Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû Γt (3), ñ ó÷åòîì (6), ïðèìåò âèä
ṙ = v0 + v∗, v0 = ∇ϕ0, v∗ =

(

(∇ϕ∗)
+ + (∇ϕ∗)

−
)

/2. (8)Èòàê, ïëîñêàÿ çàäà÷à îá ýâîëþöèè ãðàíèöû Γt ðàçäåëà ðàçëè÷íûõ æèäêîñòåé ñîñòî-èò â îòûñêàíèè åå ïîëîæåíèÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 èç óðàâíåíèé (1) è (8) äëÿïîòåíöèàëà ϕ∗ è ðàäèóñà-âåêòîðà r, ïðè íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (4) è (7), ñó÷åòîì óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè.



Ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíîé ñõåìû äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è ýâîëþöèè... 912. Îñíîâíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíîãî è äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèéÏîòåíöèàë ϕ∗ èùåì â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ, íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîãî ïîãðàíèöå Γt  ïëîòíîñòüþ g:
ϕ∗ =

∫

Γt

g(N, t)Ω(M, N)dlN , Ω(M, N) = ∂nN
Φ1(M, N), M /∈ Γt, (9)ãäå Φ1(M, N) � ïîòåíöèàë íîðìèðîâàííîãî ñòîêà ñ ðàñõîäîì Π1 = −1.Ó÷òåì èçâåñòíûå ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ [5℄:

ϕ±

∗
= G∗g ± g/2, (∇ϕ∗)

± = ∇G∗g ± Grad g/2 íà Γt. (10)Çäåñü â èíòåãðàëüíîì îïåðàòîðå G∗

G∗g =

∫

Γt

g(N, t)Ω(M, N)dlN (11)èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè [5℄, Grad g � êàñàòåëüíàÿñîñòàâëÿþùàÿ ãðàäèåíòà �óíêöèè íà êðèâîé.Ïîäñòàâèì (9) â (7) è (8), ó÷òåì (10), èìååì
g − 2λG∗g = 2λϕ0, ṙ = v0 + ∇G∗g íà Γt. (12)Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è î íàõîæäåíèè ãðàíèöû Γt ïðè t > 0 ñâåäåíî êðåøåíèþ ñèñòåìû èíòåãðàëüíîãî è äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèé (12) ïðè çàäàííîìíà÷àëüíîì óñëîâèè (4).3. Äèñêðåòíàÿ ñõåìà äëÿ îñíîâíîé ñèñòåìûÍåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

∂nN
Φ1(M, N) = −∂lN Φ2(M, N).Çäåñü Φ2(M, N) � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè íîðìèðîâàííîãî âèõðÿ ñ öèðêóëÿöèåé Γ2 = −1,ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå N [3℄. Ïîäñòàâëÿåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â îïåðàòîð (11), èìå-åì

G∗g = −

∫

Γt

g(N, t)∂lN Φ2(M, N)dlN . (13)Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì (13) [1℄, ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èç ñèñòåìû(8) â âèäå
ṙ = v0 +

∫

Γt

∂lN g(N, t)V2(M, N)dlN , (14)ãäå V2(M, N) = ∇MΦ2(M, N) � ñêîðîñòü íîðìèðîâàííîãî âèõðÿ.



92 Ä.Í. ÍèêîëüñêèéÂ ìîìåíò âðåìåíè tj , j = 0, 1, . . . , ãðàíèöó Γtj ðàçîáüåì íà n ÷àñòåé. Òîãäà åå ïî-ëîæåíèå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê r
j
m(xj

m, yj
m), m = 1, n, j = 0, 1, . . . Ïðèýòîì íà÷àëüíîå óñëîâèå (4) ïðèìåò âèä

r
0

m(x0

m, y0

m), m = 1, n.Èç (12) è (14) èìååì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) è ðàçíîñò-íûé àíàëîã äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãðàíèöû
gj

m − 2λ
n
∑
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k 6=m
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kΩ
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mk∆ljk = 2λϕj
0m,

Ωj
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j
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k)nx
j

k
+ ∂yk

Φ1(x
j
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j

k)ny
j

k
,

∆r
j
m

∆t
= v

j
0m +

n
∑

k=1

(∂lN g(N))j

k
V

j

2mk∆ljk, m = 1, n, j = 0, 1, . . . (15)Â ñëó÷àå åñëè íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ãðàíèöà Γt ïåðåðàçáèâàåòñÿ íà ðàâíûå ïîäëèíå ÷àñòè, ïðîèçâîäíûå nxk
, nyk

è ∂lN g(N) â (15) çàìåíÿþòñÿ íà ðàçíîñòíûå àíàëîãè ñïîìîùüþ öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé [1, 2℄. Ïðè ýòîì äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ óðàâíåíèÿ êðèâîé
Γt â êà÷åñòâå èíòåðïîëÿíòà èñïîëüçóþòñÿ êóáè÷åñêèå è ëèíåéíûå ñïëàéíû. Â ñëó÷àååñëè ãðàíèöà Γt íå ïåðåðàçáèâàåòñÿ, äëÿ ïðîèçâîäíûõ nxk

, nyk
è ∂lN g(N) èç (15) ñòðîÿòñÿáîëåå òî÷íûå ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû [6℄.Íåäîñòàòîê äèñêðåòíîé ñõåìû (15) � íåîáõîäèìîñòü àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ

nxk
, nyk

è ∂lN g(N). Îò íåãî ìîæíî èçáàâèòüñÿ. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì äèñêðåòíûé îïåðàòîð,ñîîòâåòñòâóþùèé (13), â âèäå
G∗mg ≈ −

n
∑

k=1

gj

k

l
k+ 1

2
∫

l
k− 1

2

∂lN Φ2(x
j
m, yj

m, N)dlN =

=

n
∑

k=1

gj

k

(

Φj

2m,k− 1

2

− Φj

2m,k+
1

2

)

, j = 0, 1, . . . (16)Ñ ó÷åòîì (16) äèñêðåòíàÿ ñõåìà äëÿ îñíîâíîé ñèñòåìû (12) ïðèìåò âèä
gj

m − 2λ

n
∑

k=1

gj

k

(

Φj

2m,k− 1

2

− Φj

2m,k+
1

2

)

= 2λϕj
0m,

∆r
j
m

∆t
= v0m +

n
∑

k=1

gj

k

(

V
j

2m,k− 1

2

− V
j

2m,k+
1

2

)

, m = 1, n, j = 0, 1, . . . (17)Äëÿ ðåøåíèÿ (17) íåò íåîáõîäèìîñòè ñòðîèòü ðàçíîñòíûå àíàëîãè ïðîèçâîäíûõ.Îòìåòèì, ÷òî åñëè âû÷èñëåíèå ïîòåíöèàëà âèõðÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì èëèíåîïðàâäàííî ñëîæíûì (íàïðèìåð â äâóìåðíîì ñëó÷àå), òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ýâîëþ-öèè ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé ìîæíî ðåøàòü ÑËÀÓ èç (15) ñîâìåñòíî ñ ðàçíîñòíûìàíàëîãîì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èç (17).



Ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíîé ñõåìû äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è ýâîëþöèè... 934. Ñîïîñòàâëåíèå ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì�ðàíèöó Γ0 ìîäåëèðóåì îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà R. Åå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
x = R cos θ, y = R sin θ, θ = (2π, 0].Ïîòåíöèàë íåâîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ ϕ0(M, t) ìîäåëèðóåì ñòîêîì, ðàñïîëîæåííûì âòî÷êå M1(x1, y1):

ϕ0 =
q

2π
ln rM1M ,ãäå q � äåáèò ñêâàæèíû (ñîîòâåòñòâóåò ñòîêó ïðè q < 0).Â ýòîì ñëó÷àå íà ïåðâîì øàãå ïî âðåìåíè ìîæíî âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè ñêîðîñòüïåðåìåùåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé. Ñòîê ðàñïîëîæèì âíóòðè îêðóæíîñòè (x2

1 +
y2

1 < R2). Ñëåäóÿ [3℄, ïðèìåíÿåì ìåòîä èçîáðàæåíèé ê âíóòðåííåé (äëÿ ñòîêà â M1) èê âíåøíåé (äëÿ èñòî÷íèêà â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå) îáëàñòÿì îêðóæíîñòè:
ϕ1 =

q

2π

(

(1 + λ) ln rM1M − λ ln
rM

R

)

,

ϕ2 =
q

2π

(

ln rM1M − λ ln rM̃1M + λ ln
R

r1

)

, M̃1

(

x1R
2

r2
1

,
y1R

2

r2
1

)

. (18)Ïîòåíöèàëû (18) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèé è ðàñõîäà æèä-êîñòåé (5) íà Γ0.Èñïîëüçóÿ (18), òî÷íî âû÷èñëèì ñêîðîñòü ñìåùåíèÿ ãðàíèöû Γ0:
va = ∇

(

ϕ1 + ϕ2

2

)

=

(

1 +
λ

2

)

rM1M

r2
M1M

−
λ

2

(

rM

r2
M

+
rM̃1M

r2

M̃1M

)

. (19)Ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå ÑËÀÓ èç ñèñòåì (15) è (17) çíà÷èòåëüíî óïðî-ùàåòñÿ. Òàê, ïîñëå íåñëîæíûõ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÑËÀÓ èç (15) èìååìðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
g1 =

C1

(

1 +
a(n − 1)

1 − a

)

−
a

1 − a

n
∑

k=2

Ck

1 + a(n − 1)
, gk = g1 +

Ck − C1

1 − a
,

Ck = 2λϕ0k, k = 1, n, a = −
λ

n
,äëÿ ÑËÀÓ èç (17)

g1 =

C1 (1 + a(n − 1)) − a
n
∑

k=2

Ck

1 + an
, gk = g1 + Ck − C1,

Ck = 2λϕ0k, k = 1, n, a = −
λ

n
.Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü îøèáêè η1 è η2 ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñêîðîñòèñìåùåíèÿ Γ0 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïî ñõåìàì (15) è (17) äëÿ ïàðàìåòðà λ = 0.5.Âåëè÷èíû

ην = |1 − vν/va| · 100 %, ν = 1, 2.
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n 50 100 200 400 800 1600

η1,% 3.9503 1.9245 0.9332 0.4586 0.2272 0.1131
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