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Îöåíêè ý��åêòèâíîñòèïðÿìîãî ìåòîäà äåêîìïîçèöèè∗Â.Ì. ÑâåøíèêîâÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêèè ìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: vitor�lapasrv.ss.ruEstimations of labor osts and volume of saved information for a realization ofthe algorithm based on a diret deomposition method proposed by the author aregiven. The results of numerial experiments suggest that the algorithm is robust. Basiproperties of the proposed approah are listed in the onlusion.ÂâåäåíèåÂ ñòàòüå [1℄ áûë ïðåäëîæåí âàðèàíò ìåòîäà äåêîìïîçèöèè áåç íàëîæåíèÿ ïîäîáëàñòåéäëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íà ïðÿìîóãîëüíûõ êâàçèñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ. Â íà-ñòîÿùåé ðàáîòå îöåíèâàåòñÿ ý��åêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà, äàþòñÿ ðåçóëüòà-òû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîêàçûâàþùèå åãî òî÷íîñòü, è ïåðå÷èñëÿþòñÿ åãî îñíîâ-íûå ñâîéñòâà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è êðàòêîå îïèñàíèå àëãîðèòìà åå ðåøåíèÿÏðèâåäåì îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ðàññìàòðèâàåìîì àëãîðèòìå, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿäàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.Ïóñòü â çàìêíóòîé äâóìåðíîé îáëàñòè Ḡ = G ∪ Γ ñ ãðàíèöåé Γ òðåáóåòñÿ ðåøèòüêðàåâóþ çàäà÷ó

∆ u = g1, l u|Γ = g2. (1)Çäåñü u = u(T ) � èñêîìàÿ �óíêöèÿ; g1 = g1(T ), g2 = g2(T ) � çàäàííûå �óíêöèè(T = (x, y) � òåêóùàÿ òî÷êà, ãäå x, y � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû); ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà;
l � îïåðàòîð ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Îïèøåì âîêðóã ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïðÿìîóãîëüíèê R = {0 ≤ x ≤ Dx, 0 ≤ y ≤ Dy},ãäå Dx, Dy � çàäàíû (Ḡ ⊂ R). Ïîñòðîèì â R ïðÿìîóãîëüíóþ ðàâíîìåðíóþ ìàêðîñåòêó

ΩH =

{

XI = IHx, YJ = JHy, I = 0, Nx, J = 0, Ny, Hx =
Dx

Nx

, Hy =
Dy

Ny

}

,ãäå Nx, Ny � çàäàííûå öåëûå ÷èñëà ñ øàãàìè Hx, Hy >> h (h � ìàêñèìàëüíûé øàãñåòêè, íà êîòîðîé àïïðîêñèìèðóåòñÿ çàäà÷à (1)). Òåì ñàìûì ìû �àêòè÷åñêè ïðîâîäèì
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Îöåíêè ý��åêòèâíîñòè ïðÿìîãî ìåòîäà äåêîìïîçèöèè 105äåêîìïîçèöèþ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè G íà íåïóñòûå ïîäîáëàñòè Gk = GI,J = G ∩ RI,J 6= 0,
k = 1, K, ãäå RI,J � îòêðûòàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîäîáëàñòü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ìàê-ðîýëåìåíò ñåòêè ΩH ; K � èçâåñòíîå öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé Ḡ,(öè�ðîé 0 â äàííîì ñëó÷àå îáîçíà÷åíà ïóñòàÿ ïîäîáëàñòü). Òî÷êè Tp = TI,J ∈ G, p =
1, P , ïåðåñå÷åíèÿ êîîðäèíàòíûõ ëèíèé x = XI , y = YJ ìàêðîñåòêè íàçîâåì ìàêðîóç-ëàìè. �ðàíèöà ñîïðÿæåíèÿ ïîäîáëàñòåé, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç γ, ñîñòîèò èçîòðåçêîâ êîîðäèíàòíûõ ëèíèé ìàêðîñåòêè ΩH . Ñðåäè Gk áóäåì ðàçëè÷àòü ïîäîáëàñòèäâóõ òèïîâ: âíóòðåííèå G(1)

k è ãðàíè÷íûå G
(2)
k (ðèñ. 1). �àçëè÷èå ìåæäó íèìè ñîñòîèòâ òîì, ÷òî çàìûêàíèå ãðàíè÷íîé ïîäîáëàñòè ñîäåðæèò îòðåçêè ãðàíèöû Γ, à âíóòðåí-íåé � íå ñîäåðæèò èõ. Íà ðèñ. 1 âíóòðåííèå ïîäîáëàñòè îãðàíè÷åíû ñïëîøíûìè ëè-íèÿìè, à ãðàíè÷íûå � øòðèõîâûìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K1, K2 � ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëîâíóòðåííèõ è ÷èñëî ãðàíè÷íûõ ïîäîáëàñòåé (K1+K2 = K) èM1,M2 � ìíîæåñòâà íîìå-ðîâ (çíà÷åíèé èíäåêñà k) ñîîòâåòñòâåííî âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ ïîäîáëàñòåé. Ïóñòü

γk ⊂ γ � îòðåçîê ãðàíèöû ïîäîáëàñòè Gk. Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîäîáëàñòü âíóòðåí-íÿÿ (Gk = G
(1)
k ), òî âñÿ åå ãðàíèöà ñîâïàäàåò ñ γk, à åñëè � ãðàíè÷íàÿ (Gk = G

(2)
k ), òîïîìèìî γk åå ãðàíèöà âêëþ÷àåò Γk � îòðåçîê ãðàíèöû Γ.Â çàìêíóòûõ ìàêðîýëåìåíòàõ R̄k = R̄I,J ïîñòðîèì ðàâíîìåðíûå ïðÿìîóãîëüíûå ïîä-ñåòêè

Ω̄h,k =
{

xik = XI + ikhx,k, yjk
= YJ + jkhy,k, ik = 0, nx,k, jk = 0, ny,k

}ñ øàãàìè hx,k =
XI+1 −XI

nx,k

, hy,k =
YJ+1 − YJ

ny,k

, ïðè÷åì áóäåì ïðåäïîëàãàòü áåç ñóùå-ñòâåííîãî îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî nx,k = 2mx,k , ny,k = 2my,k , ãäå mx,k, my,k > 0 �öåëûå ÷èñëà. Ïî àíàëîãèè ñ ïîäîáëàñòÿìè áóäåì ðàçëè÷àòü ïîäñåòêè äâóõ òèïîâ �âíóòðåííèå Ω̄
(1)
h,k è ãðàíè÷íûå Ω̄

(2)
h,k.�åøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (1) áóäåì èñêàòü íà ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêå

Ω̄h =

K
⋃

k=1

Ω̄h,k. (2)Êðîìå ðàññìîòðåííûõ âûøå, ââåäåì ñåòêó ωh ⊂ Ω̄h, ωh = {(xi, yi) ∈ γ, (xi, yi) 6= Tp,
i = 1, n}, ãäå (xi, yi) � óçëû Ω̄h, à òàêæå ïîäñåòêè ωh,k, ñîñòîÿùèå èç óçëîâ ωh, ëåæàùèõíà γk (n � èçâåñòíî). Ïîä÷åðêíåì ÷òî â ωh, ωh,k íå âõîäÿò ìàêðîóçëû Tp.

�èñ. 1. Äåêîìïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè



106 Â.Ì. ÑâåøíèêîâÍàðÿäó ñ ââåäåííûìè, áóäåì èìåòü äåëî ñ ñåòêîé Ωh è ïîäñåòêàìè Ωh,k, êîòîðûåñîâïàäàþò ñ ñåòêàìè Ω̄h è Ω̄h,k, íî íå âêëþ÷àþò óçëû, ëåæàùèå íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ.Ïðèìåì ñëåäóþùèå ñîãëàøåíèÿ ïî íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ è óçëîâ âî ââåäåííûõ ñåò-êàõ. Äëÿ ìàêðîýëåìåíòîâ è ìàêðîóçëîâ â ñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêå ΩH ïðèíèìàåòñÿñòàíäàðòíàÿ íóìåðàöèÿ: ñëåâà íàïðàâî, ñíèçó ââåðõ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íåé íóìåðóþòñÿïîäîáëàñòè Gk (ïîä÷åðêíåì, ÷òî âíåøíèå ïîäîáëàñòè íå âõîäÿò â íóìåðàöèþ ïî èíäåê-ñó k). Â ñòðóêòóðèðîâàííûõ ïîäñåòêàõ Ωh,k òàêæå ââîäèòñÿ ñòàíäàðòíàÿ íóìåðàöèÿ.Óïîðÿäî÷èì óçëû ñåòêè ωh, îïðåäåëåííîé íà γ, ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà ïðîíóìå-ðóåì ñëåâà íàïðàâî óçëû, ëåæàùèå íà êîîðäèíàòíûõ ëèíèÿõ ñåòêè ΩH , ïàðàëëåëüíûõîñè x (x-ëèíèÿõ), ïðè÷åì ñàìè êîîðäèíàòíûå ëèíèè áóäåì ïåðåáèðàòü ñíèçó ââåðõ. Çà-òåì ïðîíóìåðóåì ñíèçó ââåðõ óçëû íà y-ëèíèÿõ, ïåðåáèðàÿ ïîñëåäíèå ñëåâà íàïðàâî.Àëãîðèòì ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1) íà ïîñòðîåííîé òàêèì îáðàçîì êâàçèñòðóê-òóðèðîâàííîé ñåòêå âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðè ýòàïà:1) ïîñòðîåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) îòíîñèòåëüíîèñêîìîé �óíêöèè íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ ïîäîáëàñòåé;2) ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû;3) âû÷èñëåíèå èñêîìîé �óíêöèè â ìàêðîóçëàõ è ïîäîáëàñòÿõ.Çàïèøåì ÑËÀÓ ïåðâîãî ýòàïà â âèäå
Avh + b = 0. (3)Çäåñü A = {ai,j} � êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, b = {bi}, vh = {vh,i} �âåêòîðû (i, j = 1, n). Êîìïîíåíòû âåêòîðà vh åñòü çíà÷åíèÿ èñêîìîé �óíêöèè â óçëàõñåòêè ωh, ðàñ÷åò A, b ðàññìîòðåí íèæå.Âû÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ bi, ai,j îñíîâàíî íà ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ ïîäçàäà÷ âïîäîáëàñòÿõ Gk âèäà

∆
(k)
h ψ

(j,k)
h = z

(k)
1,j , ψ

(j,k)
h

∣

∣

∣

γk

= e(j,k), k ∈M1, (4)íà âíóòðåííèõ ïîäñåòêàõ Ω
(1)
h,k è ïîäçàäà÷

∆
(k)
h ψ

(j,k)
h = z

(k)
1,j , l

(k)
h ψ

(j,k)
h

∣

∣

∣

Γk

= z
(k)
2,j , ψ

(j,k)
h

∣

∣

∣

γk

= e(j,k), k ∈M2, (5)íà ãðàíè÷íûõ ïîäñåòêàõ Ω
(2)
h,k, ãäå j = 0, n. Çäåñü îïåðàòîðû ∆

(k)
h , l

(k)
h � àïïðîêñèìàöèèîïåðàòîðà Ëàïëàñà è îïåðàòîðà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà äàííûõ ïîäñåòêàõ, âåëè÷èíû z

(k)
r,jèìåþò âèä

z
(k)
r,j =

{

0, j > 0,

g
(k)
r,h , j = 0,

r = 1, 2,ãäå g(k)
r,h � àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé gr â óçëàõ k-é ïîäñåòêè, à �óíêöèè (âåêòîðû) e(j,k)îïðåäåëÿþòñÿ êàê

e(j,k) =

{

0, j = 0,
e(j,k)(Ti) = δi,j, Ti ∈ ωh,k, j > 0,ãäå δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òî åñòü íà êàæäîé ïîäñåòêå Ωh,k ðåøàþòñÿ ïîäçàäà÷è (4) è(5) äâóõ âèäîâ: 1) îòíîñèòåëüíî �óíêöèé ψ(0,k)

h ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè íà ïîäñåòêå ωh,k



Îöåíêè ý��åêòèâíîñòè ïðÿìîãî ìåòîäà äåêîìïîçèöèè 107è 2) ñåðèè ïîäçàäà÷ îòíîñèòåëüíî �óíêöèé ψ
(j,k)
h , j > 0, â êàæäîé èç êîòîðûõ äàí-íàÿ �óíêöèÿ ïîî÷åðåäíî ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå â îäíîì èç óçëîâ ïîäñåòêè ωh,k èíóëþ � â îñòàëüíûõ.Êîëè÷åñòâî ïîäçàäà÷ âòîðîãî âèäà çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåòñÿ áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàìââåäåííîé êâàçèñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè, â ÷àñòíîñòè, òîìó, ÷òî âñå ìàêðîýëåìåíòû

Ri,j ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ýòî ñîêðàùåíèå â ïåðâóþ î÷åðåäü îòíîñèòñÿ ê âíóòðåííèìïîäîáëàñòÿì. Äëÿ íèõ ðåøàåòñÿ ñåðèÿ òàê íàçûâàåìûõ áàçîâûõ ïîäçàäà÷ äëÿ îäíîéïîäîáëàñòè îòíîñèòåëüíî �óíêöèé, êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(ν)
h , ñëåäóþùåãî âèäà:

∆hσ
(ν)
h = 0, σ

(ν)
h (Tµ) = δν,µ, Tµ ∈ γ0, (6)íà ñàìîé ãóñòîé ïîäñåòêå Ω

(1)
h,k = Ω

(1)
h,0. Çäåñü γ0 � ãðàíèöà âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè G(1)

0 ∈

R0, â êîòîðîé ïîñòðîåíà ïîäñåòêà Ω
(1)
h,0, à ν, µ � íîìåðà óçëîâ ïîäñåòêè ωh,0 � ïðîåêöèè

Ω̄
(1)
h,0 íà γ0 (áåç ìàêðîóçëîâ).Åñëè â k-é âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè ïîäñåòêà Ω

(1)
h,k ñîâïàäàåò ñ ïîäñåòêîé Ω

(1)
h,0, òî

ψ
(ν,k)
h = σ

(ν)
h . Åñëè æå ýòî íå òàê è ïîäñåòêà Ω

(1)
h,k áîëåå ðåäêàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ Ω

(1)
h,0, òîòðåáóåìûå �óíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó. Äëÿ ïðîñòîòû åãîèçëîæåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî â èñõîäíîé çàäà÷å (1) g1 = 0, ÷òî íå âíîñèò îãðàíè÷åíèéíà ïðîâîäèìûå ðàññóæäåíèÿ. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1) â ðàññìàòðèâàåìîé ïîäîáëàñòèíà ãóñòîé ïîäñåòêå Ω

(1)
h,0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû ∑

ν∈ωh,0

σ
(ν)
h vh,ν , à íà ðåäêîé ïîä-ñåòêå Ω

(1)
h,k � êàê ∑

ν′∈ωh,ν′

ψ
(ν′,k)
h vh,ν′, ãäå íîìåðà ν ′ îòíîñÿòñÿ ê ðåäêîé ïîäñåòêå ωh,ν′ (ïîïîñòðîåíèþ ïîäñåòîê îíè ñîâïàäàþò ñ ïîäìíîæåñòâîì íîìåðîâ ãóñòîé ïîäñåòêè ωh,0).Èñêëþ÷èì èç ïåðâîé ñóììû âåëè÷èíû vh,ν′′ â íåñîâïàäàþùèõ óçëàõ ν ′′ ïðè ïîìîùèèíòåðïîëÿöèè, ïîñòðîåííîé ïî ñîâïàäàþùèì óçëàì ν ′. Òîãäà, ñðàâíèâàÿ ïîëó÷èâøååñÿâûðàæåíèå ñî âòîðîé ñóììîé, íàéäåì âåëè÷èíû ψ

(ν′,k)
h â ñîâïàäàþùèõ óçëàõ ν ′.Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè áàçîâûå ïîäçàäà÷è (6) ðåøàþòñÿ ëèøü äëÿ óçëîâ, ëå-æàùèõ íà ïîëîâèíàõ äâóõ ñìåæíûõ ñòîðîí ïîäîáëàñòè R0.Âñïîìîãàòåëüíûå ïîäçàäà÷è ðåøàþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ âñåõ ãðàíè÷íûõ ïîäîáëà-ñòåé G(2)

k , îòíîñèòåëüíî �óíêöèé ψ(j,k)
h . Â ýòîì ñëó÷àå èìåþòñÿ èñêëþ÷åíèÿ, ïðèâîäÿùèåê óìåíüøåíèþ êîëè÷åñòâà ïîäçàäà÷, êîòîðûå äàíû íèæå, â ðàçä. 2.Â óçëàõ ñåòêè ωh âû÷èñëÿþòñÿ ñóììû ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ f (j)

h,i íîðìàëüíûõ ïðîèç-âîäíûõ îò âñïîìîãàòåëüíûõ ðåøåíèé ïî �îðìóëå
f

(j)
h,i =

(

d
(+)
h ψ

(j,+)
h

)

i
+

(

d
(−)
h ψ

(j,−)
h

)

i
, i = 1, n, j = 0, n, (7)ãäå ïîä íîðìàëüþ ïîíèìàåòñÿ âíóòðåííÿÿ íîðìàëü η± ê ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ (ðèñ. 2);

d
(+)
h , d

(−)
h � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, îïðåäåëÿþùèå êîíêðåòíûå ñõåìû; èíäåêñû �+� �−�îáîçíà÷àþò îïåðàòîðû è �óíêöèè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãðàíèöû ñîïðÿæåíèÿ. Âû÷èñ-ëåííûå âåëè÷èíû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû bi âåêòîðà b è ýëåìåíòû ai,j ìàòðèöû Aêàê

f
(j)
h,i =

{

bi, j = 0,
ai,j, j > 0,

i = 1, n . (8)Äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ai,i ñîîòâåòñòâóåò i-ìó óçëó ñåòêè ωh. Ïóñòü îí ëåæèò íà îò-ðåçêå 2 ãðàíèöû ñîïðÿæåíèÿ äâóõ âíóòðåííèõ ïîäîáëàñòåé G(1)
+ , G

(1)
− (ðèñ. 2, à). Êàæäàÿ
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à á�èñ. 2. Ê ðàñ÷åòó ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A: à � âíóòðåííèå îáëàñòè; á � ãðàíè÷íûå ïîäîáëàñòèñòðîêà ìàòðèöû A, â òîì ÷èñëå è i-ÿ ñòðîêà, ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõâñåì óçëàì ñåòêè ωh; îòëè÷íûìè îò íóëÿ â i-é ñòðîêå áóäóò òîëüêî ýëåìåíòû, ñîîòâåò-ñòâóþùèå óçëàì, ëåæàùèì íà îòðåçêàõ 1�7 ãðàíèö ïîäîáëàñòåé G(1)
+ , G

(1)
− . Àíàëîãè÷íàÿñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ ãðàíè÷íûõ ïîäîáëàñòåé G(2)

+ , G
(2)
− (ðèñ. 2, á). Â ýòîì ñëó-÷àå îòëè÷íûìè îò íóëÿ â i-é ñòðîêå áóäóò òîëüêî ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå óçëàì,ëåæàùèì íà îòðåçêàõ 1�5 ãðàíèö ïîäîáëàñòåé G(2)

+ , G
(2)
− (óçëû íà êóñêàõ Γ+, Γ− ïðè�îðìèðîâàíèè ìàòðèöû A íå ó÷èòûâàþòñÿ).2. Îöåíêè ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìàÏîä ý��åêòèâíîñòüþ àëãîðèòìà áóäåì ïîíèìàòü òðóäîåìêîñòü è îáúåì çàïîìèíàåìîéèí�îðìàöèè, íåîáõîäèìûå äëÿ åãî ðåàëèçàöèè.2.1. Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìàÍàèáîëüøèé îáúåì âû÷èñëåíèé ïðè �îðìèðîâàíèè ÑËÀÓ (3) ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé

A ïîðÿäêà n çàíèìàåò ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ïîäçàäà÷ (4)�(6) â ïîäîáëàñòÿõ Gk, íàêîòîðûå ðàçäåëÿåòñÿ ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ìàêðîñåòêîé ΩH .Îáîçíà÷èì ÷åðåç KA ÷èñëî ïîäçàäà÷, ðåøàåìûõ ïðè ðàñ÷åòå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A,ðàâíîå
KA = K

(1)
A +K

(2)
A ,ãäå K(1)

A , K(2)
A � êîëè÷åñòâà ïîäçàäà÷, ðåøàåìûõ ñîîòâåòñòâåííî âî âíóòðåííèõ G(1)

k èâ ãðàíè÷íûõ G(2)
k ïîäîáëàñòÿõ. Âåðíû îöåíêè

K
(1)
A =

nx,m + ny,m

2
, K

(2)
A < 2K ′

2 (nx,m + ny,m − 2) .Çäåñü nx,m = max
k
nx,k, ny,m = max

k
ny,k, ãäå nx,k, ny,k � ÷èñëà èíòåðâàëîâ ïîäñåòîê Ωh,k,ââåäåííûõ âûøå, à K ′

2 � ÷èñëî ãðàíè÷íûõ ïîäîáëàñòåé, äëÿ êîòîðûõ ðåøàþòñÿ âñïî-ìîãàòåëüíûå çàäà÷è, ïðè÷åì K ′
2 ≤ K2. Çíàê íåðàâåíñòâà çäåñü îáóñëîâëåí ñëåäóþùèìèñîîáðàæåíèÿìè. Ïóñòü Γ′ � îòðåçîê ãðàíèöû Γ, ïàðàëëåëüíûé îäíîé èç êîîðäèíàòíûõîñåé, ïðè÷åì íà âñåì îòðåçêå Γ′ çàäàíî êðàåâîå óñëîâèå îäíîãî âèäà, G′

k � ãðàíè÷-íûå ïîäîáëàñòè, âíåøíÿÿ ãðàíèöà êîòîðûõ ñîäåðæèò òîëüêî êóñêè Γ′. Ïî àíàëîãèè



Îöåíêè ý��åêòèâíîñòè ïðÿìîãî ìåòîäà äåêîìïîçèöèè 109ñ âíóòðåííèìè ïîäîáëàñòÿìè â ýòîì ñëó÷àå íåò íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü âñïîìîãàòåëü-íûå ïîäçàäà÷è (5) äëÿ âñåõ G′
k, à äîñòàòî÷íî ýòî ñäåëàòü ëèøü äëÿ îäíîé ïîäîáëàñòèíà ñàìîé ãóñòîé ñåòêå.Ïóñòü Kb � ÷èñëî ïîäçàäà÷ (4) è (5), íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà b. ßñíî,÷òî Kb ≤ K, òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå ðåøàþòñÿ ïîäçàäà÷è â ãðàíè÷íûõ ïîäîáëàñòÿõè òîëüêî â òåõ âíóòðåííèõ ïîäîáëàñòÿõ, â êîòîðûõ �óíêöèÿ g1 îòëè÷íà îò íóëÿ. Íà-ïðèìåð, åñëè â (1) ðå÷ü èäåò îá óðàâíåíèè Ëàïëàñà, òî âî âñåõ âíóòðåííèõ ïîäîáëàñòÿõðåøåíèå âñåõ ïîäçàäà÷ (4) ïðè j = 0 áóäåò íóëåâûì.Îáùåå ÷èñëî KA,b ïîäçàäà÷, ðåøàåìûõ äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ñèñòåìû (3), ðàâíî
KA,b = K

(1)
A +K

(2)
A +Kb.Ïîäçàäà÷è âî âíóòðåííèõ ïîäîáëàñòÿõ ìîãóò áûòü ðåøåíû îïòèìàëüíûì ïî áûñòðî-äåéñòâèþ ïðÿìûì ìåòîäîì öèêëè÷åñêîé ðåäóêöèè [2℄. Åãî îñíîâó ñîñòàâëÿþò ïðîãîíêèâäîëü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé. Òàê êàê ÷èñëî óçëîâ ïîäñåòîê Ωh,k ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêî,ïðîãîíî÷íûå êîý��èöèåíòû ìîæíî âû÷èñëèòü è çàïîìíèòü îäèí ðàç äëÿ âñåõ ïîäñåòîê.Ïîäçàäà÷è â ãðàíè÷íûõ ïîäîáëàñòÿõ, âèäèìî, áûñòðåå âñåãî ðåøàòü èòåðàöèîííûìè ìå-òîäàìè, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ î÷åðåäíîé ïîäçàäà÷è ðåøåíèåïðåäûäóùåé, íî îáîñíîâàííûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ òðåáóåò äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.�åøåíèå è òîé è äðóãîé ãðóïï çàäà÷ âñëåäñòâèå èõ ìàëîé ðàçìåðíîñòè ïðîâîäèò-ñÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì áûñòðîé êýø-ïàìÿòè êîìïüþòåðà, ÷òî òàêæå çíà÷èòåëüíî óñêîðÿ-åò âû÷èñëåíèÿ. Ïóñòü îáúåì êýø-ïàìÿòè ñîñòàâëÿåò L Ìáàéò, à êàæäîå âåùåñòâåííîå÷èñëî çàíèìàåò â ïàìÿòè êîìïüþòåðà 8 áàéò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìàêñèìàëüíîå ÷èñëîóçëîâ ïîäñåòêè, ðàâíîå M = (nx,m − 1) (ny,m − 1). �åàëèçàöèÿ êàêîãî-ëèáî àëãîðèòìàðåøåíèÿ êðàåâûõ ïîäçàäà÷ â ïîäîáëàñòÿõ òðåáóåò õðàíåíèÿ äâóõ ìàññèâîâ ðàçìåðíî-ñòèM , îòâîäèìûõ ïîä èñêîìóþ �óíêöèþ è ïðàâóþ ÷àñòü ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé, à òàêæåõðàíåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí îáúåìîì, êîòîðûé ìû âûðàçèì êàê sM , ãäå s �âåùåñòâåííûé êîý��èöèåíò, çàâèñÿùèé îò êîíêðåòíîãî àëãîðèòìà. Äëÿ ý��åêòèâíîãîèñïîëüçîâàíèÿ êýø-ïàìÿòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû â íåå âìåùàëèñü âñå âåëè÷èíû, ó÷àñò-âóþùèå â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ òîëüêî âåùåñòâåííûå÷èñëà, äëÿ ðàçìåðà ïîäñåòêè ìîæíî çàïèñàòü îöåíêó

M ≈
L220

8 (s+ 2)
=
L217

s+ 2
. (9)Ïðèâåäåì íåêîòîðîå êîëè÷åñòâåííîå âûðàæåíèå äàííîé îöåíêè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

M = 63× 63. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè äàæå ìàêðîñåòêà ΩH ñîäåðæèò íåáîëüøîå ÷èñëî ðàç-áèåíèé (íàïðèìåð, 16× 16), òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ñåòêà Ωh èìååò îêîëî 1 ìëí óçëîâ, ÷òîïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèíñòâà ïðàêòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷.Ïîäñòàâëÿÿ ïðèâåäåííûå ÷èñëà â �îðìóëó (9), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ îáúåìà êýø-ïàìÿòè ïîä õðàíåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí s ≈ 32L− 2. Íàïðèìåð, íîâîñèáèðñêèéêëàñòåðíûé ñóïåðêîìïüþòåð ÍÊÑ-160 èìååò êýø-ïàìÿòü 3 Ìáàéòà, è, ñëåäîâàòåëüíî,ïðè ðàñ÷åòàõ íà íåì s ≈ 94, ÷òî âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ðåøàòåëåé, âêëþ÷àÿ ìåòîäöèêëè÷åñêîé ðåäóêöèè ñ ïðåäâàðèòåëüíûì ðàñ÷åòîì ïðîãîíî÷íûõ êîý��èöèåíòîâ, êî-òîðûé èñïîëüçóåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.Â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû A, èìåþùåé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèéóçëó, ëåæàùåìó íà x-ëèíèè, áóäóò îòëè÷íû îò íóëÿ â îáùåì ñëó÷àå qx = 3(nx,m − 1) +
4(ny,m − 1) ýëåìåíòîâ, à äëÿ y-ëèíèè ýòî ÷èñëî ðàâíî qy = 3(ny,m − 1) + 4(nx,m − 1).



110 Â.Ì. ÑâåøíèêîâÏîðÿäîê n ìàòðèöû A ðàâåí ÷èñëó óçëîâ ñåòêè ωh, è îí íàìíîãî ìåíüøå ÷èñëà óçëîâðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè Ωh.Íà ïîñëåäíåì ýòàïå ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà íàõîäèòñÿ îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå âïîäîáëàñòÿõ. Ïðè ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü ïîäçàäà÷è âî âñåõ K ïîäîáëàñòÿõ,íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü G, ýòî äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ëèøü äëÿïîäîáëàñòåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà è îáðàáîòêè.Êîíêðåòèçèðóåì ïîëó÷åííûå îöåíêè íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è Äèðèõ-ëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â åäèíè÷íîì êâàäðàòå. Áóäåì ñ÷èòàòü ãðàíè÷íûìè âñå ïîä-îáëàñòè, ïðèìûêàþùèå ê ãðàíèöå êâàäðàòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî à) Nx = Ny = NH , á)
nx,k = ny,k = m, â) âñïîìîãàòåëüíûå ïîäçàäà÷è ðåøàþòñÿ äëÿ êàæäîé ãðàíè÷íîé ïîä-îáëàñòè (K ′

2 = K2 = 4(NH − 1) (íàïîìíèì, ÷òî Nx, Ny � ÷èñëà èíòåðâàëîâ ìàêðîñåòêè
ΩH ïî x, y). Òîãäà èìååì

KA,b = m+ 16(NH − 1)(m− 1) +N2
H .Ñðàâíèì ýòó âåëè÷èíó ñ êîëè÷åñòâîì KI ïîäçàäà÷ â òîì ñëó÷àå, åñëè áû ðåøåíèåâî âñåé îáëàñòè èñêàëîñü ìåòîäîì èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ýòîéîöåíêè, ÷òî m ≈ NH . Òàê êàê KI = NIN

2
H , ãäå NI � ÷èñëî èòåðàöèé, è KA,b < 17N2

H ,òî KAB ≈ KI ïðè NI < 17, ò. å. �îðìèðîâàíèå ñèñòåìû (3) òðåáóåò ðåøåíèÿ ìåíüøåãîêîëè÷åñòâà ïîäçàäà÷, ÷åì ýòî äåëàåòñÿ ïðè ïðîâåäåíèè 17 èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì.Îòìåòèì, ÷òî ýòî ÷èñëî óìåíüøàåòñÿ ïðè m < NH , à òàêæå òî, ÷òî âñïîìîãàòåëüíûåïîäçàäà÷è èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü èõ ïî ñâåðõáûñòðûì àëãî-ðèòìàì.Ïîðÿäîê n ìàòðèöû A â äàííîì ñëó÷àå ðàâåí
n = 2NH(NH − 1)(m− 1).Ñðàâíèì ýòó âåëè÷èíó ñ ÷èñëîì âíóòðåííèõ óçëîâ Qh = (Nh − 1) (Nh − 1) ðåçóëü-òèðóþùåé ñåòêè Ωh, ãäå Nh � ÷èñëî èíòåðâàëîâ äàííîé ñåòêè â îäíîì íàïðàâëåíèè.Òîãäà m =

Nh

NH

è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Nh >> NH >> 1, ïîëó÷èì
Qh

n
≈

Nh

2NH

=
m

2
.2.2. Îáúåì çàïîìèíàåìîé èí�îðìàöèèÍàèáîëüøèé îáúåì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà îòâîäèòñÿ ïîä õðàíåíèå ýëåìåíòîâ

ai,j ìàòðèöû A, âû÷èñëÿåìûõ ïî �îðìóëàì (7) è (8) â óçëàõ ñåòêè ωh. Ñïîñîá õðàíå-íèÿ è äîñòóïà ê êîý��èöèåíòàì çàâèñèò îò âèäà ïîäîáëàñòåé, íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿêîòîðûõ ëåæèò ðàññìàòðèâàåìûé i-é óçåë.Äëÿ âíóòðåííèõ ïîäîáëàñòåé äîñòàòî÷íî ñîõðàíèòü âåëè÷èíû f j
h,i, ðàññ÷èòàííûå ïî�îðìóëå (7) íà äâóõ ñòîðîíàõ îäíîé âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè G0. Â ýòîì ñëó÷àå õðàíèòñÿìàññèâ, ñîñòîÿùèé èç Q1 ýëåìåíòîâ, ãäå Q1 âûðàæàåòñÿ êàê

Q1 = (nx,m − 1) [3 (nx,m − 1) + 4 (ny,m − 1)] + (ny,m − 1) [3 (ny,m − 1) + 4 (nx,m − 1)] .Ýòè âåëè÷èíû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A â ñòðîêàõ,ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàì ñåòêè ωh, ëåæàùèì íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ âíóòðåííèõ ïîäîá-ëàñòåé, ñîãëàñíî ðàññìîòðåííîìó âûøå ïðèíöèïó.



Îöåíêè ý��åêòèâíîñòè ïðÿìîãî ìåòîäà äåêîìïîçèöèè 111Ïóñòü òåïåðü γ′k � îòðåçîê ãðàíèöû ñîïðÿæåíèÿ äâóõ ïîäîáëàñòåé, èç êîòîðûõ õîòÿáû îäíà ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé (k = 1, K
(2)
γ , ãäå K(2)

γ � ñóììàðíîå ÷èñëî îòðåçêîâ â K2ãðàíè÷íûõ ïîäîáëàñòÿõ). Â ýòîì ñëó÷àå ðàññ÷èòûâàþòñÿ è çàïîìèíàþòñÿ êîý��èöèåí-òû äëÿ êàæäîãî óçëà Ti ∈ γ′k è äëÿ êàæäîãî îòðåçêà γ′k. ×èñëî Q2 õðàíèìûõ âåëè÷èíçàâèñèò îò êîí�èãóðàöèè ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
Q2 < 7K(2)

γ (m− 1)2 ,ãäå m = max (nx,m, ny,m). Â îáùåì ñëó÷àå Q2 >> Q1. Òàê æå, êàê è ÷èñëî âñïîìîãàòåëü-íûõ çàäà÷, Q2 ìîæåò áûòü óìåíüøåíî çà ñ÷åò ïîäîáëàñòåé, ïðèìûêàþùèõ ê îòðåçêàìãðàíèöû Γ, ïàðàëëåëüíûì îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé.Ïðèâåäåì îöåíêè âåëè÷èíû Q2 äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è. ×èñëî îòðåçêîâ γ′k â íåé ðàâíî
K

(2)
γ = 4 (2NH − 3). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Q2 = 28 (2NH − 3) (m− 1)2 .Ñðàâíèâàÿ ýòó âåëè÷èíó ñ ÷èñëîì âíóòðåííèõ óçëîâ Qh ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè Ωh,ïîëó÷èì îöåíêó
Q2

Qh

<
56

NH

.3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñòàâèëèñü ñ öåëüþ ïîêàçàòü ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííî-ãî â [1℄ ïîäõîäà íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è, êîòîðîé ñëóæèëà çàäà÷à Äèðèõëåäëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:
∆ u = 0, u|Γ = g,â êâàäðàòå Ḡ = { 0.1 ≤ x ≤ 0.6, 0 ≤ y ≤ 0.5 } . Äàííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé �ðàã-ìåíò áîëåå îáùåé çàäà÷è î ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äâóìÿêîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè ñ ðàäèóñàìè R1 = 0.1, R2 = 1, íà êîòîðûõ çàäàþò-ñÿ çíà÷åíèÿ èñêîìîé �óíêöèè ū, ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî 0, 1. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à èìååòòî÷íîå ðåøåíèå
ū = ln

r

R1

/

ln
R2

R1
,ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð. Ôóíêöèÿ g âûáèðàëàñü, êàê g = ū|Γ, è òîãäà òî÷íîå ðåøåíèåèñõîäíîé çàäà÷è åñòü u = ū â G.�àñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïîêðûâàëàñü êâàäðàòíîé ñåòêîé

Ωh =
{

x = xi, y = yj, i, j = 1, Nh − 1
}ñ øàãîì h = 0.5/Nh è ðàçáèâàëàñü ëèíèÿìè x = XI , y = YJ (I, J = 1, NH − 1), ñîâ-ïàäàþùèìè ñ ëèíèÿìè ñåòêè Ωh è ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé ëèíèè ìàêðîñåòêè ΩH , íà

NG = N2
H ïðÿìîóãîëüíûõ ïîäîáëàñòåé Gk, ãäå Nh, NH > 1 � çàäàíû è ïðåäñòàâëÿþò ñî-áîé ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëà èíòåðâàëîâ ñåòîê Ωh è ΩH â îäíîì íàïðàâëåíèè. Â êà÷åñòâåîïåðàòîðîâ ∆

(k)
h âûáèðàëèñü îáû÷íûå ïÿòèòî÷å÷íûå ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû Ëàïëàñà[2℄. Îïåðàòîðîì dh, àïïðîêñèìèðóþùèì íîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå, ñëóæèëà òðåõòî÷å÷-íàÿ ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ äëÿ ñîñåäíèõ óçëîâ, îáîçíà÷åííûõ öè�ðàìè 0,1,2,âûãëÿäèò êàê

(dhuh)0 =
−3 (uh)0 + 4 (uh)1 − (uh)2

2h
.



112 Â.Ì. ÑâåøíèêîâÎòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòîâ, %
NH Nh16 32 64 128 256 5122 1.6·10−1 8.5·10−2 2.9·10−2 8.1·10−3 � �4 2.0·10−1 8.7·10−2 2.9·10−2 8.1·10−3 2.0·10−38 8.5·10−2 2.9·10−2 8.1·10−3 2.0·10−3 5.0·10−416 1.7·10−2 7.0·10−3 2.0·10−3 4.8·10−432 4.4·10−3 1.4·10−3 4.0·10−464 1.0·10−3 2.3·10−4�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ ñåòîê Ωh, ΩH : Nh = Nh,k = 2k+3;

NH = NH,k = 2k+1, k = 1, 6. Êðàåâûå ïîäçàäà÷è ðåøàëèñü ìåòîäîì öèêëè÷åñêîé ðåäóê-öèè ñ ïðåäâàðèòåëüíûì ðàñ÷åòîì ïðîãîíî÷íûõ êîý��èöèåíòîâ äëÿ ÷èñëà èíòåðâàëîâ
m =

Nh

NH

ïîäñåòîê, ëåæàùåãî â ïðåäåëàõ 4 ≤ m ≤ 64, ò. å. äëÿ íåêîòîðûõ ñî÷åòàíèé
Nh, NH ðàñ÷åòû íå ïðîâîäèëèñü. Â òàáëèöå äàíû çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè
ε, %, ðàññ÷èòàííîé ïî �îðìóëå

ε% = max
i,j

∣

∣

∣

∣

ui,j − (uh)i,j

ui,j

∣

∣

∣

∣

· 100 %,ãäå (i, j) � íîìåðà óçëîâ ñåòêè Ωh.�åçóëüòàòû äàííîé òàáëèöû ïðè áîëüøèõ Nh ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðåäëî-æåííûé àëãîðèòì ïðè äàííûõ àïïðîêñèìàöèÿõ èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü íà ñåòêàõ Ωh ïî îáû÷íîé ïÿòèòî÷å÷-íîé ñõåìå áåç ðàçáèåíèÿ íà ïîäîáëàñòè. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè ε% ñ ïðè-íÿòîé òî÷íîñòüþ ñîâïàëè ñ ðåçóëüòàòàìè òàáëèöû ïðè NH = 2. Ýòè �àêòû ñâèäåòåëü-ñòâóþò î òîì, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì íå âíîñèò äîïîëíèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé âðàñ÷åòû ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì ïîäõîäîì ðåøåíèÿ áåç ðàçáèåíèÿ íà ïîäîáëàñòè.Çàêëþ÷åíèåÎòìåòèì ðÿä ñâîéñòâ àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ïðÿìîì ìåòîäå äåêîìïîçèöèè áåç íà-ëîæåíèÿ ïîäîáëàñòåé äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íà ïðÿìîóãîëüíûõ êâàçèñòðóêòóðè-ðîâàííûõ ñåòêàõ, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [1℄.1. �åøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ èùåòñÿ íà ïðåäëîæåííûõ àäàïòèâíûõ ñåòêàõ: çà ñ÷åòëîêàëüíîé ìîäè�èêàöèè îíè ó÷èòûâàþò êîí�èãóðàöèþ ãðàíèöû, à çà ñ÷åò èçìåíåíèÿïëîòíîñòè ñåòî÷íûõ óçëîâ â ïîäîáëàñòÿõ � íåîäíîðîäíîñòè ïðàâîé ÷àñòè ðåøàåìîãîóðàâíåíèÿ.2. �àáîòà ñ äàííûìè ñåòêàìè ïðîâîäèòñÿ ïî ïðîñòûì àëãîðèòìàì çà ñ÷åò èõ ñòðóêòó-ðèðîâàííîãî ïîñòðîåíèÿ. Íàïðèìåð, ÷àñòî âñòðå÷àþùàÿñÿ â ïðàêòèêå âû÷èñëèòåëüíàÿçàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ñåòî÷íîãî ýëåìåíòà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò çàäàííàÿ òî÷êà T ,ðåøàåòñÿ â äâà ýòàïà: íà ïåðâîì èç íèõ ïî î÷åâèäíûì ïðåäåëüíî ïðîñòûì ïðàâèëàìîïðåäåëÿåòñÿ ïîäîáëàñòü, â êîòîðóþ ïîïàëà T , à íà âòîðîì ýòàïå ïî àíàëîãè÷íûì ïðà-âèëàì � ñåòî÷íûé ýëåìåíò w, ëåæàùèé â äàííîé ïîäîáëàñòè. Ýòîò àëãîðèòì ïðèìåíèìäëÿ áîëüøèíñòâà ñåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè w ñîäåðæèò õîòÿ áûîäèí ìîäè�èöèðîâàííûé óçåë, âòîðîé ýòàï òðåáóåò äàëüíåéøåé äåòàëèçàöèè.



Îöåíêè ý��åêòèâíîñòè ïðÿìîãî ìåòîäà äåêîìïîçèöèè 1133. Ïðîâåäåííûå îöåíêè è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðäèëè ðàáîòîñïîñîáíîñòüàëãîðèòìà. Íà ïðèìåðå ìîäåëüíîé çàäà÷è ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñâîåé ðåàëèçàöèè îí òðå-áóåò ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîäçàäà÷, ÷èñëî êîòîðûõ ìåíüøå ÷èñëà ïîäçàäà÷ ïðèïðîâåäåíèè 17 èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì, íî ïðè ýòîì â ñèëó ñïåöè�èêè âñïîìîãàòåëü-íûå ïîäçàäà÷è ðåøàþòñÿ ïî áûñòðûì àëãîðèòìàì. Îáúåì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè êîì-ïüþòåðà, íà êîòîðîì ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ, äëÿ õðàíåíèÿ íåîáõîäèìîé äëÿ ðàñ÷åòîâèí�îðìàöèè ñîñòàâëÿåò ïðèåìëåìóþ âåëè÷èíó. Òàê, åñëè ðåçóëüòèðóþùàÿ ñåòêà Ωhèìååò 1024 × 1024 èíòåðâàëîâ è ïðîâîäèòñÿ ðàçáèåíèå íà 32 × 32 ïîäîáëàñòè, òî äî-ïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ ìåíåå äâóõ ìàññèâîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ðàçìåðíîñòü,ðàâíóþ ÷èñëó óçëîâ Ωh. Ïðè ýòîì ìàòðèöà A ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé èñêîìîé �óíêöèè íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ ïîäîáëàñòåéèìååò ïîðÿäîê, ïðèáëèçèòåëüíî â 16 ðàç ìåíüøèé ïîðÿäêà ìàòðèöû ñèñòåìû ðàçíîñò-íûõ óðàâíåíèé, ïîñòðîåííûõ â óçëàõ Ωh ïðè ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è áåç ðàçáèåíèÿíà ïîäîáëàñòè. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ýòîì ÷èñëî íåíóëåâûõ êîý��èöèåíòîâ âîäíîì óðàâíåíèè ìîæåò äîñòèãàòü âåëè÷èíû 7 × 31 = 217.4. Êðàåâûå ïîäçàäà÷è â ïîäîáëàñòÿõ ðåøàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ò. å. âäàííîé ÷àñòè àëãîðèòì ïàðàëëåëüíûé.5. Êðàåâûå ïîäçàäà÷è âî âíóòðåííèõ ïîäîáëàñòÿõ ìîãóò ðåøàòüñÿ îïòèìàëüíûì ïîáûñòðîäåéñòâèþ ìåòîäîì öèêëè÷åñêîé ðåäóêöèè.6. Áëî÷íûé õàðàêòåð àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî èñïîëüçîâàòü ñâåðõáûñòðóþêýø-ïàìÿòü êîìïüþòåðà.7. Íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå àëãîðèòìà íåò íåîáõîäèìîñòè â ðåøåíèè êðàåâûõ ïîä-çàäà÷ âî âñåõ ïîäîáëàñòÿõ, ýòî äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ëèøü â òåõ èç íèõ, êîòîðûå ïðåä-ñòàâëÿþò èíòåðåñ.8. Àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïåðåíåñåí ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ óñëîæíåíèÿ íà ðåøåíèåäðóãèõ óðàâíåíèé ïîìèìî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ðàññìîòðåí-íîãî â [1℄. Òàê, â êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäè-íàòàõ (r, z) òðåáóåòñÿ ðåøåíèå áàçîâûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîäçàäà÷ âìåñòî îïðåäåëåíèÿîäíîé âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè íå áîëåå ÷åì â Nr ïîäîáëàñòÿõ, ãäå Nr � ñîîòâåòñòâåííî÷èñëî èíòåðâàëîâ ìàêðîñåòêè â íàïðàâëåíèè îñè r.9. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ý��åêòèâåí ïðè ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ è íåëè-íåéíûõ çàäà÷, òàê êàê ïðè ýòîì ìàòðèöà A �îðìèðóåòñÿ îäèí ðàç äî ïðîâåäåíèÿ íåñòà-öèîíàðíîãî ïðîöåññà èëè èòåðàöèé ïî íåëèíåéíîñòè.10. Íàèáîëåå ý��åêòèâåí äàííûé ìåòîä ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ â îáëàñòÿõ, ãðà-íèöû êîòîðûõ ñîñòîÿò áîëüøåé ÷àñòüþ èç êóñêîâ, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îñÿì. Â÷àñòíîñòè, ïèêîâàÿ ý��åêòèâíîñòü äîñòèãàåòñÿ ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-íåíèÿ Ëàïëàñà â îáëàñòÿõ, ñîñòàâëåííûõ èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ñâåøíèêîâ Â.Ì. Ïðÿìîé ìåòîä äåêîìïîçèöèè áåç íàëîæåíèÿ ïîäîáëàñòåé äëÿ ðåøåíèÿêðàåâûõ çàäà÷ íà ïðÿìîóãîëüíûõ êâàçèñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè.2008. Ò. 13, � 2. Ñ. 106�118.[2℄ Ñàìàðñêèé À.À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ì.: Íàóêà, 1977.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25 àïðåëÿ 2007 ã.,â ïåðåðàáîòàííîì âèäå � 14 àïðåëÿ 2008 ã.


