
Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè Òîì 13, � 4, 2008
Íåëèíåéíî-äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäûíà íåñòàöèîíàðíîì äíå∗Ç.È. Ôåäîòîâà, �.Ñ. ÕàêèìçÿíîâÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: zf�it.ns.ru, khak�it.ns.ruA uniform derivation of the Green�Naghdi, Zheleznyak�Pelinovsky and Aleshkovnonlinear dispersive equations desribing water surfae waves is given for the ase of anon-stationary bottom pro�le. It is shown, that the Green�Naghdi's and Zheleznyak�Pelinovsky's equations are just di�erent forms of the seond order approximation forthe system of shallow water equations whih aounts for a bottom deformation andmovement.ÂâåäåíèåÂîïðîñû ãåíåðàöèè âîëí ïîäâèæíûì äíîì � âåñüìà àêòóàëüíû. Ýòî ñâÿçàíî ñ èí-òåðåñîì ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ äëèííûõ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí (öóíàìè),âûçâàííûõ èçìåíåíèåì �îðìû ìîðñêîãî äíà èç-çà ñõîäà îïîëçíåé èëè âñëåäñòâèå îá-ðàçîâàíèÿ ïðîòÿæåííûõ òðåùèí [1 � 3℄. Ñþäà æå îòíîñÿòñÿ çàäà÷è î äâèæåíèè òåë ïîäíó âîäîåìà, ÷òî òàêæå ìîæåò âûçûâàòü âîëíû íà ïîâåðõíîñòè âîäû [4℄.Ìîäåëèðîâàíèå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â ðàìêàõ ïîëíûõ ìîäåëåé ãèäðîäèíàìèêè òðå-áóåò áîëüøîãî âðåìåíè ðàñ÷åòà [5, 6℄. Òàê, â ñòàòüå [5℄ ÷èñëåííî èññëåäîâàëèñü âîëíîâûåðåæèìû, âîçíèêàþùèå ïðè äâèæåíèè ïîäâîäíîãî îïîëçíÿ. Ñïåöè�èêà ìîäåëèðîâàíèÿòàêèõ âîëí îïðåäåëÿåòñÿ áîëüøîé äëèòåëüíîñòüþ ïåðåìåùåíèÿ îïîëçíÿ îò áåðåãà âãëóáîêîâîäíóþ ÷àñòü âîäîåìà, äîâîëüíî áîëüøèìè ñêîðîñòÿìè åãî äâèæåíèÿ è, êàêñëåäñòâèå, íåîáõîäèìîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè áîëüøîé ïðîòÿæåííîñòèè ñåòîê ñ áîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åò îäíîãî âàðèàíòà ïî ïîëíîé ìî-äåëè çàíèìàåò íåñêîëüêî ÷àñîâ. Ïðèáëèæåííûå æå ìîäåëè òðåáóþò ìèíóòû, ïðè÷åìîáùàÿ êàðòèíà âîçíèêàþùèõ âîëíîâûõ ðåæèìîâ óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåòñÿ äàæåñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé.Îäíàêî áûëî îòìå÷åíî, ÷òî äëÿ äåòàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëåíèÿ íà ïðîäîëæè-òåëüíîå âðåìÿ òðåáóþòñÿ ìîäåëè, ñïîñîáíûå âîñïðîèçâîäèòü äèñïåðñèþ è îòðàæàòüíåîäíîðîäíîñòü ïðîöåññà â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ýòî áûëî ïîêàçàíî, íàïðèìåð,â ðàáîòàõ [1, 7℄, ãäå äëÿ èçó÷åíèÿ ãåíåðàöèè âîëí äâèæóùèìñÿ ïî îòêîñó òâåðäûìíåäå�îðìèðóåìûì òåëîì áûëè ïðèìåíåíû êàê ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå, òàê è ïîë-íûå óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [1℄ äëÿ èçó÷åíèÿ âîëíîîáðàçîâàíèÿèñïîëüçîâàíû äàííûå �èçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé,(ãðàíò � 06-05-64869) è ïðîåêòà INTAS 06-1000013-9236.© Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 2008.114



Íåëèíåéíî-äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû íà íåñòàöèîíàðíîì äíå 115Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà â ñëó÷àå äëèí-íîãî òîíêîãî îïîëçíÿ âñå ìîäåëè, îò êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû äî ïîëíîéìîäåëè òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè, õîðîøî îïèñûâàþò íàèáîëåå çàìåòíûå õàðàê-òåðèñòèêè âîëíîîáðàçîâàíèÿ, îòìå÷åííûå è â ýêñïåðèìåíòå. Äàæå ëèíåéíàÿ ìîäåëüìåëêîé âîäû â íà÷àëüíîé ÷àñòè ïðîöåññà ïîêàçûâàåò êàðòèíó, äîñòàòî÷íî áëèçêóþ êýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, îäíàêî ñ ðàçâèòèåì ïðîöåññà îñðåäíåííûå ïî âåðòèêàëèóðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò ê âåñüìà óïðîùåííîìó âîëíîâîìó ïîëþ, äàëåêîìó îò ïîëó÷åííîãîâ ýêñïåðèìåíòå. Êðîìå òîãî, óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû ïîêàçûâàþò çíà÷èòåëüíîå ïðåâû-øåíèå àìïëèòóäíûõ õàðàêòåðèñòèê.×òî êàñàåòñÿ íåëèíåéíî-äèñïåðñèîííûõ (ÍËÄ-) ìîäåëåé, òî îíè âîñïðîèçâîäÿò áî-ëåå ñëîæíóþ êàðòèíó âîëíîâîãî ïîëÿ: ïîä âëèÿíèåì äèñïåðñèè óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëîâîëí, óñëîæíÿåòñÿ ïðîöåññ ïåðåñòðîéêè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â ìîìåíò îñòàíîâêèîïîëçíÿ, óìåíüøàþòñÿ àìïëèòóäû âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñòîðîíó ìåëêîâîäüÿ.Ïðè÷èíà óêàçàííûõ ý��åêòîâ � áîëåå òî÷íîå ïî ñðàâíåíèþ ñ ãèäðîñòàòè÷åñêèì îïè-ñàíèå âåðòèêàëüíîé ñòðóêòóðû ïðîöåññîâ. Â ðàáîòå [1℄ ïðèìåíÿëèñü ìîäåëè òèïà Áóñ-ñèíåñêà [8℄, ïðè âûâîäå êîòîðûõ ïðåäïîëàãàëàñü ìàëîñòü àìïëèòóäû. Ïðè èñïîëüçî-âàíèè ÍËÄ-óðàâíåíèé, ñâîáîäíûõ îò ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ (íàçîâåì èõ ïîëíûìè ÍËÄ-ìîäåëÿìè), òî÷íîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ âîëíîâîãî ïîëÿ ïîâûøàåòñÿ, ÷òî ïîêàçàíî â ðà-áîòå [7℄ ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ ðàñ÷åòàìè ïî ïîëíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, êîòîðàÿ ñâûñîêîé òî÷íîñòüþ âîñïðîèçâîäèò êàê àìïëèòóäíûé, òàê è ÷àñòîòíûé õàðàêòåð âîëíî-âîãî ðåæèìà [1, 9℄. Àíàëèç ñïîñîáîâ âûâîäà èçâåñòíûõ íåëèíåéíî-äèñïåðñèîííûõ ìî-äåëåé, ðàáîòàþùèõ â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîãî äíà, ïîêàçàë, ÷òî áîëüøèíñòâî ìîäåëåéïîëó÷åíî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàëîñòè àìïëèòóäû [8, 9℄, íî åñòü è ïîë-íûå ÍËÄ-ìîäåëè: ýòî õîðîøî èçâåñòíûå óðàâíåíèÿ �ðèíà�Íàãäè [10℄, ìîäåëü Àëåøêî-âà [11℄ è ìîäåëü Ëüþ�Ëàéíåòà, ïðèìåíÿåìàÿ â îäíî- è äâóõñëîéíîì âàðèàíòàõ [9, 12℄.Ìîäåëè ðàçëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî â êàæäîé èç íèõ ïî-ñâîåìó îïðåäåëÿåòñÿ ïðèáëèæåí-íàÿ ñêîðîñòü. ×òî êàñàåòñÿ øèðîêî èñïîëüçóåìîé ìîäåëè Æåëåçíÿêà�Ïåëèíîâñêîãî,òî îíà áûëà âûâåäåíà [13, 14℄ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äíî íåïîäâèæíî. Â íàñòîÿùåé ðà-áîòå âûïîëíåíî îáîáùåíèå ýòîé ìîäåëè íà ñëó÷àé èçìåíÿþùåéñÿ äîííîé ïîâåðõíîñòèè ïîêàçàíî, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî äíà [15℄, ñèñòåìû óðàâíåíèé �ðèíà�Íàãäè è Æåëåçíÿêà�Ïåëèíîâñêîãî, õîòÿ è èìåþò èçíà÷àëüíî ðàçëè÷íûé âèä îïðåäå-ëÿþùèõ óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíû è ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè �îðìàìè çàïèñè îäíîé è òîéæå ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè ìåëêîé âîäû âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé Æåëåçíÿêà�Ïåëèíîâñêîãî íàìè ïðèìåíåí ïðîñòîé, îñíîâàííûéíà èíòåãðàëüíûõ çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ ñïîñîá âûâîäà; ýòèì æå ñïîñîáîì çäåñü âûâåäåíûíåëèíåéíî-äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ ìîäåëåé �ðèíà�Íàãäè è Àëåøêîâà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏóñòü ñëîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè îãðàíè÷åí ñíèçó ïîäâèæíûì äíîì, çàäàííûì �óíê-öèåé z = −h(x, y, t), à ñâåðõó � ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, îïèñûâàåìîé �óíêöèåé z =
η(x, y, t), ãäå t � âðåìÿ, x, y, z � êîîðäèíàòû òî÷êè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò Oxyz, îñü Oz êîòîðîé íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ, à êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü
Oxy ñîâïàäàåò ñ íåâîçìóùåííîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Â ïîëíîé ïîñòàíîâêå çàäà-÷è òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð ñêîðîñòè U = (u1, u2, w), äàâëåíèå p è �óíêöèþ η, êîòîðûå



116 Ç.È. Ôåäîòîâà, �.Ñ. Õàêèìçÿíîâäëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ ζ èç ïðîìåæóòêà −h ≤ ζ ≤ η óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìåèíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé
η

∫

ζ

(∇u + wz) dz = 0, (1)
η

∫

ζ

(ut + (u · ∇)u + wuz + ∇p) dz = 0, (2)
η

∫

ζ

(wt + u · ∇w + wwz + pz) dz = −
η

∫

ζ

g dz, (3)êðàåâûì óñëîâèÿì íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå
ηt + u · ∇η − w

∣

∣

∣

z=η
= 0, (4)

p
∣

∣

∣

z=η
= 0, (5)è óñëîâèþ íåïðîòåêàíèÿ ÷åðåç ïîäâèæíîå äíî

ht + u · ∇h + w
∣

∣

∣

z=−h
= 0, (6)ãäå ∇ = (∂/∂x, ∂/∂y), u = (u1, u2) � âåêòîð ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè,

∇u = u1,x + u2,y, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.Óðàâíåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ìîäåëåé ïîëó÷àþòñÿ ïðè òåõ èëè èíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõîòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(6), èñêîìûìè âåëè÷èíàìè â ýòèõ óðàâíåíèÿõ îáû÷-íî ÿâëÿþòñÿ H = η + h � ïîëíàÿ ãëóáèíà ñëîÿ æèäêîñòè è c = c(x, y, t) � âåêòîðñêîðîñòè â ïðèáëèæåííîé ìîäåëè, ñâÿçàííûé êàêèì-ëèáî îáðàçîì ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè
U(x, y, z, t) òðåõìåðíîãî òå÷åíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè â êà÷åñòâå c áðàòü îñðåäíåííóþ ïîãëóáèíå ãîðèçîíòàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè

v = (v1, v2) =
1

H

η
∫

−h

u dz, (7)òî äëÿ ëþáîé ïðèáëèæåííîé ìîäåëè ïîëó÷àåòñÿ îäíî è òî æå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:
Ht + ∇(Hc) = 0. (8)Îíî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (1), çàïèñàííîãî ïðè ζ = −h â âèäå óðàâíåíèÿ

∇
η

∫

−h

u dz − u∇η
∣

∣

∣

z=η
− u∇h

∣

∣

∣

z=−h
+ w

∣

∣

∣

z=η
− w

∣

∣

∣

z=−h
= 0 (9)è ó÷åòå â íåì óñëîâèé (4), (6).



Íåëèíåéíî-äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû íà íåñòàöèîíàðíîì äíå 117Åñëè âåêòîð c âûáðàí òàê, ÷òî îñðåäíåííàÿ ïî ãëóáèíå ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþ-ùàÿ âåêòîðà óñêîðåíèÿ ðàâíà âåêòîðó óñêîðåíèÿ â ïðèáëèæåííîé ìîäåëè, ò. å.
η

∫

−h

[

ut + (u · ∇)u + wuz

]

dz = H
(

ct + (c · ∇)c
)

, (10)òî èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå (2) ïðè ζ = −h ìîæíî ïåðåïèñàòü ñ ó÷åòîì äèíàìè÷åñêîãîóñëîâèÿ (5) â ñëåäóþùåì âèäå:
H

(

ct + (c · ∇)c
)

+ ∇
η

∫

−h

p dz − p
∣

∣

∣

z=−h
∇h = 0. (11)Òîãäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèáëèæåííîé ìîäåëè íåîáõîäèìî çíàòüðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â èñõîäíîì òðåõìåðíîì òå÷åíèè. Îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èçóðàâíåíèÿ (3) ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðî-ñòè U.2. Óðàâíåíèÿ ïðèáëèæåííîé ìîäåëè �ðèíà�ÍàãäèÏðè âûâîäå óðàâíåíèé ìîäåëè �ðèíà�Íàãäè ïðåäïîëàãàåòñÿ [10℄, ÷òî ãîðèçîíòàëüíàÿñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ïîñòîÿííà ïî ãëóáèíå (âåêòîð u íå çàâèñèò îò êîîðäè-íàòû z), à âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà çàâèñèò îò z ëèíåéíî:

w(x, y, z, t) = w0(x, y, t) + [z + h(x, y, t)]w1(x, y, t). (12)Â êà÷åñòâå èñêîìîãî âåêòîðà c âîçüìåì âåêòîð u. Ïîñêîëüêó u ≡ v, òî óðàâíåíèåíåðàçðûâíîñòè â ìîäåëè �ðèíà�Íàãäè èìååò âèä (8), ãäå c = u.Ïðè ïðåäïîëîæåíèè (12) îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíòû w èç óñëîâèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî
w0 = −Dh, à èç êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ (4) � w1 = DH/H , ãäå D � îïåðàòîð ïîëíîéïðîèçâîäíîé

D =
∂

∂t
+ c · ∇.Ñëåäîâàòåëüíî, âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

w = −Dh +
z + h

H
DH,êîòîðàÿ â ñèëó ðàâåíñòâà

DH = −H∇c, (13)âûòåêàþùåãî èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (8), ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
w = −Dh − (z + h)∇c. (14)Òîãäà

Dw = −D2h −∇cDh − (z + h)D (∇c) , (15)
wwz = ∇cDh + (z + h) (∇c)2 , (16)



118 Ç.È. Ôåäîòîâà, �.Ñ. Õàêèìçÿíîâïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (3) ïðè ó÷åòå äèíàìè÷åñêîãî óñëîâèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî äàâëåíèåÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèåé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé z:
p = −H2

2
R1 + (g − R2)H − (g − R2)(z + h) +

(z + h)2

2
R1, −h ≤ z ≤ η, (17)ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

R1 = D (∇c) − (∇c)2 , R2 = D2h. (18)Ïîñêîëüêó uz = 0, òî áóäåò ñïðàâåäëèâûì ðàâåíñòâî (10), ïîýòîìó íàéäåííîå âû-ðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â óðàâíåíèè (11) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷ëåíîâ ñäàâëåíèåì:
∇

η
∫

−h

p dz − p
∣

∣

∣

z=−h
∇h = gH∇η −∇

(

H3

3
R1 +

H2

2
R2

)

+ H∇h

(

H

2
R1 + R2

)

. (19)Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèìåò âèä
ct + (c · ∇)c + g∇η =

1

H
∇

(

H3

3
R1 +

H2

2
R2

)

−∇h

(

H

2
R1 + R2

)

. (20)Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (13), ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ �îðìóëó äëÿ R1:
R1 = −D2H

H
= −D2h + D2η

H
,ñëåäîâàòåëüíî,

H3

3
R1 +

H2

2
R2 =

H2

6
D2

(

h − 2η
)

,
H

2
R1 + R2 =

1

2
D2

(

h − η
)

,ïîýòîìó ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (20)ïðèíèìàåò âèä, ïðèâåäåííûé â ñòàòüå [16℄:
ct +(c ·∇)c+g∇η =

1

6

[

−D2η∇(4η +h)+D2h∇(2η−h)− (η +h)∇
(

2D2η − D2h
)

]

, (21)ò. å. óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (20) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ (21) ïðèáëèæåííîéìîäåëè �ðèíà�Íàãäè [10℄.3. Óðàâíåíèÿ ìîäåëè Æåëåçíÿêà�Ïåëèíîâñêîãîäëÿ ïîäâèæíîãî äíàÂ ýòîé ïðèáëèæåííîé ìîäåëè èñêîìûå âåëè÷èíû � ïîëíàÿ ãëóáèíà è îñðåäíåííàÿ ïîãëóáèíå ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå, êàê óêàçàíî âûøå,óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè áóäåò èìåòü âèä (8), ïðè ýòîì c = v. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíå-íèÿ äâèæåíèÿ ââîäÿòñÿ òàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòè èñõîäíîãî òå÷å-íèÿ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî (10). Â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåðòèêàëüíàÿêîìïîíåíòà ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ, êàê è â ìîäåëè �ðèíà�Íàãäè, ëèíåéíîé �óíêöèåé êî-îðäèíàòû z, à ãîðèçîíòàëüíûå êîìïîíåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ïî-äðóãîìó � îíè çàâèñÿò îò



Íåëèíåéíî-äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû íà íåñòàöèîíàðíîì äíå 119âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû, ÿâëÿÿñü êâàäðàòè÷íûìè �óíêöèÿìè z. Íàâîäÿùèå ñîîáðà-æåíèÿ îòíîñèòåëüíî âèäà çàâèñèìîñòè îò z �óíêöèé u è w îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèèî ïîòåíöèàëüíîñòè òå÷åíèÿ è íà èñïîëüçîâàíèè ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè ϕ âðÿä ïî íåêîòîðîìó ïàðàìåòðó. Ïîñêîëüêó â íàñòîÿùåé ðàáîòå, â îòëè÷èå îò [13, 14℄,ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïîäâèæíîãî äíà, ïðèâåäåì êðàòêèé âûâîä �îðìóë äëÿ u è w.Èòàê, ïóñòü u = ∇ϕ, w = ϕz, ϕ � ïîòåíöèàë âåêòîðà ñêîðîñòè U, ÿâëÿþùèéñÿðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå:
x =

x

L
, y =

y

L
, z =

z

h0

, h =
h

h0

, η =
η

a0

, t =
t
√

gh0

L
, ϕ = ϕ

√
gh0

Lga0

,ãäå L � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïî ãîðèçîíòàëè, h0, a0 � õàðàêòåðíûå ãëóáèíà è àìïëèòóäàâîëíû. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå Ëàïëàñà è óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ (6)ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:
∇2

ϕ +
1

β
ϕzz = 0, (22)

ht + α∇ϕ · ∇ h +
α

β
ϕz

∣

∣

∣

z=−h
= 0, (23)ãäå ∇ = (∂/∂x, ∂/∂y), ∇2

= ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2, α = a0/h0, β = (h0/L)2. Äàëåå ÷åðòó íàäîïåðàòîðàìè è áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè áóäåì îïóñêàòü.Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè ïî ïàðàìåòðó β

ϕ(x, y, z, t) = f(x, y, t) + β
[

z + h(x, y, t)
]

f1(x, y, t) + β2

[

z + h(x, y, t)
]2

f2(x, y, t) + . . . (24)â óðàâíåíèå (23), ïîëó÷àåì
f1 = − ht/α + ∇f · ∇h

1 + β(∇h)2
,ïîýòîìó

βf1 = −β (ht/α + ∇f · ∇h) + O
(

β2
)

.Òîãäà èç óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (22) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
β2f2 = −β

2
∇2f + O

(

β2
)

,òàêèì îáðàçîì,
ϕ = f − β(z + h)

(

ht

α
+ ∇f · ∇h

)

− β
(z + h)2

2
∇2f + O

(

β2
)

, (25)ãäå f � çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà íà äíå, ïðè ýòîì
v = ∇f − β

[

∇h

(

ht

α
+ ∇f · ∇h

)

+
H

2
∇

(

ht

α
+ ∇f · ∇h

)

+

+
H

2
∇h∇2f +

H2

6
∇

(

∇2f
)

]

+ O
(

β2
)

, (26)
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v =

1

h + αη

αη
∫

−h

∇ϕ dz.Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî ∇f = v + O (β), èç �îðìóëû (25) ïîëó÷àåì
ϕ = f − β(z + h)

(

ht

α
+ v · ∇h

)

− β
(z + h)2

2
∇v + O

(

β2
)

. (27)Ñëåäîâàòåëüíî,
|∇ϕ|2 = v · v + β

[

H − 2(z + h)
][

v · ∇
(

ht

α
+ v · ∇h

)

+ ∇v (v · ∇h)
]

+

+β

[

H2

3
− (z + h)2

]

v · ∇ (∇v) + O
(

β2
)

. (28)Îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà O (β2) è âîçâðàùàÿñü ê ðàçìåðíûì ïåðåìåííûì, ïîëó-÷àåì ñëåäóþùèå �îðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà, ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòâåêòîðà ñêîðîñòè è |u|2:
ϕ = f − (z + h)Dh − (z + h)2

2
∇v,

u = ∇ϕ = v +

[

H

2
− z − h

]

(

∇Dh + ∇h∇v

)

+

[

H2

6
− (z + h)2

2

]

∇ (∇v) , (29)
w = ϕz = −Dh − (z + h)∇v, (30)

|u|2 = v · v +
[

H − 2(z + h)
][

v · ∇Dh +∇v (v · ∇h)
]

+

[

H2

3
− (z + h)2

]

v · ∇ (∇v) , (31)êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèáëèæåííîé ìîäåëè.Â ñèëó ðàâåíñòâà c = v âûðàæåíèÿ (14) è (30) äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêî-ðîñòè â ìîäåëÿõ �ðèíà�Íàãäè è Æåëåçíÿêà�Ïåëèíîâñêîãî ñîâïàäàþò. Ïîêàæåì, ÷òîè äàâëåíèå â ýòèõ äâóõ ìîäåëÿõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî îäíîé è òîé æå �îðìóëå (17). Â ñàìîìäåëå, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî
uz = ∇w, (32)óðàâíåíèå (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

η
∫

ζ

(

wt +
1

2

(

|u|2
)

z
+ wwz + pz

)

dz = −g(η − ζ). (33)Ñ ó÷åòîì �îðìóë (30) è (31) óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà
1

2

(

|u|2
)

z
= c · ∇w, (34)
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wt +

1

2

(

|u|2
)

z
= Dw (35)è âûðàæåíèå (17) äëÿ äàâëåíèÿ ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (33) ïðè ó÷åòå �îðìóë (15), (16).Ïîêàæåì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (10). Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (32) è u = ∇ϕèìååì

η
∫

−h

(ut + (u · ∇)u + wuz) dz =

η
∫

−h

(

ut +
1

2
∇

(

|u|2
)

+ w∇w

)

dz, (36)à â ñèëó ðàâåíñòâà (31)
η

∫

−h

1

2
∇

(

|u|2
)

dz =
H

2
∇ (v · v) +

H

2

[

∇H − 2∇h
][

v · ∇Dh + ∇v (v · ∇h)
]

+

+

[

H2

3
∇H − H2

2
∇h

]

v · ∇ (∇v) . (37)Äàëåå èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî
1

2
∇ (v · v) = (v · ∇)v + b,ãäå b = (v2ω, −v1ω), ω = ∂v2/∂x−∂v1/∂y � �óíêöèÿ âèõðÿ, êîòîðàÿ ñîãëàñíî �îðìóëå(29) áóäåò ðàâíà

ω = −
(Hx

2
− hx

)(

(Dh)y + hy∇v

)

− H

2
hy(∇v)x −

H

3
Hx(∇v)y+

+
(Hy

2
− hy

)(

(Dh)x + hx∇v

)

+
H

2
hx(∇v)y +

H

3
Hy(∇v)x.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â �îðìóëó äëÿ b, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (37):

H

2
∇ (v · v) = H (v · ∇)v − H

2

[

∇H − 2∇h
][

v · ∇Dh + ∇v (v · ∇h)
]

−

−
[

H2

3
∇H − H2

2
∇h

]

v · ∇ (∇v) +

+
H

2

[

∇Dh + ∇v∇h
][

v · ∇H − 2v · ∇h
]

+
[H2

3
v · ∇H − H2

2
v · ∇h

]

∇ (∇v) , (38)ñëåäîâàòåëüíî,
η

∫

−h

1

2
∇

(

|u|2
)

dz = H (v · ∇)v+

+
H

2

[

∇Dh + ∇v∇h
][

v · ∇H − 2v · ∇h
]

+
[H2

3
v · ∇H − H2

2
v · ∇h

]

∇ (∇v) . (39)



122 Ç.È. Ôåäîòîâà, �.Ñ. ÕàêèìçÿíîâÈñïîëüçóÿ �îðìóëó (30) äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî âðàâåíñòâå (36)
η

∫

−h

w∇w dz =
H

2

[

∇Dh + ∇v∇h
][

H∇v + 2Dh
]

+
[H2

3
H∇v +

H2

2
Dh

]

∇ (∇v) . (40)È íàêîíåö, ó÷åò âûðàæåíèÿ (29) äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ïðè-âîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:
η

∫

−h

ut dz = Hvt +
H

2

[

∇Dh + ∇v∇h
][

Ht − 2ht

]

+
[H2

3
Ht −

H2

2
ht

]

∇ (∇v) . (41)Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà (39)�(41) è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (8) è ðàâåí-ñòâî Dh = ht + v · ∇h, ïîëó÷àåì, ÷òî
η

∫

−h

(

ut +
1

2
∇

(

|u|2
)

+ w∇w

)

dz = H (ct + (c · ∇)c) .Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâî (10) âûïîëíåíî, ïîýòîìó óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìî-äåëè Æåëåçíÿêà�Ïåëèíîâñêîãî ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (11) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãîäàâëåíèÿ. Íî ïîñêîëüêó äàâëåíèå â ìîäåëè Æåëåçíÿêà�Ïåëèíîâñêîãî âû÷èñëÿåòñÿ ïîòîé æå �îðìóëå (17), ÷òî è â ìîäåëè �ðèíà�Íàãäè, òî è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ó íèõáóäóò îäèíàêîâûìè. Èòàê, óðàâíåíèÿ ïðèáëèæåííîé ìîäåëè Æåëåçíÿêà�Ïåëèíîâñêî-ãî äëÿ ñëó÷àÿ ïîäâèæíîãî äíà çàäàþòñÿ òåìè æå �îðìóëàìè (8), (20), ÷òî è â ìîäåëè�ðèíà�Íàãäè.4. Óðàâíåíèÿ íåëèíåéíî-äèñïåðñèîííîé ìîäåëè ÀëåøêîâàÒàê æå, êàê è óðàâíåíèÿ Æåëåçíÿêà�Ïåëèíîâñêîãî, óðàâíåíèÿ ïðèáëèæåííîé ìîäåëèÀëåøêîâà âûâîäÿòñÿ íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîòåíöèàëüíîñòè èñõîäíîãî òðåõìåð-íîãî òå÷åíèÿ, îäíàêî òåïåðü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîé ñêîðîñòè c áåðåòñÿ ∇f , ïîýòîìóâûðàæåíèå (25) äëÿ ïîòåíöèàëà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
ϕ = f − β(z + h)

(

ht

α
+ c · ∇h

)

− β
(z + h)2

2
∇c + O

(

β2
)

, (42)ãäå ïî-ïðåæíåìó f � çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà íà äíå.Ïîñêîëüêó äëÿ ïðèáëèæåííîé ñêîðîñòè v ìîäåëè Æåëåçíÿêà�Ïåëèíîâñêîãî èìååòìåñòî, êàê ýòî ñëåäóåò èç �îðìóëû (26), ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç âåêòîð c = ∇f :
v = c − β

[

∇h

(

ht

α
+ c · ∇h

)

+
H

2
∇

(

ht

α
+ c · ∇h

)

+
H

2
∇c∇h +

H2

6
∇ (∇c)

]

+ O
(

β2
)

,òî ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ â ýòîì âûðàæåíèè ÷ëåíîâ ïîðÿäêà O (β2) è ïåðåõîäà ê ðàçìåð-íûì ïåðåìåííûì åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà
v = c −∇hDh − H

2
∇Dh − H

2
∇c∇h − H2

6
∇ (∇c) . (43)
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Ht + ∇(Hv) = 0âìåñòî v ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (43), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ìîäåëèÀëåøêîâà:

Ht + ∇(Hc) = ∇
[

H∇hDh +
H2

2
(∇Dh + ∇c∇h) +

H3

6
∇ (∇c)

]

. (44)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåì, îñíîâûâàÿñü íà ïðåäñòàâëåíèè(42), ÷òî ïîòåíöèàë ñêîðîñòè èñõîäíîãî òå÷åíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
ϕ = f − (z + h)Dh − (z + h)2

2
∇c.Òîãäà

u = ∇ϕ = c −∇hDh − (z + h)
(

∇Dh + ∇c∇h
)

− (z + h)2

2
∇ (∇c) , (45)

w = ϕz = −Dh − (z + h)∇c, (46)è àíàëîãîì ðàâåíñòâà (31) çäåñü áóäåò ñëåäóþùåå:
|u|2 = c · c− 2

[

Dh (c · ∇h) + (z + h)
(

c · ∇Dh+∇c (c · ∇h)
)

+
(z + h)2

2
c ·∇ (∇c)

]

. (47)Âèäèì, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè â ìîäåëÿõ �ðèíà�Íàãäè, Æåëåç-íÿêà�Ïåëèíîâñêîãî è Àëåøêîâà îïðåäåëÿåòñÿ ïî îäíîé è òîé æå �îðìóëå (14). Êðîìåòîãî, èñïîëüçóÿ �îðìóëû (45)�(47), óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ (32)�(35),âñëåäñòâèå ÷åãî äåëàåì âûâîä, ÷òî äàâëåíèå äëÿ âñåõ òðåõ ìîäåëåé òàêæå âû÷èñëÿåòñÿïî îäíîé è òîé æå �îðìóëå (17).Õîòÿ äëÿ ìîäåëè Àëåøêîâà íå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (10), ñëóæèâøåå îñíîâîé äëÿâûâîäà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïåðâûõ äâóõ ìîäåëåé, îäíàêî ðàâåíñòâî (36) îñòàåòñÿ âåð-íûì. Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ îò êàæäîãî ñëàãàåìîãî ïîäûíòåãðàëüíîé�óíêöèè èç ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (47) ïîëó÷àåì
η

∫

−h

1

2
∇

(

|u|2
)

dz = H

{

1

2
∇(c · c) −∇

[

Dh (c · ∇h)
]

−∇h
[

c · ∇Dh + ∇c (c · ∇h)
]

−

−H

2
∇

[

c · ∇Dh + ∇c (c · ∇h)
]

− H

2
∇h

(

c · ∇ (∇c)
)

− H2

6
∇

[

c · ∇ (∇c)
]

}

. (48)Ïîñêîëüêó òå÷åíèå ñ ïðèáëèæåííîé ñêîðîñòüþ c = ∇f ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì, òî
1

2
∇(c · c) = (c · ∇) c. (49)Àíàëîãàìè ðàâåíñòâ (40), (41) áóäóò òåïåðü òàêèå âûðàæåíèÿ:

η
∫

−h

w∇w dz = H
{

Dh∇Dh + Dh∇c∇h +
H

2

[

Dh∇ (∇c) + ∇c∇Dh + (∇c)2∇h
]

+
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+

H2

3
∇c∇ (∇c)

}

, (50)
η

∫

−h

ut dz = H
{

ct − (Dh∇h)t − ht

(

∇Dh + ∇c∇h
)

− H

2

[(

∇Dh + ∇c∇h
)

t
+ ht∇ (∇c)

]

−

−H2

6
∇ (∇c)t

}

. (51)Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (48), (50), (51) è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (36), (49), ïîëó÷àåìàíàëîã ðàâåíñòâà (10)
η

∫

−h

[

ut + (u · ∇)u + wuz

]

dz = H
(

ct + (c · ∇)c− a

)

,ãäå
a =

H2

6
∇R1 +

H

2
∇R2 +

1

2
∇ (Dh)2 + ∇h

(H

2
R1 + R2

)

.Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (11) ïðèìåò âèä
H

(

ct + (c · ∇)c
)

− Ha + ∇
η

∫

−h

p dz − p
∣

∣

∣

z=−h
∇h = 0.È íàêîíåö, ïðèâëåêàÿ �îðìóëó (19), ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó âèäó óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ ìîäåëè Àëåøêîâà

ct + (c · ∇)c + g∇η =
1

2
∇

(

H2R1 + 2HR2 + (Dh)2

)

, (52)êîòîðîå âìåñòå ñ (44) ñîñòàâëÿåò ñèñòåìó íåëèíåéíî-äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé ìîäåëèÀëåøêîâà.Çàêëþ÷åíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå åäèíîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíû îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ íå-ëèíåéíî-äèñïåðñèîííûõ ìîäåëåé �ðèíà�Íàãäè, Æåëåçíÿêà�Ïåëèíîâñêîãî è Àëåøêî-âà äëÿ ñëó÷àÿ äå�îðìèðóþùåãîñÿ èëè ïîäâèæíîãî äíà. Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé �ðèíà�Íàãäè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-íîé �óíêöèåé îò êîîðäèíàòû z, à êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòèîò z íå çàâèñÿò âîâñå. Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé Æåëåçíÿêà�Ïåëèíîâñêîãî è Àëåøêîâàîñòàâëåíî òî æå ñàìîå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðî-ñòè, îäíàêî êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñ÷èòàþòñÿ êâàäðàòè÷-íûìè �óíêöèÿìè îò z, à òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîñòü òå÷åíèÿ è ðàçíîìàñ-øòàáíîñòü ïðîöåññîâ ïî âåðòèêàëè è â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ÷òî âûðàæàåòñÿ âîââåäåíèè ïàðàìåòðà β = (h0/L)2 è íåó÷åòå â óðàâíåíèÿõ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà O(β2).Ïîêàçàíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà ðàçíûå óñëîâèÿ âûâîäà ñèñòåìû óðàâíåíèé �ðèíà�ÍàãäèèÆåëåçíÿêà�Ïåëèíîâñêîãî ýêâèâàëåíòíû è ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè �îðìàìè çàïèñè îäíîéè òîé æå ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè ìåëêîé âîäû âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ.



Íåëèíåéíî-äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû íà íåñòàöèîíàðíîì äíå 125Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî �îðìà çàïèñè ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæåò èìåòü âàæíîå çíà-÷åíèå ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ý��åêòèâíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òîâûâåäåííîå íàìè äëÿ ìîäåëè �ðèíà-Íàãäè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â �îðìå (20) áîëååóäîáíî ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, ïîñêîëüêó, â îòëè÷èå îò ïîëó÷åííîãî ðàíåå äëÿýòîé ìîäåëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â âèäå (21), îíî íå ñîäåðæèò âòîðûõ ïðîèçâîäíûõïî âðåìåíè îò èñêîìîé �óíêöèè η. Äàííûì ïðåèìóùåñòâîì ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíîé�îðìîé çàïèñè ìîäåëè �ðèíà�Íàãäè îáëàäàþò òàêæå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîäåëåéÆåëåçíÿêà�Ïåëèíîâñêîãî (20) è Àëåøêîâà (52).Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (44) ìîäåëè Àëåøêîâà, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ (8) äâóõäðóãèõ ìîäåëåé, ñîäåðæèò ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå âûñîêîãî ïîðÿäêà, è ýòîìîæíî ñ÷èòàòü íåäîñòàòêîì ìîäåëè Àëåøêîâà. Îäíàêî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ �äèâåðãåíòíûé ÷ëåí, ïîýòîìó óêàçàííûé íåäîñòàòîê ìîæåò è íå äàâàòü îñëîæíåíèé ïðè÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè. Äîñòîèíñòâîì æå �îðìû çàïèñè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (52) ìî-äåëè Àëåøêîâà, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé (20), (21), ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâ-íåíèÿ ïðåäñòàâëåíà êàê ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé �óíêöèè, ÷òî ìîæíî ý��åêòèâíî ó÷åñòüïðè ñîçäàíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ. È íàêîíåö, íåñîìíåííîå äîñòîèíñòâî óðàâ-íåíèé ìîäåëè Àëåøêîâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âèõðü ïðèáëèæåííîé ñêîðîñòè â ýòîéìîäåëè, â îòëè÷èå îò äâóõ äðóãèõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé, ðàâåí íóëþ, ò. å. òå÷åíèå,îïèñûâàåìîå ýòèìè óðàâíåíèÿìè, ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, ïîýòîìó ïðè ÷èñëåííîì ðå-øåíèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîãàòûé îïûò ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëüíûõòå÷åíèé æèäêîñòè è ãàçà. �àçóìååòñÿ, îêîí÷àòåëüíî îöåíèòü äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêèðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé è èçâåñòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ íèõ ìîæíî áó-äåò ëèøü ïîñëå âñåñòîðîííåãî ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷âîëíîâîé ãèäðîäèíàìèêè ñ íåñòàöèîíàðíûì äíîì. Ñåé÷àñ òàêàÿ îöåíêà íå âîçìîæíà,òàê êàê èìåþòñÿ ëèøü îòäåëüíûå ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ìîäåëåé.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Åëåöêèé Ñ.Â., Ìàéîðîâ Þ.Á., Ìàêñèìîâ Â.Â. è äð. Ìîäåëèðîâàíèå ãåíåðàöèè ïî-âåðõíîñòíûõ âîëí ïåðåìåùåíèåì �ðàãìåíòà äíà ïî áåðåãîâîìó ñêëîíó // Òð. Ìåæäóíàð.êîí�. �Âû÷èñëèòåëüíûå è èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â íàóêå, òåõíèêå è îáðàçîâàíèè�.Âåñòí. ÊàçÍÓ èì. àëü-Ôàðàáè. Ñåð. �Ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èí�îðìàòèêà�. 2004. � 3(42).×. 2. Ñ. 194�206.[2℄ Beisel S.A., Chubarov L.B., Fedotova Z.I., Khakimzyanov G.S. On the approahes toa numerial modeling of landslide mehanism of tsunami wave generation // Communiationsin Applied Analysis. 2007. Vol. 11, N 1. P. 121�135.[3℄ Áàáàéëîâ Â.Â., Äàìáèåâà Ä.Á., Õàêèìçÿíîâ �.Ñ., ×óáàðîâ Ë.Á. ×èñëåííîå ìîäå-ëèðîâàíèå ñòîêîâîãî ìåõàíèçìà ãåíåðàöèè âîëí öóíàìè // Òð. Ìåæäóíàð. êîí�. �Âû÷èñë.è èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â íàóêå, òåõíèêå è îáðàçîâàíèè�. Ïàâëîäàð: ÝÊÎ, 2006.T. 1. C. 160�171.[4℄ À�àíàñüåâ Ê.Å., À�àíàñüåâà Ì.Ì., Òåðåíòüåâ À.�. Èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè ñâî-áîäíûõ ãðàíèö ïðè íåñòàöèîíàðíîì äâèæåíèè òåë â èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòèìåòîäàìè êîíå÷íûõ è ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ìåõàíèêà æèäêîñòè èãàçà. 1986. � 5. C. 8�13.[5℄ Õàæîÿí Ì.�. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí íàä ïîäâèæíûì äíîì //Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 2007. Ò. 12, � 4. C. 96�105.
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