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×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèåâîëí Êåëüâèíà��åëüìãîëüöàâ ñëàáî íåðàâíîâåñíîì ìîëåêóëÿðíîì ãàçå∗Þ.Í. �ðèãîðüåâÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿemail: grigor�it.ns.ruÈ.Â. ÅðøîâÍîâîñèáèðñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ àêàäåìèÿ âîäíîãî òðàíñïîðòà, �îññèÿemail: i_ershov�ngs.ruÊ.È. ÇûðÿíîâÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò,�îññèÿAn in�uene of the bulk visosity on suppression of the Kelvin�Helmholtz instabilityin time-dependent shear layers was investigated in the frameworks of Navier�Stoksequations of ompressible gas.ÂâåäåíèåÂ ðàáîòàõ [1�3℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðèñóòñòâèå òåðìè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ çàìåòíî óñèëè-âàåò ïîäàâëåíèå âèõðåâûõ âîçìóùåíèé â ìîëåêóëÿðíîì ãàçå. �àññìàòðèâàëàñü ýâîëþ-öèÿ âèõðåâîãî âîçìóùåíèÿ â âèäå âèõðÿ �ýíêèíà, íàëîæåííîãî íà ñäâèãîâîå òå÷åíèåÊóýòòà. Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó, òàêàÿ ìîäåëü ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïàðàìåò-ðîâ âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíî âîñïðîèçâîäèò ïðîöåññ äèññèïàöèè êðóïíûõ âèõðåâûõñòðóêòóð, âîçíèêàþùèõ â íåëèíåéíîé ñòàäèè ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíîãî ïåðåõîäà è âðàçâèòûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ. Âìåñòå ñ òåì, êàê îòìå÷àëîñü óæå â [1℄, ìîäåëü íåîõâàòûâàåò íà÷àëüíîé ñòàäèè ãåíåðàöèè ñòðóêòóð ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè, óñèëèâàþ-ùèìèñÿ çà ñ÷åò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íåñóùåãî (ñðåäíåãî) ïîòîêà. Ýòî íå ïîçâîëÿåòáîëåå ïîëíî îöåíèòü âëèÿíèå òåðìè÷åñêîé íåðàâíîâåñíîñòè íà âåñü ïðîöåññ ýâîëþöèèâèõðåâûõ âîçìóùåíèé.C ýòîé öåëüþ â äàííîé ðàáîòå â ðàìêàõ ïîëíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñæè-ìàåìîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòèÊåëüâèíà��åëüìãîëüöà âïëîòü äî �îðìèðîâàíèÿ è ïîñëåäóþùåé äèññèïàöèè ñòðóêòó-ðû at's-eye â ýâîëþöèîíèðóþùåì âî âðåìåíè ñëîå ñäâèãà ñ òî÷êîé ïåðåãèáà íà ïðî�èëåñêîðîñòè. Òåðìè÷åñêàÿ íåðàâíîâåñíîñòü âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîëåêóë ãàçà âà-ðüèðîâàëàñü èçìåíåíèåì îòíîøåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ñäâèãîâîé è îáúåìíîé âÿçêîñòèâ òåíçîðå íàïðÿæåíèé. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé èñïîëüçîâàëèñü íàèáîëåå

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé(ãðàíò � 05-01-00359).© Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 2008.25



26 Þ.Í. �ðèãîðüåâ, È.Â. Åðøîâ, Ê.È. Çûðÿíîâðàñòóùèå ìîäû, ðàññ÷èòàííûå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèé íåâÿçêîé ãàçîâîéäèíàìèêè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è1.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿÂ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè x, y ðàññìàòðèâàåòñÿ ñäâèãîâîå òå÷åíèå, â êîòîðîì îñíîâíîé(íåñóùèé) ïîòîê ðàâíîìåðíîé ïëîòíîñòè ̺0 è òåìïåðàòóðû T0 íàïðàâëåí âäîëü îñèàáñöèññ x è èìååò ïðî�èëü ñêîðîñòè
Us(y) = U0 tanh

(

y

δ0

)

,ãäå δ0 � äëèíà, íà êîòîðîé íàêëîí ïðî�èëÿ ñêîðîñòè ìàêñèìàëüíûé.Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 íà îñíîâíîé ïîòîê íàêëàäûâàåòñÿ äâóìåðíîå âîçìóùåíèåñ äëèíîé âîëíû λ è âîëíîâûì âåêòîðîì k = (β, 0). Äèíàìèêà âîçìóùåííîãî òå÷åíèÿîïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ïîëíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñæèìàåìîãî âÿçêîãî òåïëîïðî-âîäíîãî ãàçà. Õàðàêòåðíàÿ äëèíà äëÿ îáåçðàçìåðèâàíèÿ îïðåäåëÿëàñü ìàêñèìàëüíûìíàêëîíîì ïðî�èëÿ ñêîðîñòè
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= 1 .Â êà÷åñòâå äðóãèõ ìàñøòàáèðóþùèõ âåëè÷èí áûëè âûáðàíû ñêîðîñòü U0, ïëîòíîñòü
̺0 è òåìïåðàòóðà T0 è îáðàçîâàííûå èç íèõ õàðàêòåðíûå âðåìÿ τ0 = δ0/U0 è äàâëåíèå
p0 = ̺0U

2
0 . Â îïðåäåëåííûõ íà èõ îñíîâå áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà óðàâíåíèéÍàâüå�Ñòîêñà èìååò âèä
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.Êðèòåðèè, âõîäÿùèå â ñèñòåìó (1), îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×èñëî �åé-íîëüäñà åñòü Re = U0δ0̺0/µ, ÷èñëî Ìàõà íåñóùåãî ïîòîêà ðàâíî M = U0/

√
γRT0,Pr = µcp/λ0 � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ. Çäåñü R � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, γ = cp/cv � ïîêàçà-òåëü àäèàáàòû, cp è cv � óäåëüíûå òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííûõ äàâëåíèè è îáúåìå



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âîëí Êåëüâèíà��åëüìãîëüöà... 27ñîîòâåòñòâåííî, λ0 � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè. Êîý��èöèåíò α ðàâåí îòíîøå-íèþ îáúåìíîé âÿçêîñòè ê ñäâèãîâîé α = µv/µ è õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü íåðàâíîâåñíîñòèâíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîëåêóë ãàçà. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äèññèïàòèâíûå êîý�-�èöèåíòû â ñèñòåìå (1) íå çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû è ïîñòîÿííû.Îáåçðàçìåðåííûé íåñóùèé ïîòîê çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
Us(y) = tanh y, Ts = ̺s = 1, ps =

1

γM2
. (2)Êðàåâàÿ çàäà÷à ïåðâîíà÷àëüíî ñòàâèòñÿ â áåñêîíå÷íîé ïîëîñå, öåíòð êîòîðîé ñîâïà-äàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò: x ∈ [−x0, x0]; y ∈ (−∞,∞). Øèðèíà ïîëîñû ïî êîîðäèíàòå

x âûáèðàåòñÿ ðàâíîé äëèíå âîëíû âîçìóùåíèÿ λ = 2π/β. Ïðè ýòîì x0 = π/β. Àñèìïòî-òè÷åñêèå óñëîâèÿ ïðè y −→ ±∞ ïåðåíîñÿòñÿ íà y = ±y0, ãäå îðäèíàòà y0 îïðåäåëÿåòñÿèç óñëîâèÿ ∣∣ tanh y0 − 1
∣

∣ ≤ 10−9. Â ðàñ÷åòàõ ïðèíÿòî y0 = 10.Ïðè t > 0 íà ãðàíèöàõ x = ±x0, y ∈ [−y0, y0] ñòàâèëèñü ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ
ux(t, x0, y) = ux(t, −x0, y), uy(t, x0, y) = uy(t, −x0, y),

̺(t, x0, y) = ̺(t, −x0, y), p(t, x0, y) = p(t, −x0, y).Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè y = ±y0, x ∈ [−x0, x0] ïðèíèìàëèñü óñëîâèÿ íåâîçìóùåííîãîïîòîêà:
ux(t, x, y0) = −ux(t, x, −y0) = 1, uy(t, x, y0) = uy(t, x, −y0) = 0,

̺(t, x, y0) = ̺(t, x, −y0) = 1, p(t, x, y0) = p(t, x, −y0) = 1/γM2.Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòè è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, âêëþ÷àþùèåâîçìóùåíèÿ, îïðåäåëÿëèñü â âèäå
ux(0, x, y) = tanh y + u′

x(0, x, y), uy(0, x, y) = u′

y(0, x, y), (3)
̺(0, x, y) = 1 + ̺′(0, x, y), T (0, x, y) = 1 + T ′(0, x, y), p(0, x, y) =

1

γM2
+ p′(0, x, y).Èñïîëüçîâàííûå â ðàñ÷åòàõ âîçìóùåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè u′

x, u′

y è òåðìî-äèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ̺′, T ′, p′ ðàññ÷èòûâàëèñü ïðåäâàðèòåëüíî íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâðàáîòû [4℄.1.2. �àñ÷åò íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèéÂ êà÷åñòâå íàêëàäûâàåìûõ íà îñíîâíîé ïîòîê íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé âûáðàíû ïà-ðàìåòðû ñîáñòâåííûõ ëèíåéíûõ íåâÿçêèõ êîëåáàíèé ñ íàèáîëüøèìè êîý��èöèåíòàìèíàðàñòàíèÿ, èññëåäîâàííûå â [4℄. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèéãàçîâîé äèíàìèêè [5℄, ëèíåàðèçîâàííîé îòíîñèòåëüíî ñòàöèîíàðíîãî îñíîâíîãî òå÷å-íèÿ (2):
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28 Þ.Í. �ðèãîðüåâ, È.Â. Åðøîâ, Ê.È. ÇûðÿíîâÒ à á ë è ö à 1. Âîëíîâûå ÷èñëà è �àçîâûå ñêîðîñòè íàèáîëåå ðàñòóùèõ íåâÿçêèõ âîçìóùåíèé
M β ci β ci

0.0 0.445 0.427 0.190

0.2 0.426 0.426 0.181

0.5 0.397 0.356 0.141

0.7 0.326 0.309 0.101Èñêîìûå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïëîñêèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â íà-ïðàâëåíèè îñíîâíîãî ïîòîêà
{

u′

x, u′

y, ̺′, T ′, p′
}

=
{

u(y), v(y), ˆ̺(y), T̂ (y), p̂
}

exp
[

iβ(x − ct)
]

, (5)ãäå u, v, ˆ̺, T̂ , p̂ � àìïëèòóäíûå �óíêöèè âîçìóùåíèé, i � ìíèìàÿ åäèíèöà, c = cr + ici �êîìïëåêñíàÿ �àçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû.Ïîäñòàíîâêà (5) â ñèñòåìó (4) ïðèâîäèò ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å, êîòîðàÿ â [4℄ ïðè
cr = 0 áûëà ïðåîáðàçîâàíà ê ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ äëÿ p̂:

d2p̂

dy2
− 2 sech2y

(tanh y − ici)

dp̂

dy
− β2

[

1 − M2
(

tanh y − ici

)2
]

p̂ = 0, (6)
p̂
∣

∣

y =−∞
= p̂
∣

∣

y = +∞
= 0.Çäåñü p̂ = p̂r + ip̂i, p̂r(y), p̂i(y) � äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåêñíîé ñîá-ñòâåííîé �óíêöèè äàâëåíèÿ, ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è (6) ÿâëÿþòñÿ âîëíîâûå÷èñëà β.Èñõîäÿ èç (6) â ðàáîòå [4℄ äëÿ äîçâóêîâîãî íåñóùåãî ïîòîêà ïðè M < 1 áûëè íàé-äåíû âîëíîâûå ÷èñëà β, �àçîâûå ñêîðîñòè ci è êîý��èöèåíòû óñèëåíèÿ βci íàèáîëååðàñòóùèõ íåâÿçêèõ ìîä. Èõ çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Ìàõà, èñïîëüçîâàííûå âíàøèõ ðàñ÷åòàõ, ïðèâåäåíû â òàáë. 1.Êðîìå ñïåêòðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ïîñòàíîâêè íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3) íåîáõîäè-ìû àìïëèòóäíûå �óíêöèè âîçìóùåíèé (5) � ñîáñòâåííûå �óíêöèè ñïåêòðàëüíîé çàäà-÷è, êîòîðûå â äàííîé ðàáîòå ðàññ÷èòûâàëèñü ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è(6) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ èç òàáë. 1. Óðàâíåíèå (6) ðàçäåëÿëîñü íà äåéñòâèòåëüíóþ èìíèìóþ ÷àñòè, êîòîðûå ïðèâîäèëèñü ê íîðìàëüíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.Äàííûå Êîøè ïðè y = 0 äëÿ íåå âûáèðàëèñü àíàëîãè÷íî ðàáîòå [4℄. Ñèñòåìà èíòåãðèðî-âàëàñü íà ïðîìåæóòêå [−y0, y0]  èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû �óíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãîïîðÿäêà. Äðóãèå àìïëèòóäíûå �óíêöèè îïðåäåëÿëèñü ÷åðåç íàéäåííûå �óíêöèè p̂ ñ ïî-ìîùüþ ñëåäóþùèõ èç (4), (5) ñîîòíîøåíèé
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,

ˆ̺ = M2p̂, T̂ = (γ − 1)M2p̂.Â ðåçóëüòàòå ââîäèìûå â ðàñ÷åò íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ (3) îïðåäåëÿëèñü êàê âåùå-ñòâåííàÿ ÷àñòü ðàññ÷èòàííûõ ðåøåíèé (5):q′(x, y, t) = Re[q̂(y) exp
(

iβx
)

]

exp
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βcit
)

,ãäå q′ =
(
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x, u′

y, ̺′, T ′, p′
)

, q̂(y) =
(

u, v, ˆ̺, T̂ , p̂
)

. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî áîëüøèì âîë-íîâûì ÷èñëàì (ìåíüøèì ÷èñëàì Ìàõà) ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèå àìïëèòóäû ââîäèìûõâîçìóùåíèé.



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âîëí Êåëüâèíà��åëüìãîëüöà... 292. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ýâîëþöèè âîçìóùåíèé2.1. �àçíîñòíàÿ ñõåìà�àñ÷åòû âåëèñü íà ðåãóëÿðíîé ñåòêå ñ îäèíàêîâûì øàãîì h ïî îáåèì ïðîñòðàíñòâåííûìïåðåìåííûì. Ñèñòåìà (1) àïïðîêñèìèðîâàëàñü âåñîâîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìîé ñðàñùåïëåíèåì ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì è ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì [6℄, êîòîðàÿóæå èñïîëüçîâàëàñü â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [1�3℄. Â îïåðàòîðíîé �îðìå ñõåìà èìååòñëåäóþùèé âèä [3, 6℄:
(fn+1

h − f
n
h )

τ
+ A

(2)
h [δfn+1

h + (1 − δ)fn
h ] = R

n
h. (7)Çäåñü f

n
h = (̺n

h, un
x,h, un

y, h, T
n
h , ) � ñåòî÷íàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ ðåøåíèÿ íà n-ì âðåìåíí�îìñëîå â óçëå (i, j), τ � øàã ïî âðåìåíè, δ � âåñîâîé ïàðàìåòð. Îïåðàòîð A

(2)
h âêëþ÷àåòñèììåòðè÷íûå àïïðîêñèìàöèè ñî âòîðûì ïîðÿäêîì ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîñòðàíñòâåííûõïðîèçâîäíûõ íà òðåõòî÷å÷íîì øàáëîíå ïî êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå. Îïå-ðàòîð R

n
h â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7) ñîñòîèò èç ñèììåòðè÷íûõ ïî êàæäîé ïðîñòðàí-ñòâåííîé êîîðäèíàòå àïïðîêñèìàöèé ñî âòîðûì ïîðÿäêîì ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ èçóðàâíåíèé èìïóëüñîâ è ñëàãàåìûõ äèññèïàòèâíîé �óíêöèè èç óðàâíåíèÿ ýíåðãèè. Îïðå-äåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (7) àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíóþ äè��åðåíöè-àëüíóþ ñèñòåìó (1) ñ ïîðÿäêîì O(τ + h2) è àáñîëþòíî óñòîé÷èâà ïðè δ ≥ 0.5.Â ñîîòâåòñòâèè ñ [6℄ ñõåìà (7) ïîñëå ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè ðåàëèçîâûâàëàñüìåòîäîì äðîáíûõ øàãîâ. Ïî ïåðèîäè÷åñêîé êîîðäèíàòå x âûïîëíÿëàñü öèêëè÷åñêàÿïðîãîíêà, àëãîðèòì ðåàëèçàöèè êîòîðîé áûë âçÿò èç [7℄. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñüøàãè ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó h = 0.1 è τ = 0.01 ñîîòâåòñòâåííî.2.2. Âëèÿíèå îáúåìíîé âÿçêîñòè íà êèíåìàòèêó çàâèõðåííîñòèÂñå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè M = 0.2 . . . 0.5 è Re = 100. Çíà÷åíèå ÷èñëà ÏðàíäòëÿPr = 0.74 è îòíîøåíèé γ = 1.4, α = 0 . . . 2 ñîîòâåòñòâîâàëè ñëó÷àþ äâóõàòîìíûõ ãàçîâ.Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ äèññèïàòèâíûé ý��åêò îáúåìíîé âÿçêîñòè ðàññìàò-ðèâàëñÿ íà ìîäåëüíîé çàäà÷å â [1, 3℄.Â ñæèìàåìîì íåñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè ýâîëþöèÿ âèõðåâîãî âîçìóùåíèÿ ïðîñëåæè-âàëàñü ïî ïîâåäåíèþ ïîëÿ èçîëèíèé ïîëíîé çàâèõðåííîñòè. Ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ ïîëíîéçàâèõðåííîñòè ðàññ÷èòûâàëàñü ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òðàíñ-âåðñàëüíîé êîìïîíåíòû âåêòîðà âèõðÿ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè:

ωn
ij =

uy, i+1, j − uy, i−1, j

2h
− ux, i, j+1 − ux, i, j−1

2h
,ãäå ux, i, j , uy, i, j � ñåòî÷íûå �óíêöèè êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè ïîòîêà, ðàññ÷èòûâà-åìûå íà îñíîâå ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè (7).Â ðàñ÷åòàõ äåòàëüíî âîñïðîèçâîäèëàñü èçâåñòíàÿ êàðòèíà äèíàìèêè êðóïíîé âèõðå-âîé ñòðóêòóðû, õàðàêòåðíàÿ äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà��åëüìãîëüöà [5, 8, 9℄. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èçîëèíèè ïîëÿ çàâèõðåííîñòè

ω äëÿ ÷èñåë Ìàõà M = 0.2, 0.5 è ÷èñëà �åéíîëüäñà Re = 100 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.Âèäíî, ÷òî ââîäèìîå â ïîòîê âîçìóùåíèå ïåðâîíà÷àëüíî ñîñðåäîòî÷åíî â óçêîé çîíåìàëûõ ñêîðîñòåé â îêðåñòíîñòè y = 0, ãäå âîçíèêàþò çàìêíóòûå èçîëèíèè, âûäåëÿ-þùèå ïàðó âèõðåé ðàâíîé èíòåíñèâíîñòè. Ïðè ýòîì âíå ïîëîñû y = ±2 âîçìóùåíèå



30 Þ.Í. �ðèãîðüåâ, È.Â. Åðøîâ, Ê.È. Çûðÿíîâèñ÷åçàþùå ìàëî. Èç ñðàâíåíèÿ ðèñ. 1, à è á ñëåäóåò, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ íåîäíî-ðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [8, 9℄, ãäå áîëåå êîðîòêèì âîëíàì ñîîòâåòñòâóþò áîëååèíòåíñèâíûå âîçìóùåíèÿ, çäåñü èç-çà âëèÿíèÿ ñæèìàåìîñòè íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿâîçðàñòàþò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà Ìàõà, ò. å. ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû âîëíû.Â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè ñðåäíÿÿ ÷àñòü âîçìóùåííîé îáëàñòè áûñòðî ðàñ-øèðÿåòñÿ, âûäåëåííûå âèõðè îáúåäèíÿþòñÿ è îáðàçóåòñÿ áëèçêàÿ ê êðóãîâîé ïîäîá-ëàñòü êîíöåíòðèðîâàííîé çàâèõðåííîñòè ñ çàìêíóòûìè èçîëèíèÿìè � òàê íàçûâàåìîåÿäðî (ore). Îäíîâðåìåííî ïî îáå ñòîðîíû îò íåãî �îðìèðóþòñÿ îòíîñèòåëüíî óçêèåñëîè � øíóðû (braids), âäîëü êîòîðûõ çàâèõðåííîñòü ïåðåòåêàåò ñ ïåðè�åðèè â ÿäðî. Âñâîþ î÷åðåäü, ÿäðî ñîçäàåò â øíóðàõ ïîääåðæèâàþùèå èõ ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ.Ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè â ïðîñòðàíñòâå âîçíèêàåò ñòðóêòóðà at's-eye, â êîòîðîé ãåî-ìåòðèÿ èçîëèíèé â ÿäðàõ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà îñîáûì òî÷êàì òèïà �öåíòð�, àíà ãðàíèöàõ ðàçäåëà � îñîáûì òî÷êàì òèïà �ñåäëî� [10℄. Ñòðóêòóðà äîñòàòî÷íî áûñòðî,ïðè t ≃ 2, äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà, ïîñëå ÷åãî âîçìóùåíèå çàòóõàåò. Õàðàê-òåðíàÿ êàðòèíà èçîëèíèé çàâèõðåííîñòè, áëèçêàÿ ê äîñòèãàåìîìó ìàêñèìóìó, ïîêàçàíàíà ðèñ. 2. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ýòîò ìîìåíò ðàäèóñ ÿäðà â ïîëòîðà ðàçà áîëüøå, àøèðèíà ñëîÿ íà ãðàíèöå â ïîëòîðà ðàçà ìåíüøå, ÷åì ïîïåðå÷íûé ðàçìåð íà÷àëüíîéçîíû âîçìóùåíèÿ íà ðèñ. 1. Çàòóõàíèå âîçìóùåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè
t ≃ 3.5, ïîñëå ÷åãî ñòðóêòóðà ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

�èñ. 1. Êàðòèíà èçîëèíèé ïîëÿ çàâèõðåííîñòè Ω â ìîìåíò âðåìåíè t = 0: à � M = 0.2,
Re = 100; á � M = 0.5, Re = 100

�èñ. 2. Êàðòèíà èçîëèíèé ïîëÿ çàâèõðåííîñòè ω â ìîìåíò âðåìåíè t = 2.5 äëÿ Re = 100 è
M = 0.5: à � α = 0; á � α = 2



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âîëí Êåëüâèíà��åëüìãîëüöà... 31Êàê èçâåñòíî [5℄, ìåõàíèçì ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà��åëüìãîëüöà íîñèòíåâÿçêèé èíåðöèîííûé õàðàêòåð, è âëèÿíèå äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè (÷èñëà �åéíîëüä-ñà) íà êèíåìàòèêó ðàçâèòèÿ êðóïíîé âèõðåâîé ñòðóêòóðû îòíîñèòåëüíî íåâåëèêî [8, 9℄.Â ýòîé ñâÿçè ìîæíî áûëî îæèäàòü, ÷òî äîïîëíèòåëüíûé äèññèïàòèâíûé ý��åêò îáú-åìíîé âÿçêîñòè áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ åùå ñëàáåå.Ñòåïåíü âëèÿíèÿ îáúåìíîé âÿçêîñòè íà êèíåìàòèêó çàâèõðåííîñòè îöåíèâàëàñü ïîçàâèñèìîñòÿì îò âðåìåíè íåêîòîðîé óñëîâíîé ïëîùàäè âèõðåâîé ñòðóêòóðû äëÿ ðàç-ëè÷íûõ çíà÷åíèé êîý��èöèåíòà α. Çà ãðàíèöó ïëîùàäè ïðèíèìàëàñü ïåðâàÿ íåçàìêíó-òàÿ èçîëèíèÿ çàâèõðåííîñòè, âõîäÿùàÿ â ãðàíè÷íóþ îñîáóþ òî÷êó � �ñåäëî�. Åé ñîîò-âåòñòâîâàëî çíà÷åíèå çàâèõðåííîñòè ω = −0.15 (ñì. ðèñ. 2).Äëÿ íàõîæäåíèÿ âðåìåííîé çàâèñèìîñòè óñëîâíîé ïëîùàäè ñòðóêòóðû S(t, α) â ðàñ-÷åòíîé îáëàñòè ââîäèëàñü äîïîëíèòåëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñåòêà ñ øàãàìè
∆xi = ∆yj = h = 0.05òàê, ÷òî öåíòðû åå ÿ÷ååê ñîâïàäàëè ñ óçëàìè èñõîäíîé ñåòêè, íà êîòîðîé ðàññ÷èòû-âàëèñü ïîëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí. Çíà÷åíèÿ çàâèõðåííîñòè â äîïîëíèòåëüíûõóçëàõ íàõîäèëèñü ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé. Èñêîìàÿ ïëîùàäü îïðåäåëÿëàñü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:

S(t, α) =

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

(

∆xi∆yjζij

)

,ãäå ζij èìååò âèä
ζij =

{

1, ωij ≤ −0.15,
0, ωij > −0.15.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ãðà�è÷åñêèå çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû

η(t, α) = S(t, α)/S(t, 0)äëÿ ÷èñåë �åéíîëüäñà Re = 100, Ìàõà M = 0.2, 0.5 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-ðà α. Âèäíî, ÷òî ðàññëîåíèå êðèâûõ ïî ïàðàìåòðó α, ñâÿçàííîå ñ äîïîëíèòåëüíûì

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè îòíîñèòåëüíûõ ïëîùàäåé η(t, α) äëÿ Re = 100 è M = 0.2 (à),
M = 0.5 (á ): 1 � α = 0; 2 � α = 0.5; 3 � α = 1; 4 � α = 1.5; 5 � α = 2



32 Þ.Í. �ðèãîðüåâ, È.Â. Åðøîâ, Ê.È. Çûðÿíîâäèññèïàòèâíûì ý��åêòîì îáúåìíîé âÿçêîñòè, íåâåëèêî. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðàýâîëþöèÿ ñòðóêòóðû íîñèò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð: ðîñò è äîñòèæåíèå ìàêñèìàëüíî-ãî çíà÷åíèÿ ïðè t ≃ 2, çàòåì ñïàä è ñòàáèëèçàöèÿ ïðè t > 5 ê íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ,íåñêîëüêî ïðåâûøàþùåìó íà÷àëüíîå. Ïðè ñðàâíåíèè ðèñ. 3, à è á ìîæíî çàìåòèòü, ÷òîâ ïðîòèâîïîëîæíîñòü ëèíåéíîé òåîðèè [4℄, â ðàìêàõ êîòîðîé íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ óêîðîòêîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé (òàáë. 1), íà íåëèíåéíîé ñòàäèè ýâîëþöèè íàèáîëüøèõçíà÷åíèé äîñòèãàþò âîçìóùåíèÿ ñ á�oëüøåé äëèíîé âîëíû (ñ á�oëüøèì ÷èñëîì M). Ìîæ-íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ê ýòîìó ý��åêòó, îòìå÷åííîìó äëÿ íåñæèìàåìîé ñòðàòè�èöèðî-âàííîé æèäêîñòè â [8℄, çäåñü, êàê è äëÿ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé, äîáàâëÿåòñÿ âëèÿíèåñæèìàåìîñòè.Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè âëèÿíèÿ îáúåìíîé âÿçêîñòè ïàðàìåòðà α íà ðàñïëûâà-íèå âèõðåâîé ñòðóêòóðû âû÷èñëÿëèñü ñðåäíèå ïî âðåìåíè îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ:
εS(α) = Θ−1

Θ
∫

0

|η(t, α) − 1| · 100 % dt, α = 0 . . . 2.Äàííûå ðàñ÷åòîâ îòíîñèòåëüíûõ îòêëîíåíèé εS(α) äëÿ ÷èñåë Ìàõà M = 0.2, 0.5, �åé-íîëüäñà Re = 100 è èíòåðâàëà óñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè Θ = 6 ïðèâåäåíû â òàáë. 2.Èç äàííûõ òàáë. 2 ñëåäóåò, ÷òî ðîñò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α ïðè �èêñèðîâàííûõ÷èñëàõ Ìàõà ïðèâîäèò ê áîëåå èíòåíñèâíîìó ðàñïëûâàíèþ âèõðåâîé ñòðóêòóðû â ïðî-ñòðàíñòâå, õîòÿ êîëè÷åñòâåííîå ïðîÿâëåíèå ý��åêòà, êàê è îæèäàëîñü, íåçíà÷èòåëüíî.Áîëåå èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè α ðàñïëûâàíèå óâåëè÷è-âàåòñÿ ïðèìåðíî ïðîïîðöèîíàëüíî âîçðàñòàíèþ ÷èñëà Ìàõà. Îäíàêî óçêèé äèàïàçîí÷èñåë M â ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ íå ïîçâîëÿåò áîëåå ïîëíî ïðîñëåäèòü âëèÿíèå ñæèìà-åìîñòè íà êèíåìàòèêó çàâèõðåííîñòè.Ò à á ë è ö à 2. Îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ εS(α), %, äëÿ Re = 100

α 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

M = 0.2 0.0 0.468 0.953 1.595 2.253

M = 0.5 0.0 0.611 1.239 1.952 2.686

�èñ. 4. Çàâèñèìîñòè |ω(0, y)| äëÿ �èêñèðîâàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t ïðè Re = 100, M = 0.5:à � α = 0; á � α = 2; 1 � t = 0; 2 � t = 1; 3 � t = 2.5; 4 � t = 4



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âîëí Êåëüâèíà��åëüìãîëüöà... 33Ò à á ë è ö à 3. Îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ εω(α), %, äëÿ Re = 100

α 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

M = 0.2 0.0 0.663 1.546 2.592 3.679

M = 0.5 0.0 0.949 2.216 3.704 5.227Êîëè÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ýâîëþöèè çàâèõðåííîñòè âî âðåìåíè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4,ãäå ïðèâåäåíû ïðî�èëè |ω| â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè x = 0, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç öåíòð ñòðóê-òóðû. Èçâåñòíî [11℄, ÷òî â ðàìêàõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ïîëíàÿ öèðêóëÿöèÿ ëîêàëè-çîâàííîé âèõðåâîé ñòðóêòóðû ñîõðàíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Ïîýòîìó î ðàñïëûâàíèè âèõðÿâ ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ñóäèòü ïî óìåíüøåíèþ çàâèõðåííîñòè â åãî öåíòðå. Â äàííîìñëó÷àå öåíòð ñòðóêòóðû ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, êîòîðîå, â îòëè÷èå îò ðàçäå-ëèòåëüíîé èçîëèíèè, îãðàíè÷èâàþùåé ïëîùàäü S(t, α), îäíîçíà÷íî çà�èêñèðîâàíî íàðàñ÷åòíîé ñåòêå.Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ïàðàìåòðà α íà èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ çàâèõðåííîñòè â öåíòðåñòðóêòóðû
|ω(0, t, α)| = ω0(t, α)âû÷èñëÿëèñü îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ

εω(α) = Θ−1

Θ
∫

0

∣

∣

∣

∣

ω0(t, α) − ω0(t, 0)

ω0(t, 0)

∣

∣

∣

∣

· 100 % dt, α = 0 . . . 2,ãäå èíòåðâàë óñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè Θ = 6 ìîæíî ïðèíÿòü çà âðåìÿ �æèçíè� ñòðóêòóðû.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ îòíîñèòåëüíûõ îòêëîíåíèé εω(α) äëÿ ÷èñåë �åéíîëüäñà Re = 100è Ìàõà M = 0.2, 0.5 ïðèâåäåíû â òàáë. 3.Ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî äàííûå òàáë. 3 ñ áîëüøåé îïðåäåëåííîñòüþ ïîäòâåðæäà-þò âûâîäû î õàðàêòåðå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðà α è ÷èñëà Ìàõà íà êèíåìàòèêó âèõðåâîéñòðóêòóðû, ñäåëàííûå íà îñíîâàíèè òàáë. 2.2.3. Äèññèïàöèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèéÍàèáîëåå âàæíûì ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âëèÿíèå îáúåìíîé âÿçêîñòè íàýíåðãîîáìåí ìåæäó íåñóùèì ïîòîêîì è âîçìóùåíèÿìè, êîòîðûé â äàííîé ïîñòàíîâêåâîñïðîèçâîäèòñÿ áîëåå ðåàëüíî, ÷åì â ìîäåëüíîé çàäà÷å [1℄. Àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [3, 4℄ðàññìàòðèâàëàñü ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèÿ
E(t) =

1

2

x0
∫

−x0

dx

y0
∫

−y0

dy ̺
(

u′2
x + u′2

y

) (8)è àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ðåéíîëüäñîâûõ íàïðÿæåíèé
σxy(t) =

x0
∫

−x0

dx

y0
∫

−y0

dy
∣

∣̺u′

xu
′

y

∣

∣ . (9)Âåëè÷èíà ïðîèçâîäñòâà ýíåðãèè âîçìóùåíèé ðàññ÷èòûâàëàñü íà îñíîâå ïîëó÷åííîãîâ [1℄ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà:
D(t) =

dE

dt
= J1 + J2 −

1Re(J3 + αJ4), (10)
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J1 = −

x0
∫

−x0

dx

y0
∫

−y0

dy ̺u′

xu
′

y

dUs

dy
(11)îïèñûâàåò îáìåí ýíåðãèåé ìåæäó âîçìóùåíèåì è îñíîâíûì ïîòîêîì. Èíòåãðàë

J2 =

x0
∫

−x0

dx

y0
∫

−y0

dy p′
(

∂u′

x

∂x
+

∂u′

y

∂y

) (12)èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ðàáîòà ïðè ïóëüñàöèîííîì ðàñøèðåíèè (ñæàòèè) ãàçà. Èíòåãðà-ëû
J3 =

x0
∫

−x0

dx

y0
∫

−y0

dy

[

(

∂u′

x

∂x

)2

+

(

∂u′

x

∂y

)2

+

(

∂u′

y

∂x

)2

+

(

∂u′

y

∂y

)2

+
1

3

(

∂u′

x

∂x
+

∂u′

y

∂y

)2
]

, (13)
J4 =

x0
∫

−x0

dx

y0
∫

−y0

dy

(

∂u′

x

∂x
+

∂u′

y

∂y

)2 (14)îïðåäåëÿþò âêëàäû äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñäâèãîâîé è îáúåìíîé âÿç-êîñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî. Â �îðìóëàõ (11)�(14) âåëè÷èíû u′

x, u
′

y, p
′ � ïóëüñàöèè êîìïî-íåíò ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ, x0 = π/β, y0 = 10, à âîëíîâûå ÷èñëà β äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷èñåëÌàõà M äàíû â òàáë. 1. Èíòåãðàëû âû÷èñëÿëèñü ïî êâàäðàòóðíûì �îðìóëàì òðàïåöèéñ øàãîì h = 0.1 íà èñïîëüçîâàííîé â ðàñ÷åòàõ ñåòêå.Ïóëüñàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ îïðåäåëÿëèñü êàê ðàçíîñòè

Ψ
′(t) = Ψ(t) − Ψs(t),ãäå êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèè Ψ(t) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ õàðàê-òåðèñòèê âîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ, à Ψs(t) � ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòèêè íåñóùåãîïîòîêà. Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò ìîäåëüíîé çàäà÷è [1℄, íåâîçìóùåííîåòå÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà (1), åãîìãíîâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ðàññ÷èòûâàëèñü ïàðàëëåëüíî ñ ðàñ÷åòîì âîçìóùåííîãî ïî-òîêà.Äëÿ êîíòðîëÿ âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ïðîèçâîäñòâà ýíåðãèè D(t) èç ýíåðãåòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ (10) çíà÷åíèÿ D(t) ðàññ÷èòûâàëèñü íåïîñðåäñòâåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì (8) èñèììåòðè÷íîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé:

D(t) =
E(t + τ) − E(t − τ)

2τ
.Êàê ïîêàçàëè ðàñ÷åòû, àëüòåðíàòèâíûå çíà÷åíèÿ D(t) ðàçëè÷àëèñü íå áîëåå, ÷åì íà1.5%.Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèé E(t, α) ïðåäñòàâëåíû íàðèñ. 5. ×åì áîëüøå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α, òåì ìåíüøå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñòðóêòó-ðû íà âñåì âðåìåííîì èíòåðâàëå. Ýâîëþöèÿ E(t, α) ñîîòâåòñòâóåò êèíåìàòèêå ðàçâèòèÿñòðóêòóðû, íàìå÷åííîé â êîììåíòàðèè ê ðèñ. 2. Ñ ðîñòîì ñòðóêòóðû âîçðàñòàåò ïóëü-ñàöèîííàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ ïîñëå äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà ñïàäàåò è ñòàáèëèçèðóåòñÿê íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ íà âðåìåíàõ Θ > 6. Ñäâèã ìàêñèìóìîâ íà ãðà�èêàõ ðèñ. 2 è 5
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�èñ. 5. Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè ýíåðãèè âîçìóùåíèé E(t) äëÿ Re = 100 è M = 0.2 (à),
M = 0.5 (á ): 1 � α = 0; 2 � α = 0.5; 3 � α = 1; 4 � α = 1.5; 5 � α = 2ñâÿçàí ñ óñëîâíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû ïëîùàäè ñòðóêòóðû S(t, α), â òî âðåìÿ êàêýíåðãèÿ E(t, α) âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Âðåìåííûåçàâèñèìîñòè ìîäóëÿ ðåéíîëüäñîâûõ íàïðÿæåíèé σxy(t, α), îïðåäåëåííûõ â (9), ïðàêòè-÷åñêè ïîâòîðÿþò ïðèâåäåííûå ãðà�èêè E(t, α).Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî ñðàâíåíèÿ âêëàäà îáúåìíîé âÿçêîñòè â äèññèïàöèþ êèíåòè÷å-ñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèé âû÷èñëÿëèñü ñðåäíèå ïî âðåìåíè îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ

εE(α) = Θ−1

Θ
∫

0

∣

∣

∣

∣

·E(t, α) − E(t, 0)

E(t, 0)

∣

∣

∣

∣

100 % dt, α = 0 . . . 2.Îñðåäíåíèå ïðîâîäèëîñü ïî óñëîâíîìó âðåìåíè �æèçíè� ñòðóêòóðû Θ = 6. �åçóëüòàòûðàñ÷åòîâ îòíîñèòåëüíûõ îòêëîíåíèé εE(α) ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 4. Èç òàáë. 4 ñëåäóåò,÷òî ðîñò ïàðàìåòðà α ïðè �èêñèðîâàííîì ÷èñëå Ìàõà ïðèâîäèò ê áîëüøåé äèññèïà-öèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèÿ. Ïðè ÷èñëå Ìàõà M = 0.5 ñðåäíåå ïî âðåìåíèîòíîñèòåëüíîå óìåíüøåíèå ýíåðãèè äëÿ α = 2 äîñòèãàåò εE = 13.567%. Ýòî õîðîøî ñî-ãëàñóåòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè äàííûìè, ïîëó÷åííûìè â [1, 3℄ äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è, õîòÿâ íåé âîñïðîèçâîäèëîñü òîëüêî çàòóõàíèå ñòðóêòóðû.�àñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè ïðîèçâîäñòâà ïóëüñàöèîííîé ýíåðãèè D(t), à òàêæå îòäåëü-íûõ âêëàäîâ J1, J3, J4 â îáùèé áàëàí ïðîöåññà, ïîëó÷åííûå èç ýíåðãåòè÷åñêîãî óðàâ-íåíèÿ (10), äàíû íà ðèñ. 6�9. Àíàëèç ãðà�èêîâ íà ýòèõ ðèñóíêàõ ïîçâîëÿåò äåòàëèçèðî-âàòü ïðîöåññ ýâîëþöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñòðóêòóðû è åå äèññèïàöèè. Íà âðåìåí-íîì èíòåðâàëå, ãäå ïðîèñõîäèò ðîñò ñòðóêòóðû è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèÿ, ååïðîèçâîäñòâî ñíà÷àëà ïîëîæèòåëüíî è âîçðàñòàåò, äîñòèãàÿ íåêîòîðîãî ìàêñèìóìà, àÒ à á ë è ö à 4. Îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ εE(α), %, äëÿ Re = 100

α 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

M = 0.2 0.0 1.347 3.148 5.287 7.511

M = 0.5 0.0 2.478 5.772 9.633 13.567



36 Þ.Í. �ðèãîðüåâ, È.Â. Åðøîâ, Ê.È. Çûðÿíîâçàòåì íà÷èíàåò óáûâàòü è â êîíöå êîíöîâ ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåòóáûâàíèþ ýíåðãèè ñòðóêòóðû. Èìååò ìåñòî òî÷íîå ñîîòâåòñòâèå õàðàêòåðíûõ òî÷åê íàãðà�èêàõ ðèñ. 5 è 6. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êà ïåðåõîäà êðèâûõ D(t) ÷åðåç íóëü ñîîòâåòñòâó-åò ìàêñèìóìó íà êðèâûõ E(t), à òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà D(t) îòâå÷àþò òî÷êàìïåðåãèáà íà ãðà�èêàõ E(t).Ñðàâíåíèå ãðà�èêîâ ðèñ. 6 è 7 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîèçâîäñòâî ýíåðãèè âîçìóùåíèéïî÷òè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âêëàäîì èíòåãðàëà J1(t), õàðàêòåðèçóþùèì ïðîöåññ îá-ìåíà ýíåðãèåé ìåæäó âîçìóùåíèåì è íåñóùèì ïîòîêîì â óðàâíåíèè (10). Â ïîäûíòå-ãðàëüíîì âûðàæåíèè J1(t) ïðîèçâîäíàÿ îò ñêîðîñòè íåñóùåãî ïîòîêà dUs/dy > 0 íà âñåìðàñ÷åòíîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Âìåñòå ñ òåì, íà ïåðâîì ýòàïå ýâîëþöèè ñòðóêòóðû, êî-ãäà J1(t) > 0, ðåéíîëüäñîâû íàïðÿæåíèÿ ̺u′

xu
′

y òàêæå, ïî êðàéíåé ìåðå, íåîòðèöàòåëüíûâ áîëüøåé ÷àñòè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò ïîäêà÷êà ýíåðãèè â âèõðå-âóþ ñòðóêòóðó èç âíåøíåãî òå÷åíèÿ, ÷òî è îïðåäåëÿåò ðîñò åå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.

�èñ. 6. Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè ïðîèçâîäñòâà ïóëüñàöèîííîé ýíåðãèè D(t) äëÿ Re = 100 è
M = 0.2 (à), M = 0.5 (á ): 1 � α = 0; 2 � α = 0.5; 3 � α = 1; 4 � α = 1.5; 5 � α = 2.

�èñ. 7. Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè èíòåãðàëà J1(t) äëÿ Re = 100 è M = 0.2 (à), M = 0.5 (á ):1 � α = 0; 2 � α = 0.5; 3 � α = 1; 4 � α = 1.5; 5 � α = 2



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âîëí Êåëüâèíà��åëüìãîëüöà... 37Òàêîå íàïðàâëåíèå ïîòîêà ýíåðãèè â �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè ïðè-íÿòî ñâÿçûâàòü ñ ÿâëåíèåì �îòðèöàòåëüíîé� âÿçêîñòè. Ïåðåõîä J1(t) â îòðèöàòåëüíóþîáëàñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñìåíîé çíàêà ðåéíîëüäñîâûõ íàïðÿæåíèé, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿîòðèöàòåëüíûìè â áîëüøåé ÷àñòè îáëàñòè è ñîçäàþò îáû÷íûé äëÿ íèõ äèññèïàòèâíûéý��åêò, ñïîñîáñòâóÿ çàòóõàíèþ âîçìóùåíèÿ.Ñîïîñòàâëÿÿ ãðà�èêè ðèñ. 6�9, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îòðèöàòåëüíûé âêëàä äèññè-ïàòèâíûõ ñëàãàåìûõ J3(t) è J4(t) îêàçûâàåò áîëåå îùóòèìîå âëèÿíèå íà ïðîèçâîäñòâîêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèÿ íà âðåìåíàõ, áëèçêèõ ê ïîëîæèòåëüíûì ìàêñèìó-ìàì D(t) è J1(t), ÷òî âèäíî èç ñðàâíåíèÿ ãðà�èêîâ ðèñ. 6 è 7. Âìåñòå ñ òåì ìîæ-íî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî íóëè ýòèõ ãðà�èêîâ èìåþò íåçíà÷èòåëüíûé ñäâèã ïî âðåìåíè,à îòðèöàòåëüíîå ïðîèçâîäñòâî â îáëàñòè D(t) < 0 ñâÿçàíî â îñíîâíîì ñ ïîâåäåíèåì
J1(t) < 0. Â ÷àñòíîñòè, ñîâïàäàåò õàðàêòåð ðàññëîåíèÿ îáåèõ çàâèñèìîñòåé ïî ïàðà-

�èñ. 8. Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè èíòåãðàëà J3(t) äëÿ Re = 100 è M = 0.2 (à), M = 0.5 (á ):1 � α = 0; 2 � α = 0.5; 3 � α = 1; 4 � α = 1.5; 5 � α = 2

�èñ. 9. Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè èíòåãðàëà J4(t) äëÿ Re = 100 è M = 0.2 (à), M = 0.5 (á ):1 � α = 0; 2 � α = 0.5; 3 � α = 1; 4 � α = 1.5; 5 � α = 2
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α 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

t = 1 0.036219 0.036590 0.036144 0.035265 0.034306

t = 2 −0.039891 −0.037281 −0.034514 −0.031827 −0.029524

t = 3 0.000170 0.000300 0.000270 0.000213 0.000197

t = 4 0.021402 0.020719 0.020008 0.019332 0.018742

t = 5 −0.005725 −0.005292 −0.005101 −0.005091 −0.005002ìåòðó α, â êîòîðûõ á�oëüøèì çíà÷åíèÿì îáúåìíîé âÿçêîñòè ñîîòâåòñòâóþò ìåíüøèåñêîðîñòè çàòóõàíèÿ D(t) (ìåíåå îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ J1(t)). Òàêîå ïîâåäåíèå ïðî-òèâîïîëîæíî ðåçóëüòàòó, ïîëó÷åííîìó â [1℄, ãäå ñêîðîñòü çàòóõàíèÿ âîçðàñòàëà ïðî-ïîðöèîíàëüíî óâåëè÷åíèþ α. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè D(t) < 0 çàòóõàíèå êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè âîçìóùåíèÿ íå îïðåäåëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûìè âêëàäàìè J3(t), J4(t). Ñëåäîâà-òåëüíî, ðàñ÷åòíîå ÷èñëî �åéíîëüäñà Re = 100 çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîåçíà÷åíèå ÷èñëà �åéíîëüäñà, êîòîðîå íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è ýíåð-ãåòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè [11℄, ïîëó÷àåìîé èç óðàâíåíèÿ (10) ïðè D(t) = 0.Ñðàâíåíèå äðóã ñ äðóãîì çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ J3(t) è J4(t), ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 8 è9, ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè M = 0.2 äèññèïàòèâíûé âêëàä ñäâèãîâîé âÿçêîñòè íà ïîðÿäîêïðåâûøàåò ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä îáúåìíîé âÿçêîñòè. Îäíàêî óæå äëÿ M = 0.5 îáàâêëàäà ñòàíîâÿòñÿ ñðàâíèìûìè J3(t) ∼ J4(t), îñîáåííî ñ ó÷åòîì α > 1. Ýòî ïîçâîëÿ-åò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè áîëåå ñèëüíîì âîçáóæäåíèè, çàòðàãèâàþùåì êîëåáàòåëüíûåñòåïåíè ñâîáîäû, äèññèïàòèâíûé ý��åêò, ñâÿçàííûé ñ ðåëàêñàöèîííûì ïðîöåññîì, ìî-æåò ñòàòü îïðåäåëÿþùèì �àêòîðîì ïîäàâëåíèÿ âîçìóùåíèé, êàê ýòî áûëî ïîëó÷åíîâ [2℄ íà ìîäåëüíîé çàäà÷å.Âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà J2(t, α), îïèñûâàþùåãî ïðîöåññû ïóëüñàöèîííîãîðàñøèðåíèÿ è ñæàòèÿ â óðàâíåíèè (10), â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè t äëÿ M = 0.5 è
Re = 100 äàíû â òàáë. 5.Ñðàâíèâàÿ äàííûå òàáë. 5 ñ õàðàêòåðíîé âåëè÷èíîé îñòàëüíûõ èíòåãðàëîâ J1, J3,
J4 ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà, ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî îíè ðàçíÿòñÿ áîëåå ÷åì íà äâàïîðÿäêà è âêëàä J2(t) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðåíåáðåæèìî ìàë. �àññìîòðåíèå ïîäûí-òåãðàëüíûõ âûðàæåíèé â J2, J4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî ìàëîñòüþïóëüñàöèé äàâëåíèÿ p′, êîòîðûå ÷åðåç óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ (ñì. ñèñòåìó óðàâíåíèé (1))ñâÿçàíû ñ ïóëüñàöèÿìè òåìïåðàòóðû T ′ è ïëîòíîñòè ̺′ ñîîòíîøåíèåì

p′ =
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γM2
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(̺T ′ + ̺′Ts) .Â ðàáîòå [12℄ óðàâíåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà áûëî çàïèñàíî îòíîñèòåëüíî ïðî-èçâîäñòâà ïîëíîé ýíåðãèè âîçìóùåíèé, êîòîðàÿ âûðàæàëàñü èíòåãðàëîì
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dΩ.Çäåñü äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå ïî ñðàâíåíèþ ñ èíòåãðàëîì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
E(t) â (10) ïîëó÷åíû èç ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëà J2(t). Ñðàâíåíèå âåëè÷èíû îòäåëü-íûõ âêëàäîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà ñæèìàåìûõ òå÷åíèé ìîæíî âýíåðãåòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïðåíåáðå÷ü èíòåãðàëîì J2(t) â óðàâíåíèè âèäà (10)è îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîèçâîäñòâà òîëüêî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèé.



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âîëí Êåëüâèíà��åëüìãîëüöà... 39ÂûâîäûÂûïîëíåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåëèíåéíîãî ðàçâèòèÿ äîçâóêîâûõ âèõðåâûõ âîç-ìóùåíèé â ýâîëþöèîíèðóþùåì âî âðåìåíè ñäâèãîâîì ñëîå. Äèàïàçîí ïàðàìåòðîâ òå÷å-íèÿ ñîîòâåòñòâîâàë ðåàëüíûì çíà÷åíèÿì äëÿ äâóõàòîìíûõ ãàçîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-òàòû ïîçâîëèëè êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü âëèÿíèå îáúåìíîé âÿçêîñòè íà �îðìèðîâàíèåè ýâîëþöèþ ðàçâèâàþùåéñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âèõðåâîé ñòðóêòóðû è ñäåëàòü ñëå-äóþùèå âûâîäû.1. Âëèÿíèå îáúåìíîé âÿçêîñòè íà êèíåìàòèêó âèõðåâîé ñòðóêòóðû ñ ïðåèìóùåñòâåí-íî íåâÿçêèì ìåõàíèçìîì ýâîëþöèè îòíîñèòåëüíî ìàëî, íî åå äîïîëíèòåëüíûé äèññèïà-òèâíûé ý��åêò ïðîÿâëÿåòñÿ âïîëíå îïðåäåëåííî.2. Ïðè âîçðàñòàíèè îáúåìíîé âÿçêîñòè â ðåàëüíûõ äëÿ äâóõàòîìíûõ ãàçîâ ïðåäåëàõîòíîñèòåëüíîå óâåëè÷åíèå äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñòðóêòóðû, îñðåäíåííîåïî âðåìåíè åå �æèçíè�, äîñòèãàåò 13%, ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëü-òàòàìè ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèé íà ìîäåëüíîé çàäà÷å [1, 3℄.3. Â äîçâóêîâîì äèàïàçîíå ÷èñåë Ìàõà ïðè M ≥ 0.5 âêëàäû îáúåìíîé âÿçêîñòè (ñæè-ìàåìîñòè) è ñäâèãîâîé âÿçêîñòè â òåìï äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèéñòàíîâÿòñÿ ñîèçìåðèìûìè ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû.4. Äëÿ âîçìóùåííûõ ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ äîçâóêîâûõ òå÷åíèé ýâîëþöèÿ ýíåðãèèâîçìóùåíèé ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàåòñÿ �óíêöèîíàëîì êèíåòè÷åñêîé ýíåð-ãèè ïóëüñàöèé.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �ðèãîðüåâ Þ.Í., Åðøîâ È.Â.Ïîäàâëåíèå âèõðåâûõ âîçìóùåíèé ðåëàêñàöèîííûì ïðî-öåññîì â òå÷åíèÿõ âîçáóæäåííîãî ìîëåêóëÿðíîãî ãàçà // ÏÌÒÔ. 2003. Ò. 44, � 4. Ñ. 22�34.[2℄ �ðèãîðüåâ Þ.Í., Åðøîâ È.Â., Åðøîâà Å.Å. Âëèÿíèå êîëåáàòåëüíîé ðåëàêñàöèè íàïóëüñàöèîííóþ àêòèâíîñòü â òå÷åíèÿõ âîçáóæäåííîãî äâóõàòîìíîãî ãàçà // ÏÌÒÔ. 2004.Ò. 45, � 3. Ñ. 15�23.[3℄ �ðèãîðüåâ Þ.Í., Åðøîâ È.Â., Çûðÿíîâ Ê.È., Ñèíÿÿ À.Â. ×èñëåííîå ìîäåëèðî-âàíèå ý��åêòà îáúåìíîé âÿçêîñòè íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ñåòîê // Âû÷èñë.òåõíîëîãèè. 2006. Ò. 11, � 3. Ñ. 36�49.[4℄ Blumen W. Shear layer instability of an invisid ompressible �uid // J. Fluid Meh. 1970.Vol. 40, part 4. P. 215�239.[5℄ Áåò÷îâ �., Êðèìèíàëå Â. Âîïðîñû ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè / Ïîä ðåä.Î.Ô. Âàñèëüåâà è Â.Â.Ïóõíà÷åâà. Ì.: Ìèð, 1971.[6℄ Êîâåíÿ Â.Ì., ßíåíêî Í.Í. Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ â çàäà÷àõ ãàçîâîé äèíàìèêè. Íîâîñè-áèðñê: Íàóêà. Ñèá. îòä-íèå, 1981.[7℄ Êâàñîâ Á.È. Èíòåðïîëÿöèÿ êóáè÷åñêèìè è áèêóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè: ó÷åá. ïîñîáèå.Íîâîñèáèðñê: Í�Ó, 2004.[8℄ Patnaik P.C., Sherman F.S., Coros G.M. A numerial simulation of Kelvin�Helmholtzwaves of �nite amplitude // J. Fluid Meh. 1976. Vol. 73, part 2. P. 215�239.[9℄ Coros G.M., Sherman F.S., The mixing layer: deterministi models of a turbulent �ow.Part I. Introdution and two-dimensional �ow // J. Fluid Meh. 1984. Vol. 139. P. 29�65.[10℄ Ñòåïàíîâ Â.Â. Êóðñ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ì.: ÔÌ, 1959.
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