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Èññëåäîâàíèå íåèòåðàöèîííîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõêâàäðàòîâ äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâàïïðîêñèìèðóþùåé îêðóæíîñòèÑ.Â. ÌèõëÿåâÈíñòèòóò àâòîìàòèêè è ýëåêòðîìåòðèè ÑÎ �ÀÍ Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: mikhlyaev�iae.nsk.suAnalytial expressions for least squares estimation of parameters of the �tted irleand their biases produed by a non-iterative tehnique are given. To ompensate biases,the omplex estimation tehnique utilizing samples of various quantities of approximatedpoints is o�ered.ÂâåäåíèåÍåîáõîäèìîñòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ îêðóæíîñòè, àïïðîêñèìèðóþùåé äàííûå èçìåðåíèé,âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ òåõíè÷åñêèì êîíòðîëåì, îáðàáîòêîé èçîá-ðàæåíèé è ò. ä. [1�5℄. Â ñèëó íåëèíåéíîñòè ðåøàåìîé ïðè ýòîì îïòèìèçàöèîííîé çàäà-÷è, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà è êîîðäèíàò öåíòðà àïïðîêñèìèðóþùåé îêðóæíîñòè, êàêïðàâèëî, ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå, â ÷àñòíîñòè,íà ìåòîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) è ìèíèìèçèðóþùèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îò-êëîíåíèå òî÷åê îò àïïðîêñèìèðóþùåé îêðóæíîñòè [6�10℄. Îñíîâíîé íåäîñòàòîê òàêèõàëãîðèòìîâ � çíà÷èòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû, êîòîðûå íå âñåãäà äîïóñòèìû âïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Âîçìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàíèå ïðÿìîãî íåèòåðàöèîííîãîìåòîäà îöåíêè ïàðàìåòðîâ îêðóæíîñòè (ÌÍÊ2), ÿâëÿþùåãîñÿ ïî ñóòè ìåòîäîì íàè-ìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïðèìåíåííûì íå ê ðàññòîÿíèÿì, à ê êâàäðàòàì ðàññòîÿíèé ìåæäóòî÷êàìè [1, 10℄. ÌÍÊ2 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, íî äàåòñìåùåííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ [9, 10℄. Ñìåùåíèå îñîáåííî ñóùåñòâåííî ïðè àïïðîêñè-ìàöèè �ðàãìåíòà îêðóæíîñòè â âèäå äóãè ñ íåáîëüøèì çíà÷åíèåì öåíòðàëüíîãî óãëà.Äëÿ óìåíüøåíèÿ ñìåùåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû, òðå-áóþùèå, îäíàêî, äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ [10℄.Â ðàáîòå [5℄ ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå âåëè÷èíû ñìåùåíèÿ îöåíîê âÌÍÊ2 (ÌÍÊ2-îöåíîê) îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷åòûðåõòî÷å÷íîé ñõåìû àï-ïðîêñèìàöèè äóãè îêðóæíîñòè. Ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ îêðóæíîñòè ïðèýòîì ìîæåò áûòü äîïóñòèìîé äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. �åçóëüòàòûðàáîòû [5℄ ïîëó÷åíû ïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè íåçàâèñèìî-ñòè çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòåé çàäàíèÿ êîîðäèíàò àïïðîêñèìèðóåìûõ òî÷åêïî êîîðäèíàòíûì îñÿì x è y.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åííûå â [5℄ ðåçóëüòàòû îáîáùåíû íà ñëó÷àé íåçàâèñèìûõðàñïðåäåëåíèé ïîãðåøíîñòåé çàäàíèÿ ïîëîæåíèé àïïðîêñèìèðóåìûõ òî÷åê ïî ðàäè-àëüíûì è óãëîâûì êîîðäèíàòàì. Ïðèâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñìåùåíèé© Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 2008.41



42 Ñ.Â. ÌèõëÿåâÌÍÊ2-îöåíîê êîîðäèíàò öåíòðà è ðàäèóñà îêðóæíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ïîãðåøíîñòåéîïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò àïïðîêñèìèðóåìûõ òî÷åê (äèñïåðñèè øóìà), èõ êîëè÷åñòâà, óã-ëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âäîëü àïïðîêñèìèðóþùåé äóãè, öåíòðàëüíîãî óãëà äóãè. Ïðåä-ëîæåíà êîìáèíèðîâàííàÿ ñõåìà îöåíêè ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóþùàÿ âûáîðêè èç ðàçëè÷-íîãî êîëè÷åñòâà àïïðîêñèìèðóåìûõ òî÷åê è îáåñïå÷èâàþùàÿ ïîëó÷åíèå íåñìåùåííûõîöåíîê. Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäåíû ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè.1. Àíàëèç ñìåùåíèé îöåíîê ïàðàìåòðîâàïïðîêñèìèðóþùåé îêðóæíîñòèÊðèòåðèé îïòèìèçàöèè â ðàññìàòðèâàåìîì ìåòîäå ÌÍÊ2 çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåìâèäå:
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2), (2)ãäå (xi, yi) � êîîðäèíàòû èñõîäíûõ òî÷åê (i = 1, . . . , N), R2 � ñðåäíèé êâàäðàò ðàäèóñààïïðîêñèìèðóþùåé îêðóæíîñòè, (x0, y0) � êîîðäèíàòû öåíòðà îêðóæíîñòè.Ñîîòíîøåíèå (1) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå:
R2 = x2 + y2 − 2(x0x + y0y) + x2

0
+ y2

0
, (3)ãäå ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî âûáîðêå èç N òî÷åê. Êîîðäèíàòû öåíòðàîêðóæíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

x0 = (b1c2 − c1b2)/(a1b2 − b2

1
), y0 = (b1c1 − a1c2)/(a1b2 − b2

1
), (4)ãäå

a1/2N = x2 − x2, a2 = b1,

b1/2N = x y − xy, b2/2N = y2 − y2,

c1/N = x3 + xy2 − x(x2 + y2), c2/N = y3 + yx2 − y(x2 + y2).Îñíîâíîé íåäîñòàòîê ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà àïïðîêñèìàöèè � ñìåùåííàÿ îöåíêàïîëîæåíèÿ öåíòðà è ðàäèóñà îêðóæíîñòè, íàèáîëåå ñèëüíî ïðîÿâëÿþùàÿñÿ ïðè óìåíü-øåíèè öåíòðàëüíîãî óãëà θ0 àïïðîêñèìèðóþùåé äóãè îêðóæíîñòè [5, 9, 10℄.Ïîëó÷èì àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñìåùåíèé îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ îêðóæ-íîñòè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñõîäíûå òî÷êè (xi, yi) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè äóãè îêðóæíîñòè x2 +
y2 = 1 ñ öåíòðàëüíûì óãëîì θ0 è ðàñïðåäåëåíû ïî óãëó â äèàïàçîíå |θ| ≤ θ0/2 ñèì-ìåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè x, òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: sin(θi) = 0. �àäèàëüíûåêîîðäèíàòû òî÷åê ri çàäàíû ñ ïîãðåøíîñòÿìè ∆i, èìåþùèìè íóëåâûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ:

xi = (1 + ∆i) cos θi, yi = (1 + ∆i) sin θi. (5)



Èññëåäîâàíèå íåèòåðàöèîííîãî ÌÍÊ äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ... 43Âûðàæåíèÿì (5) ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè øóìà ïî ðàçëè÷-íûì êîîðäèíàòàì:
σx = σ cos θi, σy = σ sin θi, (6)ãäå äëÿ äèñïåðñèè øóìà ââåäåíî îáîçíà÷åíèå σ2 =< ∆2

i > , à óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþòóñðåäíåíèå ïî ìíîæåñòâó ðåàëèçàöèé ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè i.Âåëè÷èíû ñìåùåíèé ∆R2 è ∆R äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà R2 è ðàäèóñà R ñîîòâåò-ñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ èç âûðàæåíèé (2)�(5) ïðè óñðåäíåíèè ïî ìíîæåñòâó N-òî÷å÷íûõâûáîðîê:
∆R2 =< R2 > −1 = σ2 − 2 < x0x + y0y > + < x2

0
+ y2

0
>, (7)

∆R =< R > −1, (8)ãäå ïàðàìåòð R â (8) îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ (3).Íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñîîòíîøåíèé (4) îò ∆i íå ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü óñðåäíåíèåíåïîñðåäñòâåííî â âûðàæåíèÿõ (7), (8). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû âîñïîëüçóåìñÿðàçëîæåíèÿìè x0 è y0 â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ∆i:
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, (10)ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ (4) èñïîëüçîâàíû ðàçëîæåíèÿ
A = (b1c2 − c1b2)/2N2 ≈ A0 + A1(∆i) + A2(∆

2

i ) + . . . ,

B = (a1b2 − b2

1
)/2N2 ≈ B0 + B1(∆i) + B2(∆

2

i ) + . . . , (11)
P = (b1c1 − a1c2)/2N2 ≈ P0 + P1(∆i) + P2(∆

2

i ) + . . .Èç âûðàæåíèé (5), (9)�(11) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ ñðåäíèõçíà÷åíèé:
< x0 > /σ2 = cos θi/C − 2(1 − 2cos2 θi + cos θi

2

)(cos3 θi − cos θi cos2 θi)/sin2 θi/C
2, (12)

< y0 >= 0, < x2

0
>= σ2/(CN), < y2

0
>= σ2/(Nsin2 θi), (13)

< x0x >= σ2/N+ < x0 > cos θi, < y0y >= σ2/N, (14)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
C = cos2 θi − cos θi

2

.Ñîîòâåòñòâóþùåå (10) ñðåäíåå çíà÷åíèå < y0 >= 0 îáóñëîâëåíî âûáðàííîé ñèììåò-ðè÷íîé ñõåìîé çàäàíèÿ óãëîâûõ êîîðäèíàò èñõîäíûõ òî÷åê: sin θi = 0.Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè âûðàæåíèé (12)�(14) áûëî èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå
< ∆if1(θi) ∆if2(θi) >= σ2f1(θi)f2(θi)/N,ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ çàâèñÿùèõ îò θ �óíêöèé f1(θ) è f2(θ).Ïîäñòàâëÿÿ (12)�(14) â (7), ìîæíî ïîëó÷èòü òðåáóåìîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèåäëÿ âåëè÷èíû ñìåùåíèÿ îöåíêè ñðåäíåãî êâàäðàòà ðàäèóñà îêðóæíîñòè ∆R2:

∆R2 = σ2[1 − 4/N + 1/(NC) + 1/sin2 θi/N ] − 2cos θi < x0 > . (15)



44 Ñ.Â. ÌèõëÿåâÂåëè÷èíà ñìåùåíèÿ îöåíêè ðàäèóñà ∆R (8) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà àíàëîãè÷íûìîáðàçîì, ïðè ðàçëîæåíèè âûðàæåíèÿ äëÿ ðàäèóñà îêðóæíîñòè R =
√

1 + α â ðÿä ïîñòåïåíÿì ∆i, ãäå
α = 2∆i + ∆2

i − 2(x0x + y0y) + x2

0
+ y2

0
.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

∆R = σ2/2[1/2 − 4/N + (1 − cos θi

2

(2 − cos2 θi))/sin2 θi/C] − cos θi < x0 > . (16)Âûðàæåíèÿ (12), (15), (16) îïðåäåëÿþò òðåáóåìûå àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè îöå-íèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ è èõ ñìåùåíèé îò êîëè÷åñòâà èñõîäíûõ òî÷åê, èõ óãëîâîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ïî äóãå àïïðîêñèìèðóþùåé îêðóæíîñòè, âåëè÷èíû öåíòðàëüíîãî óãëà äóãèè äèñïåðñèè øóìà êîîðäèíàò àïïðîêñèìèðóåìûõ òî÷åê.2. �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿÄëÿ ïðîâåðêè ñïðàâåäëèâîñòè ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, èññëåäîâàíèÿñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îöåíîê è èõ çàâèñèìîñòåé îò âàðèàöèé ðàçëè÷íûõ ïàðà-ìåòðîâ ïðîâîäèëîñü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ÌÍÊ2. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äëÿ ïîëó÷å-íèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èñïîëüçîâàëîñü 106 âûáîðîê èñõîäíûõ àïïðîêñèìè-ðóåìûõ òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ çàäàâàëèñü, â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (5),ñ àääèòèâíûì íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûì øóìîì N (0, σ2) ïðè íóëåâîì ñðåäíåì è äèñ-ïåðñèè σ2.Íà ðèñ. 1 è 2 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííî-ãî ìîäåëèðîâàíèÿ è âû÷èñëåííûå ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì âûøå àíàëèòè÷åñêèì îöåíêàì,äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé N è R = 20 ìì, σ = 0.3 ìì. Îòìåòèì, ÷òî õàðàêòåð èçìåíå-íèÿ ïðèâåäåííûõ çàâèñèìîñòåé ïðè âàðèàöèÿõ R è σ áëèçîê ê ïðåäñòàâëåííîìó íàìèâ ðàáîòå [5℄. Àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçîâàâøèåñÿ ïðèðàñ÷åòàõ, ïîëó÷àþòñÿ èç àíàëèòè÷åñêèõ îöåíîê äëÿ îòíîñèòåëüíûõ âåëè÷èí ïóòåì ñëå-äóþùèõ çàìåí: ∆R → R∆R, ∆R2 → R2∆R2, x0 → Rx0, y0 → Ry0, σ → Rσ. Ïîâåäåíèåïîêàçàííûõ íà ýòèõ ðèñóíêàõ çàâèñèìîñòåé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N íå ïðåäñòàâëÿåòèíòåðåñà èç-çà çíà÷èòåëüíûõ âåëè÷èí ñìåùåíèé îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ, ïðèñóùèõðàññìàòðèâàåìîìó ìåòîäó àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ îöåíîê (7) è (8) íàðèñ. 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè äëÿ ïàðàìåòðà ∆R1 =
√

< R2 > − R.Èç ðèñ. 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè θ0 <180◦ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ∆R äîñòèãàåòñÿ ïðè N =4.Äëÿ ∆R2 èëè ∆R1 (ðèñ. 2) íàáëþäàþòñÿ äîâîëüíî áëèçêèå ðåçóëüòàòû ïðè N =4 è N =5,îòëè÷àþùèåñÿ çíàêîì, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðè ïîëó÷åíèè ìàëîñìåùåííûõ îöå-íîê ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N . �å-çóëüòàòû, ïîäòâåðæäàþùèå ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ òàêîé êîìáèíèðîâàííîé ñõåìûîöåíêè, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3 äëÿ ñìåùåíèÿ ∆R45 =
√

(< R2

4
> + < R2

5
>)/2 − R,ãäå íèæíèå èíäåêñû ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðåõ- è ïÿòèòî÷å÷íîé ñõåìå àïïðîêñèìàöèè. Èçðèñ. 3 ñëåäóåò, ÷òî êîìáèíèðîâàííàÿ ñõåìà îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå ïðàêòè÷åñêè íåñìå-ùåííûõ îöåíîê äëÿ êâàäðàòà ðàäèóñà îêðóæíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ θ0. Íåçíà-÷èòåëüíûå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé îòêëîíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ äàííûõ îò àíàëèòè-÷åñêèõ îöåíîê äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé θ0 îáóñëîâëåíû âîçðàñòàíèåì äèñïåðñèè è ïîãðåø-íîñòåé ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé ïðè óìåíüøåíèè öåíòðàëüíîãî óãëà àïïðîêñèìèðóþùåéäóãè θ0.



Èññëåäîâàíèå íåèòåðàöèîííîãî ÌÍÊ äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ... 45

2 4 6 8 10
-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

N

 

 

 70
 80
 90
 100
 120
 160
 180
 240

R, 

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòè ñìåùåíèÿ ∆R îöåíêè ðàäèóñà îêðóæíîñòè îò êîëè÷åñòâà àïïðîêñèìè-ðóåìûõ òî÷åê N ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ öåíòðàëüíîãî óãëà äóãè θ0: ñïëîøíûå ëèíèè �àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè, ñèìâîëû � ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà ∆R1 =
√

< R2 >−R îò êîëè÷åñòâà àïïðîêñèìèðóåìûõ òî÷åê Nïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ öåíòðàëüíîãî óãëà äóãè θ0: ñïëîøíûå ëèíèè � àíàëèòè÷åñêèå îöåí-êè, ñèìâîëû � ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ
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 R45, 

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè ñìåùåíèÿ ∆R45 ïðè êîìáèíèðîâàííîé ñõåìå îöåíêè ðàäèóñà îêðóæíîñòèîò öåíòðàëüíîãî óãëà äóãè θ0: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè, ñèìâîëû � ðåçóëü-òàòû ìîäåëèðîâàíèÿ�àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîãî øóìà â óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèåòî÷åê ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì (ÑÊÎ) â íåñêîëüêî ãðàäóñîâ ñëàáî ñêàçû-âàåòñÿ íà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòàõ.Ïðè âûâîäå âûðàæåíèé äëÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ïðåäïîëàãàëîñü ñèììåòðè÷íîå îò-íîñèòåëüíî îñè x ðàñïîëîæåíèå àïïðîêñèìèðóåìûõ òî÷åê, ïðè ýòîì íå íàêëàäûâàëîñüíèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà óãëîâûå êîîðäèíàòû òî÷åê. Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîýòîìóìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ îòâàðèàöèé óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ òî÷åê. Íàèáîëåå èíòåðåñíûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëó÷àè ñìàëûì êîëè÷åñòâîì àïïðîêñèìèðóåìûõ òî÷åê N = 4 è N = 5, îáåñïå÷èâàþùèìè äî-ñòàòî÷íî ìàëîå ñìåùåíèå ïàðàìåòðîâ ïðè çíà÷åíèÿõ θ0 < 180◦. Íà ðèñ. 4 è 5 ïðåäñòàâ-ëåíû äàííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå �èêñèðîâàííîìó óãëîâîìó ïîëîæåíèþ êðàéíèõ (ïðè
|θ| = θ0/2) è ñðåäíåé (ïðè N = 5, θ = 0) òî÷åê â çàâèñèìîñòè îò óãëîâîãî îòêëîíåíèÿ ϕâíóòðåííèõ òî÷åê îò êðàéíèõ. Íà ãðà�èêàõ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ â ñðàâíåíèè ñ äàííûìè ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõàíàëèòè÷åñêèõ îöåíîê.Èç ðèñ. 4 ñëåäóåò, ÷òî ñ ïðèáëèæåíèåì âíóòðåííèõ àïïðîêñèìèðóåìûõ òî÷åê ê êðàé-íèì ñìåùåíèå è ÑÊÎ-îöåíêè ðàäèóñà äëÿ N = 4 ðåçêî âîçðàñòàþò, â òî âðåìÿ êàê äëÿ
N = 5 ýòè çàâèñèìîñòè áîëåå ñëàáûå. Ïðè âûáðàííîì çíà÷åíèè θ0 = 90◦ ìèíèìàëüíîåïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå çíà÷åíèå ñìåùåíèÿ ïðè N = 4 äîñòèãàåòñÿ â îêðåñòíîñòè óãëà
ϕ = 30◦, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàâíîìåðíîìó óãëîâîìó ðàñïðåäåëåíèþ òî÷åê, è îñòàåòñÿäîñòàòî÷íî ìàëûì ïðè ϕ > 20◦. Äëÿ N = 5 ñìåùåíèå îöåíêè ðàäèóñà ïðè ϕ > 20◦ ïðàê-
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòè ñìåùåíèÿ ∆R è ÑÊÎ-îöåíêè ðàäèóñà îêðóæíîñòè îò óãëîâîãî îòêëîíå-íèÿ ϕ âíóòðåííèõ àïïðîêñèìèðóåìûõ òî÷åê îò êðàéíèõ ïðè N = 4, N = 5 è θ0 = 90◦: ñèì-âîëû � ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ; ñïëîøíûå è øòðèõîâûå ëèíèè äëÿ ∆R � àíàëèòè÷åñêèåîöåíêè
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�èñ. 5. Çàâèñèìîñòè ñìåùåíèÿ ∆R45 ïðè êîìáèíèðîâàííîé ñõåìå îöåíêè ðàäèóñà îêðóæíîñòèîò óãëîâîãî îòêëîíåíèÿ ϕ âíóòðåííèõ àïïðîêñèìèðóåìûõ òî÷åê îò êðàéíèõ ïðè îäèíàêîâûõçíà÷åíèÿõ ϕ äëÿ N = 4 è N = 5: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè, ñèìâîëû �ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ



48 Ñ.Â. Ìèõëÿåâòè÷åñêè ïîñòîÿííî è ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò àíàëîãè÷íûéïîêàçàòåëü äëÿ N = 4.Çàâèñèìîñòè ñìåùåíèÿ ∆R45 îò ϕ ïîêàçàíû íà ðèñ. 5. Îòìåòèì, ÷òî íà ýòîì ðè-ñóíêå, â îòëè÷èå îò ðèñ. 3, óãëîâûå ïîëîæåíèÿ âíóòðåííèõ òî÷åê äëÿ N = 4 è N = 5îäèíàêîâû, è àïïðîêñèìèðóåìûå âûáîðêè òî÷åê äëÿ ðàçëè÷íûõ N îòëè÷àþòñÿ ëèøüöåíòðàëüíîé òî÷êîé ïðè θ = 0. Äëÿ θ0 = 90◦ ìèíèìàëüíîå ñìåùåíèå äîñòèãàåòñÿ âîêðåñòíîñòè çíà÷åíèÿ ϕ = 30◦, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàâíîìåðíîìó óãëîâîìó ðàñïðåäåëå-íèþ òî÷åê ïðè N = 4.�àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íàëè÷èå øóìîâîé ñîñòàâëÿþùåé â íåñêîëüêî ãðàäóñîâ âóãëîâîì ïîëîæåíèè òî÷åê ñëàáî âëèÿåò íà õàðàêòåð ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 4 è 5 çà-âèñèìîñòåé. Çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ èìåþò ìåñòî ëèøü äëÿ N = 4 ïðè áëèçêîì ðàñ-ïîëîæåíèè âíóòðåííèõ è êðàéíèõ òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùåì ìàëûì çíà÷åíèÿì ϕ.Íåñìåùåííûå îöåíêè ∆R45 â êîìáèíèðîâàííîé ñõåìå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äëÿ ðàç-ëè÷íûõ ñî÷åòàíèé çíà÷åíèé óãëîâ ϕ = ϕ4 è ϕ = ϕ5, ñîîòâåòñòâóþùèõ N = 4 è N = 5,÷òî ïîÿñíÿåòñÿ ðèñ. 6. Íà ýòîì ðèñóíêå ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè < ∆R2
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>îò ϕ äëÿ N = 4 è N = 5, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî êîìïåíñàöèÿ ñìåùåíèÿ îöåíêèäîñòèãàåòñÿ äëÿ ëþáîé ïàðû çíà÷åíèé óãëîâ ϕ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäèíàêîâûì çíà÷åíè-ÿì ∆R2
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> èç çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèþ

∆R2

c = 0.8 ñîîòâåòñòâóþò äâà óãëà ϕ4 = 34.7◦ è ϕ5 = 17.4◦. Çàìåòèì, ÷òî ïðè îäèíà-
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=34.7=17.4�èñ. 6. Çàâèñèìîñòè ñìåùåíèé < ∆R2
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> ïðè êîìáèíèðîâàííîé ñõåìå îöåíêèðàäèóñà îêðóæíîñòè îò óãëîâîãî îòêëîíåíèÿ ϕ âíóòðåííèõ àïïðîêñèìèðóåìûõ òî÷åê îò êðàé-íèõ äëÿ N = 4 è N = 5: ñïëîøíûå ëèíèè � àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè, ñèìâîëû � ðåçóëüòàòûìîäåëèðîâàíèÿ



Èññëåäîâàíèå íåèòåðàöèîííîãî ÌÍÊ äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ... 49êîâîì óãëîâîì ðàñïîëîæåíèè âíóòðåííèõ òî÷åê ϕ = ϕ5 = 17.4◦, êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 5,ñìåùåíèå ∆R45 ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò íóëåâîå çíà÷åíèå è ñîñòàâëÿåò îêîëî 0.02 ìì.Ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþò íåçàâèñèìîìó ðàñïðåäåëåíèþ øóìàêîîðäèíàò àïïðîêñèìèðóåìûõ òî÷åê ïî R è θ, ÷òî ïîäòâåðæäàåò îáùèå çàêîíîìåð-íîñòè, ïîëó÷åííûå íàìè ðàíåå äëÿ íåçàâèñèìîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ øóìà ïî x- è
y-êîîðäèíàòàì [5℄. Âûâîäû îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí ñìåùåíèé îöåíîê ïàðàìåòðîâ îêðóæ-íîñòè, îáåñïå÷èâàåìûå äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé N ïðè ÌÍÊ2-àïïðîêñèìàöèè, îñòàþòñÿñïðàâåäëèâûìè è â ñëó÷àå çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè øóìà ïî êîîðäèíàòàì x è y, îòëè÷-íîé îò (6). Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ îáðàáîòêîé èçîá-ðàæåíèé è èçìåðåíèåì êîîðäèíàò òî÷åê ãðàíèö îáúåêòîâ (êîíòóðîâ) âäîëü ñêàí-ëèíèé,ñîîòâåòñòâóþùèõ àíàëèçèðóåìûì ñå÷åíèÿì èçîáðàæåíèÿ x = xc èëè y = yc. �àñ÷åòûïîêàçûâàþò, ÷òî, â ïðåäïîëîæåíèè ïðîïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè èçìåðÿ-åìîé êîîðäèíàòû ãðàíèöû îò øèðèíû êîíòóðà èçîáðàæåíèÿ â àíàëèçèðóåìîì ñå÷åíèè,âåëè÷èíû ñìåùåíèé è äèñïåðñèè ÌÍÊ2-îöåíîê äëÿ ìàëûõ N ñóùåñòâåííî âîçðàñòàþòëèøü ñ ïðèáëèæåíèåì ñêàí-ëèíèé ê ïîëîæåíèÿì êàñàòåëüíûõ ê ãðàíèöå.Çàêëþ÷åíèåÏîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè õîðîøî ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìî-äåëèðîâàíèÿ è ïîäòâåðæäàþò ñäåëàííûå íàìè ðàíåå âûâîäû îá ý��åêòèâíîñòè ïðè-ìåíåíèÿ íåèòåðàöèîííîãî ÌÍÊ-îöåíèâàíèÿ è ÷åòûðåõòî÷å÷íîé ñõåìû àïïðîêñèìàöèèäëÿ îöåíêè ðàäèóñà è êîîðäèíàò öåíòðà àïïðîêñèìèðóþùåé îêðóæíîñòè [5℄. Ìåòîä àï-ïðîêñèìàöèè ÌÍÊ2 ïðè N = 4 îáåñïå÷èâàåò ìèíèìàëüíûå ñìåùåíèÿ îöåíîê, áëèçêèåê íóëåâûì çíà÷åíèÿì, è ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííûõ âû÷èñëèòåëü-íûõ ðåñóðñîâ äëÿ àïïðîêñèìàöèè äóãè îêðóæíîñòè. Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî ïîëîæå-íèÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðàêòè÷åñêèâàæíûõ êîîðäèíàòíûõ çàâèñèìîñòåé äèñïåðñèè øóìà êîîðäèíàò àïïðîêñèìèðóåìûõòî÷åê.Ïðèâåäåííûå â ðàáîòå àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èññëåäîâà-íèÿ çàâèñèìîñòè îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ îò óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ òî÷åê è îïòèìèçàöèèñõåìû àïïðîêñèìàöèè.Ïðåäëîæåííàÿ êîìáèíèðîâàííàÿ ñõåìà àïïðîêñèìàöèè ïî âûáîðêàì èç ðàçëè÷íîãîêîëè÷åñòâà èñõîäíûõ òî÷åê ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íåñìåùåííûå îöåíêè ñðåäíåãî êâàäðàòàðàäèóñà îêðóæíîñòè è ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ äëÿ îöåí-êè êàê ðàäèóñà, òàê è ïëîùàäè êðóãà, îãðàíè÷åííîãî àïïðîêñèìèðóþùåé îêðóæíîñòüþ.Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíåíèå òàêîé ñõåìû â ñèñòåìàõ òåõíè÷åñêîãî çðåíèÿ, èñïîëüçóåìûõïðè àâòîìàòè÷åñêîì âûðàùèâàíèè êðèñòàëëîâ, ïîçâîëÿåò îïåðàòèâíî êîíòðîëèðîâàòüïëîùàäü êðèñòàëëà â ïðîöåññå âûðàùèâàíèÿ, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèò-ìîâ àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ è ïîëó÷åíèÿ êðèñòàëëîâ ñ çàäàííîé ãåîìåòðèåé.Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü Â.Ï. Êîñûõ çà ïîëåçíûå äèñêóññèè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áàðàíîâ Â.�., Èëüÿñîâ Í.Þ., Êîòëÿð �.Â. è äð. Áåñêîíòàêòíîå èçìåðåíèå ðàäèóñàêðèâèçíû ñ�åðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé // �àñïîçíàâàíèå îáðàçîâ è àíàëèç èçîáðàæåíèé:íîâûå èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè (�ÎÀÈ-5-2000). Òð. Ìåæäóíàð. êîí�. Ñàìàðà, 2000.Ò. 3. Ñ. 458�462.
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