
���������
	������	������������������	����
��� ��������� �"!$#��&%���'(	�������)+*���#-,.�0/1� �"2�3�354

687:9";=<?>@>@AB<DCEA?F�<�;=7@G@ABH$IJ>@7@<KCE<ML?ABCNIB9�OQPRIJSB>@ABTUF�7@>:IJCE7@V@7
IJPWCEA$9MXY<?G@Z 7U[@<?G@<?>@A$9MI\[@G@7@CE<R9�7U>:I]F_^`7aF�G@Ab;=AB^`7@c@<R9�V@7

>@<?A?F�>@ABG@A?F�>@ABTdPW<?G@G@7@PWABG@7@<?T
∗

e$fhgifkj]l�m�n�o�pkm�pkq�r
sutwvyx&twz
vyx�{�|~}�twvy���w���5vy��z
�y������|u����{�z
���5vy{����y�$�

�B�
������th��{�v�v��5�y��twz��
�������&vyx�{�|uz�����{�v���{�������������|=���y���]����`twv�vy{��
�����a�
�������w ¡�¢�£�¤�¡�¤¥��¦�§&§k¨ª©.�h«?¨¬¦0«

�f¯®°f�g²±kq�³k´µ±kp
sutwvyx&twz
vyx�{�|~}�twvy���w���5vy��z
�y������|u����{�z
���5vy{����y�$�k�`twv�vy{��

¶`·¹¸�º�»½¼�¸5¾�¿�À�º�ÁJ·ÃÂ�ÄÆÅ�Ç�»
ÁJ¾
È�·Ã»½Ä½À�ÉM¾�¿�ÁJ·¹¸�¾h¸�Å�Ç�»Æ·�Ç�¼�ÁJ¾h¸�Ê�Ë&·ÃÂ�ÄÆÅ�È0Ì
À�Ç�ÁbÄÆÅ¹¸ Ç�À&ÈRÊ�Ç¯¸�¸�Ä½Íw·�¼�ÂÎÇ¯Å¹·ÃÂ
¼�ÂÎÇ�À&¸�Ê¾¯Â�¼kÇ�Ï¾�Íw·"¼�Ë&·�Ë�Ì0È0Â�¾¯»Æ¾¯ÉhÄÆÅ�Ç�»½»½ÌJÄ½À�Ë&¾¯ÁJ¾¯Éw·ÃÀ&·¹¾¯º&¸�»ÐÇ�À&È$Ç�Â�·"Ê�Â�·¹¸�·ÃÀ�¼�·¹È�Ñ
ÒÓ¼�ÄÆ¸�¸�Ë&¾�Ô�À�Õw¼�Ë�Ç�¼
ÇRÅ¹¾¯ÁbÊ�»Æ·×Ö$¾�¿�Ï�Â�·¹·ÃØ�·�ÅÃÄ½Â�ÅÃº�»ÐÇ�¼�ÄÆ¾¯À&¸�Õ0¾
Å¹ÅÃº�Â�Â�Ä½À�ÉW¾�Íw·ÃÂ�¼�Ë�ÄÆ¸-Ù
Ä½À&ÈB¾�¿�¼�·ÃÂ�Â�Ä½¼�¾¯Â�ÌwÕ
Å�Ç�º&¸�·¹¸�¸�Ä½ÉhÀ�ÄÛÚ�Å�Ç�À�¼
Â�·¹È0º&ÅÃ¼�ÄÆ¾¯À]¾�¿�¼�Ë&·�ÁBÇyÖ0Ä½ÁBÇ�»w¼�ÂÎÇ¯Å¹·ÃÂ.Å¹¾¯À&Å¹·ÃÀ�¼�ÂÎÇ�¼�ÄÆ¾¯À&¸.Ä½ÀR¼�Ë&·-¸�º�Â¬¿ªÇ¯Å¹·�»ÐÇ¹Ìw·ÃÂ�ÑyÜkË&·-·×Ý�·¹ÅÃ¼5¾�¿�¼�Ë&·ÃÂ�ÁBÇ�»
ÂÎÇ¯È0ÄÐÇ�¼�ÄÆ¾¯Àa¾¯ÀÞ¼�Ë&·?À�Ä½ÉhË�¼`Ï�Â�·¹·ÃØ�·RÈ�·ÃÍw·Ã»Æ¾¯Ê�ÁJ·ÃÀ�¼�ÄÆ¸"È�·ÃÁJ¾¯À&¸�¼�ÂÎÇ�¼�·¹È�Ñ

ßáà"â�ãBâ ä]åWâ
æ:çè0é�êëWìë�é�êè0çíïî¯ë�ð�çè0é�è$ñÞò
ì�ò°óªç�ò
ôìêð�ë�ì õ�ö ò
ô�òh÷5ç�ò�ø°ù�êú0êìûõ(üJò
ìë�ý�ê(ø õ&þ0ë�ììê(þ0è0ìê(ø:üJò �
ç�òh÷5íÿê ÷5ì � � ôè��ìíMþ0í é����yþ0è��	��ëyþ0û�
��0è�÷5çí�iè0ú��-ë��(þ0è������0è�÷5è0ë�ð�è��²ê��0è�÷5è
þ0è��&è�� ��� ��ý�ê� þ0ê=è0ú��-ë��(þ0í1÷5è��yþ�ò�þ0è��çè��0ë�ý�ê��ê õ�þ0èõ���ò��:ôè���ò�î¯í���ò�
 þaþ0ë�è0ìëyþ0ê��ë����êë�è��ë�ç��ê=ê:ç�ò
ú�ý�
`÷5ë �
çê(ø! #"�$�õ�ç�òh÷ çêð�ê ð�è0é��&þ~ì�ò�î¯ê���ò�þ0û��Ãø ú0ìê(î¯í%�Dð�ë��yþ0çí?ë&�0ëyþ0ìíbõkôìë¹÷'�yþ�ò���ý�ø�
)(�êë*�+�0ë�ì �
þ0ê���òwý�û0çè�� ô�ý�è����&è��yþ0êNîhò
ð,�ç-�&þ0í?ë.�êì��-�hý�ø��êè0ççí?ë²ø��ë����ê �0/ ìê(î²î¯ç�ò1�ê(þ0ë�ý�û0çè���ý�ê(øëyþ
ç�ò ôìè��yþ0ì�ò
ç��yþ��0ë�ççè0ë ì�ò���ôìë¹÷5ë�ý�ë�çêë�&ò
ì�ò��(þ0ë�ìê��yþ0ê�� ò�þ0ð�è���2Jë�ìçè0é�è3�0è
î�÷��4&ò(õ)� è���è0ú0ë�ç �
çè��yþ0ê~þ0ë�ð�ôë�ì�ò�þ���ìíbõ5��ý5ò76açè��yþ0êuêuð"òwý�í�8(êð�ê��ë����ê9���è��yþ�ò���ý�ø�
)(�ê9 �5: è���ý�ë¹÷5çêë�ð�è0é��&þôìë¹÷'�yþ�ò���ý�ø(þ0û;��è0ú0è��<��è0ë¹÷5êçë�çê(ø õ�çë�ú�ý5ò
é�è0ôìê(ø(þ0çí?ë ÷�ý�ø � �&è���ê��yþ0ë�ð=���&ñ�ê ê>�0è�÷5çí�µè0ú�� �
ë��(þ0è��õ�ò�þ�ò��-6Þë]÷�ý�ø°î�÷5è0ìè��0û
ø&�ë�ý�è��0ë���ò ��? ò�� õ(ç�ò
ú�ý�
`÷.ò��
ñ�êë��Ãø=ç�òÞôè0ú0ë�ìë�6aû0ëbè
î � æ:ê��êé�ò
ç� è��ìë��yþ0çè��yþ0êáé �A@ ê���ò
é�è°ôìë��0íMñ�ë�çê(ø~ôìë¹÷5ë�ý�û0çè ÷5è0ô-���yþ0êð�í���&è0ç��ë�ç(þ0ì�ò��ê��áçë��&è
þ0è0ìí�
(êð�ê��ë����ê9B�&è0ð�ôè0çë�ç(þ0è��C�+�0è
î�÷��4�ë
õ�ôè+����ë��.�0ê&÷5êð�è��yþ0ê õD�0íMîE��ò
çí � 2F2Jë��(þ0è0ð ú0ìê(î¯è��0è��
�êì��-�hý�ø��êê8 GH$ �4I ��ý��9��ò
ëRé�ê&÷5ìè�ý�è0é�ê��ë����êaçë�è�÷5çè0ìè�÷5çè���þ0ë�ììê(þ0è0ìêê���è��0è��-��ôçè��yþ0ûBú0è�ý�û �ñ�è0é�èJ�&è�ý�ê��ë��yþ���ò°ú0ìê(î¯è��0í�+�êì��-�hý�ø��ê��:÷5è�ý�6aç�ò þ�ò��-6Þë$î¯ç�ò1�ê(þ0ë�ý�û0çè&��ý�ê(ø(þ0û°ç�òaôë�ìë�çè��
ôìêð�ë���ë���è
þaê9:ê��yþ0è��çê��&è�� ç�òÞî¯ë�ð�çè��=ôè��0ë�ì�(çè��yþ0ê �AK þ0è
þ � 2F2Jë��(þ ð�è16Þëyþaêð�ëyþ0û���ò76açè0ë� �&è�ý�è0é�ê��ë����&è0ë:î¯ç�ò1�ë�çêë
õL�;��ò��yþ0çè��yþ0ê ÷�ý�øiö ò
ô�òh÷5çè��iù�êú0êìê õ�éÎ÷5ë:ôìè0ê(îE�0è�÷5ê(þ��Ãøïò��(þ0ê�� �
ç�ò�ø²÷5è0ú0í���ò~çë�2bþ0ê ê é�ò�îhò��&�0í?ú0ìè���è0ðM��è0ô-�&þ��yþ����9
)(�ê9��0ë�(�ë��yþ��>�µò�þ0ð�è���2Jë�ì-� � ù"ý�ë¹÷��0ëyþôè�÷'�ë�ì��ç-�&þ0ûõL�(þ0è����N(�ë��yþ����9
)(Þò�øiç�ò�î¯ë�ð�ç�ò�øO��ëyþ0ûáð�ëyþ0ë�è0ìè�ý�è0é�ê��ë����ê9P�yþ�ò
ç��ê�� è0ú�ý5òh÷.ò
ëyþ
çë¹÷5è��yþ�ò�þ0è��çí?ð ôìè��yþ0ì�ò
ç��yþ��0ë�ççí?ð ì�ò�î¯ìëyñ�ë�çêë�ð?õ5�(þ0è0ú0í ôè°ë�ë$÷.ò
ççí?ð+ð�è16açè°ú0í�ý�è@ú0í
ê&÷5ë�ç(þ0ê�2Jê��êìè���ò�þ0ûÞú0ìê(î¯è��0í?ë)�êì��-�hý�ø��êê õ9�0è
î¯çê���ò�
)(�êë]ç�òh÷°ôè�÷5è0ú0çí?ð�ê þ0ë�ììê(þ0è0ìê(øð�ê �

∗ Q�RTS�U�VWR5X�Y[ZHUT\7]H^_]7R5ZH`Ha�bcaH]7RT]7deU�X�U�f,ZHUhgHg�^_`�i�jE^kQ�U�d_deaHf7dejEU�l_UDbcU�]Eg�RmbcnE]Eg�R�o�^_]HVWRW\7p�]HYAq,a7d_dr\7^rg�U�X�RT]HaHfs l_`7RT]HV�tvuEwhxyu�z{xyu�u�|Tu�u�}r~��� ]7deVTaHVTnEV�X�Y[�Ha7dr\7aHVT^e\7p�]HYAq�VT^eq1]HUT\7U�l_aHf��'aHS�aH`7dejEU�l_ULU�V_g�^e\7^_]Ha1�)Q�U�d_deaHf7dejEU�f)RTj1R{g�^ho�aHa�]7R{nEjN�H|Tu�u��H~
"1���



"1�4� ���{�<�m�L�7�W���7�'�W�������-�8�h�����*���N�������

: è � þ0è0ðc���ê���ý�ë�ççè0ë?ð�è�÷5ë�ý�êìè���ò
çêëMø���ý�øëyþ��Ãø õ0ôè ���N(�ë��yþ����0õ�ë¹÷5êç��yþ��0ë�ççí?ð²êç��yþ0ì-��ð�ë�ç(þ0è0ð
è��ë�ç��ê&&ò
ì�ò��(þ0ë�ìê��yþ0ê�� � þ0ê9*�êì��-�hý�ø��ê��=ê*���
ø(îhò
ççè0é�è��Jçêð�ê:ôë�ìë�çè��¯ò ôìêð�ë���ë�� �

I ç�ò��yþ0èhø-(�ë���ì�ò
ú0è
þ0ëBôìè��0ë¹÷5ë�ç�ì�ò����ëyþÞ÷5êç�ò
ð�ê��ë����ê9*&ò
ì�ò��(þ0ë�ìê��yþ0ê��~ú0ìê(î¯è�� ç�òh÷~é�ê&÷ �
ìè�ý�è0é�ê��ë����ê çë�è�÷5çè0ìè�÷5çè�� þ0ë�ììê(þ0è0ìêë�� ê è��ë�çë�ç�ò;��ôè���è0ú0çè��yþ0û � þ0ê9B�êì��-�hý�ø��ê�� ì�ò�� ���ë�ê���ò�þ0û1ò�þ0ð�è���2Jë�ìç-�9
 ôìêð�ë���û ��¡ ý�øEð�è�÷5ë�ý�êìè���ò
çê(ø ôë�ìë�çè��¯òiôìêð�ë���ê ê���ôè�ý�û
î¯è���ò
çè
��ì�ò��0çë�çêë=ôë�ìë�çè��¯òH�$÷5ê�2F2 �&î¯êê õ`þ�ò��êð è0ú0ì�ò�î¯è0ð?õ,��ý�ê(øçêëJ(êð�ê��ë����ê9iôìë��0ì�ò7(�ë�çê��ïê
è0ú�ý5ò1�çí�:ôìè��ë�����è�� ê�����ý�
0�ë�çè �

I ç�ò��yþ0èhø-(�ë��@ì�ò
ú0è
þ0ëbê���ôè�ý�û
î¯è���ò
ç�ò�ð�ëyî¯è0ð"ò��yñ$þ�ò
ú0ç�ò�ø°þ0ìëT(ð�ë�ìç�ò�ø:çë�é�ê&÷5ìè��yþ�ò�þ0ê��ë�����ò�ø
ð�è�÷5ë�ý�ûC¢)£�¤�¥� ¤7$ �mI � þ0è�� ð�è�÷5ë�ý�ê²ôìêð�ë�ç(øëyþ��Ãø

σ � ÷5ë���ò
ì(þ0è���ò*��ê��yþ0ë�ð"ò+�&è0è0ì
÷5êç�ò�þwõkò&��ì�ò�� �çë�çê(ø°îhò
ôê��¯ò
çí!�J÷5ê��0ë�ìé�ë�ç(þ0çè0ðP�0ê&÷5ë �-? ��ìú��hý�ë�ç(þ0ç�ò�øa÷5ê�2F2 �&î¯ê(øJ����òwý�øìè��Þê ÷5ê�����êô�ò��ê(øêð�ô-�hý�û��¯òµôìë¹÷'�yþ�ò���ý�ë�çíÿîhò
ð�í���ò
çêë�ð ôë�ì��0è0é�èµôè0ì�ø&÷'��ò ��: ìè��ë�����í þ0ë�ô�ý�è���ý5ò
é�è0è0ú0ð�ë�ç�ò<�
ôè����0ë=êiì�ò��yþ0ê(þ0ë�ý�û0çè��yþ0ê+ì�ò������ê(þ0í���ò�
 þ��Ãø	�=ôìêð�ë�çë�çêë�ð ð�è�÷5ë�ý�ê3¦_§-¨�©ª ��$ � übìè0ð�ë:þ0è �é�èõ�� ð�è�÷5ë�ý�ûB¢)£�¤�¥1ò��
þ0è0ì�ò
ð�êïç�ò��yþ0èhø-(�ë��+ì�ò
ú0è
þ0í«����ý�
0�ë�çí ô�ò
ì�ò
ð�ëyþ0ìê(îhò��êê+ôë�ìë�çè��¯ò
÷�ý�êççè��0è�ý�çè��0è0é�è°ê(îyý��9�ë�çê(ø��@ò�þ0ð�è���2Jë�ìë¬ ���¯®Ã� ¥ �e°�±  �H$�ê;�&è0ìè
þ��&è��0è�ý�çè��0è0é�è°ê(îyý��9�ë�çê(ø
¬ ���¯®Ã� ¥ � § ±  ²7$�õ�ò ÷�ý�ø�2Jê(î¯ê��ë����ê òh÷5ë�����ò�þ0çè0é�èJì�ò����ëyþ�ò³�
îhò
êð�è�÷5ë����yþ��0ê(ø ò�þ0ð�è���2Jë�ìíP���0è�÷5è �
ë�ð"ò
ð�ê8�ÿð�è�÷5ë�ý�û°é�ê&÷5ìè
þ0ë�ìð�è�÷5êç�ò
ð�ê��ê��0è�÷5è0ë�ð"ò+ ´H$ ��¡ ê����ìëyþ0ê(îhò��ê(ø���ê��yþ0ë�ð�íµ��ì�ò��0çë�çê��ð�è�÷5ë�ý�ê ôìè��0ë¹÷5ë�ç�òbç�òBù � ��ëyþ��&ë)¶]ì�ò���ò��0íbõ
þ�ò���(þ0èJôìè��yþ0ì�ò
ç��yþ��0ë�ççí?ëWôìè0ê(îE�0è�÷5çí?ë ò
ôôìè�� ���êð�êì-�9
 þ��Ãø;�ë�ç(þ0ì�òwý�û0çí?ð�ê~ì�ò�î¯çè��yþhøð�ê+�
þ0è0ìè0é�è ôè0ì�ø&÷'��ò þ0è��çè��yþ0ê �A· ç(þ0ë�é�ìêìè���ò
çêë�ôè�0ìë�ð�ë�çê=ôìè0ê(îE�0è�÷5ê(þ��Ãø=ôè�h�ë�ð�ë�¸e�ëT&ò
ì
÷.òH¹³�
þ0è0ìè0é�è�ôè0ì�ø&÷'��ò �
º¼».½3¾�¿ à�äWâ ä]åWâvÀWâ ¾ â ä�Á¼Â ¿cÃ ãJå�Ä	Ä!Å�Æ.å]å«À ¿ ÂkÂ5åWà�ä�Á,ÇÈÀ ¾ å�É=â[Â5å

: ìè��ë���� ôë�ìë�çè��¯ò:ð�ëyî¯è0ð"ò��yñ$þ�ò
ú0çí?ð�êµþ0ë��ë�çê(øð�ê²ô�ò�����ê��0çè��áôìêð�ë���ê õ5�0í?ú0ì�ò���í���ò
ë�ð�è����
ò�þ0ð�è���2Jë�ì-�áê(î ê��yþ0è��çê��&è���ç�ò°ôè��0ë�ì�(çè��yþ0êµî¯ë�ð�ý�ê õ5��ð�è�÷5ë�ý�êìè���ò
çµôè�÷5è0ú0çè@þ0è0ðc�0õ5��ò�� � þ0è
ú0í�ý�è³�Î÷5ë�ý5ò
çè³�Jð�è�÷5ë�ý�ê�¢)£�¤�¥$÷�ý�ø ôë�ìë�çè��¯òF�0è�÷�øçè0é�èJô�ò
ì�ò ��Ê ì�ò��0çë�çêë�÷�ý�ø�&è0ç��ë�ç(þ0ì�ò��êêôìêð�ë���ê

qnp

îhò
ôê��¯ò
çè���0ê&÷5ë

∂

∂t
(qnpp∗) +

∂

∂x
(uqnpp∗) +

∂

∂y
(vqnpp∗) +

∂

∂σ
(σ̇qnpp∗) = p∗(Dqnp

+ Rqnp
).

óe" �

? ��ìú��hý�ë�ç(þ0ç�ò�ø°÷5ê�2F2 �&î¯ê(ø:ôìêð�ë���ê=è0ôìë¹÷5ë�ý�øëyþ��Ãø+��è0è
þ0çè
ñ�ë�çêë�ð

Dqnp
= −

1

ρ

(

∂Q1

∂x
+

∂Q2

∂y
+

∂Q3

∂z

)

,
óËG �

éÎ÷5ë
ρ
� ô�ý�è
þ0çè��yþ0û>�0è
î�÷��4&ò-Ì

Qj, j = 1, 2, 3
õm�ª�&è0ð�ôè0çë�ç(þ0íÍ�0ë��(þ0è0ì�ò~þ���ìú��hý�ë�ç(þ0çè0é�è ôè �

þ0è���ò�ôìêð�ë���ê �c? ��ìú��hý�ë�ç(þ0çí�� ôè
þ0è��²ôìêð�ë���ê ì�ò������ê(þ0í���ò
ëyþ��ÃøO��è0é×ý5ò���çè�þ���ìú��hý�ë�ç(þ0çè0ðc�
îhò
ð�í���ò
çê�
Eôë�ì��0è0é�è$ôè0ì�ø&÷'��ò �9I ë�ý�ê��êç�ò Rqnp

è0ôìë¹÷5ë�ý�øëyþ�ê��yþ0è��çê��°ôìêð�ë���ê ��Î ç�òJôìêç(ø �þ�ò$ì�ò��0çè��aç-�hý�
v�0è�����ë�� è0ú�ý5ò��yþ0ê õ&îhòBê�����ý�
0�ë�çêë�ð çë����&è�ý�û��ê9J��ý�è0ë����&è0çë��çè � ì�ò�î¯çè��yþ0çè����ëyþ��ê.�w÷5è�ý�û*�0ë�ì�(çë��²êµçê-6açë��µé�ì�ò
çê��²è0ú�ý5ò��yþ0ê õ-éÎ÷5ëaè0ç�ò@è0ôê���í���ò
ëyþ�ì � ý�ë�ë������&è0ëaþ0ìë�çêë �
? ò��êð=è0ú0ì�ò�î¯è0ð�ôìë¹÷5è
þ��0ì�ò7(Þò�
 þ��ÃøÞçë�6Þë�ý5ò�þ0ë�ý�û0çí?ë��0í��ê���ý�ê(þ0ë�ý�û0çí?ë � 2F2Jë��(þ0íB�w÷5è�ý�û � þ0ê9
é�ì�ò
çê�� �k: ìê:ê(îE�0ë��yþ0çí� u, v, p∗, σ̇

ç�ò��0ìë�ð�ë�ççí�+��ý�èhø9
t = tn

ê
t = tn−1

÷�ý�ø8����ëT
x = xi

õ
y = yj

ê
σ = σk

�ê���ý�ë�ççè0ë�ìëyñ�ë�çêë���ì�ò��0çë�çê(ø óe" � è
þ0çè���ê(þ0ë�ý�û0çè
qnp(xi, yj, σk, tn+1)

ôìè �
ê(îE�0è�÷5ê(þ��Ãø+��è0é×ý5ò���çè ì�ò�î¯çè��yþ0çè��8�h�ë�ð�ë ¸e�ëT&ò
ì
÷.òH¹ �

−

1

2∆t
((qnpp∗)[i, j, k, n + 1]) − ((qnpp∗)[i, j, k, n − 1]) = Lx((uqnpp∗)[i, j, k, n])+

+Ly((vqnpp∗)[i, j, k, n]) + Lσ((σ̇qnpp∗)[i, j, k, n]) − (p∗(Dqnp
+ Rqnp

)[i, j, k, n]),
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Lx(f [i, j, k, n]) =
f [i + 1, j, k, n] − f [i − 1, j, k, n]

2∆x
,

Ly(f [i, j, k, n]) =
f [i, j + 1, k, n] − f [i, j − 1, k, n]

2∆y
,

Lσ(f [i, j, k, n]) =
f [i, j, k + 1, n] − f [i, j, k − 1, n]

σk+1 − σk−1

.
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