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Ïðèëîæåíèå òåîðèè äâîéñòâåííîñòèê ìîäåëÿì ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ∗Ñ.Ï. Åïè�àíîâ, Â.È. ÇîðêàëüöåâÈíñòèòóò ñèñòåì ýíåðãåòèêè èì. Ë.À. Ìåëåíòüåâà ÑÎ �ÀÍ, Èðêóòñê, �îññèÿe-mail: epifanov�isem.sei.irk.ru, zork�isem.sei.irk.ruÏðèâîäÿòñÿ �àêòû òåîðèè ñèììåòðè÷íîé äâîéñòâåííîñòè [1 � 3℄ äëÿ çàäà÷ ìè-íèìèçàöèè ñåïàðàáåëüíûõ âûïóêëûõ �óíêöèé ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Ýòè�àêòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óòî÷íåíèÿ ñèñòåìû òðåáîâàíèé ê �óíêöèÿì, çàäàþùèìâçàèìîñâÿçè ïîòåðü äàâëåíèÿ è ðàñõîäîâ ïî îòäåëüíûì âåòâÿì ãèäðàâëè÷åñêèõöåïåé, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî-òîêîðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ è âçàèìîñâÿçåé òðåõ �îðìóëèðîâîêçàäà÷ ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ � â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé è â âèäå äâóõ âçàèìíîäâîéñòâåííûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü è çàäà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ, ñèììåòðè÷íàÿ äâîé-ñòâåííîñòü, ñèñòåìû óðàâíåíèé, âçàèìíî äâîéñòâåííûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè.ÂâåäåíèåÊàê èçâåñòíî, ìíîãèå ïðèðîäíûå, òåõíè÷åñêèå è ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññûîïèñûâàþòñÿ â âèäå çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé òåîðèè îïòèìèçàöèèÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè. Äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïðèìåíÿ-þòñÿ ñïåöè�è÷åñêèå êîíñòðóêöèè � äâîéñòâåííûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Îíè èñïîëü-çóþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îïòèìàëüíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, äëÿ òåîðåòè÷åñêîãîîáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìîâ, ïðè �èçè÷åñêîé èëè ýêîíîìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷àå-ìîãî ðåøåíèÿ.Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å ñîâïàäàåò ñ èñ-õîäíîé çàäà÷åé îïòèìèçàöèè. Ýòîò ñëó÷àé íàçâàí â [1℄ ñèììåòðè÷íîé äâîéñòâåííîñòüþ.Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ñòàòüè ñîñòîèò â èçëîæåíèè ðåçóëüòàòîâ ïî èñïîëüçîâàíèþ �àê-òîâ èç ñèììåòðè÷íîé äâîéñòâåííîñòè â òåîðèè ãèäðàâëè÷åñêèõ öåïåé [4, 5℄, ñîçäàííîéäëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðóáîïðîâîäíûõ ñèñòåì, îáåñïå÷èâàþùèõ òðàíñïîðòèðîâêó ïîòðå-áèòåëÿì âîäû, òåïëà, ãàçà, íå�òè è íå�òåïðîäóêòîâ è ïð. Ñîçäàíèå, ðàçâèòèå è ðå-êîíñòðóêöèÿ òàêèõ ñèñòåì, óïðàâëåíèå èìè ïðåäïîëàãàþò ìíîãîêðàòíîå ðåøåíèå çàäà÷ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãèäðàâëè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, õàðàêòåðèçóþùèõïîòîêè è äàâëåíèÿ âî âñåõ ýëåìåíòàõ ñèñòåìû.Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè â òåîðèè ãèäðàâëè÷åñêèõ öåïåé ïðåäëîæåíî äâà ïîäõîäà êîïèñàíèþ ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ � àëãåáðàè÷åñêèé è ýêñòðåìàëüíûé. Ïðè àëãåáðàè÷å-
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68 Ñ.Ï. Åïè�àíîâ, Â.È. Çîðêàëüöåâñêîì îïèñàíèè ââîäÿòñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ëèíåéíûå óðàâ-íåíèÿ âûðàæàþò àíàëîãè ïåðâîãî è âòîðîãî çàêîíîâ Êèðõãî�à. Ïðè îïèñàíèè âçàèìî-ñâÿçåé ðàñõîäà è ïîòåðü äàâëåíèÿ íà âåòâÿõ èñïîëüçóþòñÿ íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè. Èõàíàëîãîì â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåïàäîì íàïðÿæåíèÿ èñèëîé òîêà, âûðàæàåìàÿ â âèäå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè � çàêîíà Îìà. Åñëè âîïðîñû ñó-ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â àëãåáðàè÷åñêîé�îðìå çàïèñè íåñëîæíî ðàçðåøàþòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ýëåêòðè÷åñêèì öåïÿì (ïîñêîëü-êó â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü èìååò �îðìó ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé), òî âûÿñíåíèå ýòèõâîïðîñîâ äëÿ ãèäðàâëè÷åñêèõ öåïåé íà áàçå àëãåáðàè÷åñêîé �îðìû çàïèñè çàòðóäíåíîèç-çà íåëèíåéíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé.Áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Á.Í. Ïøåíè÷íîãî [6℄, Ì.�. Ñóõàðåâà [7℄, Â.ß. Õàñèëåâà è À.Ï. Ìå-ðåíêîâà [4℄ â òåîðèè ãèäðàâëè÷åñêèõ öåïåé óòâåðäèëàñü òàêæå �îðìà çàïèñè ìîäåëèïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, â êîòîðîé ïåðåìåííûìè âûñòóïàþòòîëüêî ðàñõîäû ïî îòäåëüíûì âåòâÿì. Â ýòîé çàäà÷å ìèíèìèçèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ �óíê-öèÿ îò ðàñõîäîâ ïî âñåì âåòâÿì öåïè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, âûðàæàþùèõ òîëüêî àíàëîãïåðâîãî çàêîíà Êèðõãî�à. Ïîñêîëüêó ýêñòðåìàëüíûé ïîäõîä ïðèâîäèò ê çàäà÷å âû-ïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òî îí óäîáåí äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ èåäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ. Á.Í. Ïøåíè÷íûì [6℄ áûëî äàíîäîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ �ïàññèâíûõ öåïåé�, íå èìåþùèõ àêòèâíûõâåòâåé. Íèæå ïðèâîäèòñÿ îáîñíîâàíèå íà áàçå ýêñòðåìàëüíîãî ïîäõîäà ñóùåñòâîâàíèÿè åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå, â òîì ÷èñëåöåïåé ñ àêòèâíûìè âåòâÿìè. Ïðè ýòîì óòî÷íÿåòñÿ ñèñòåìà òðåáîâàíèé ê �óíêöèÿì,çàäàþùèì âçàèìîñâÿçè ðàñõîäà è ïîòåðü äàâëåíèÿ íà îòäåëüíûõ âåòâÿõ.Â 1969 ãîäó Ì.�. Ñóõàðåâ [7℄ ââåë îïèñàíèå çàäà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿïàññèâíîé ãèäðàâëè÷åñêîé öåïè â âèäå äâîéñòâåííîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè, ïåðåìåí-íûìè ó êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òîëüêî âåëè÷èíû äàâëåíèÿ â îòäåëüíûõ óçëàõ è ïåðåïàäûäàâëåíèé íà âåòâÿõ. Âïîñëåäñòâèè îïèñàíèå çàäà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå äâîé-ñòâåííîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè áûëî äàíî äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ [5, 8℄. Íèæå áóäóò ïîäðîáíîðàññìîòðåíû âçàèìîñâÿçè òðåõ �îðìóëèðîâîê çàäà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ � â âèäåñèñòåìû óðàâíåíèé è â âèäå äâóõ âçàèìíî äâîéñòâåííûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.1. Ñîïðÿæåííûå �óíêöèèÎáîçíà÷èì ÷åðåç Z ìíîæåñòâî íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé âåùåñòâåí-íîãî àðãóìåíòà, ðàâíûõ íóëþ â íóëå, ïðîèçâîäíûå îò êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííîâîçðàñòàþùèìè �óíêöèÿìè, ðàâíûìè íóëþ â íóëå è èçìåíÿþùèìèñÿ îò −∞ äî +∞.Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà ê −∞ è +∞ çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé�óíêöèè èç Z ñòðåìèòñÿ ê −∞ è, ñîîòâåòñòâåííî, ê +∞. Ôóíêöèè èç Z áóäåì îáîçíà-÷àòü áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè. Èõ ïðîèçâîäíûå � ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàëûìèëàòèíñêèìè áóêâàìè.Èç ñ�îðìóëèðîâàííûõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ S ∈ Z ñòðîãî âûïóêëàÿ, èìåþ-ùàÿ àáñîëþòíûé ìèíèìóì â íóëå. Ïðè ëþáîì k ∈ R, ãäå R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ÷èñåë, �óíêöèÿ
Sk(α) = S(α) + kαòàêæå áóäåò ñòðîãî âûïóêëîé. Ñâîéñòâà ïðîèçâîäíûõ S ãàðàíòèðóþò, ÷òî Sk(α) èìååòìèíèìóì, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ íå â íóëå, åñëè k 6= 0. Ïðè ýòîì ïðè ëþáîì ᾱ ∈ R,



Ïðèëîæåíèå òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ê ìîäåëÿì ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ 69ìíîæåñòâî çíà÷åíèé α, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Sk(α) ≤ Sk(ᾱ), áóäåò îãðàíè÷åííûìîòðåçêîì. Ëþáàÿ �óíêöèè S ∈ Z îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ïðîèçâîäíîé s ïîïðàâèëó
S(α) =

α
∫

0

s(z)dz. (1)Ôóíêöèè S è W èç Z áóäåì íàçûâàòü ñîïðÿæåííûìè, åñëè èõ ïðîèçâîäíûå s è w �âçàèìíî îáðàòíûå �óíêöèè, ò. å. äëÿ ëþáîãî α ∈ R èìååò ìåñòî
w(s(α)) = α, s(w(α)) = α. (2)Îòìåòèì, ÷òî èç ñ�îðìóëèðîâàííûõ ñâîéñòâ ïðîèçâîäíîé s ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèååäèíñòâåííîé îáðàòíîé ê s �óíêöèè, êîòîðàÿ îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè. Ñëåäî-âàòåëüíî, äëÿ ëþáîé �óíêöèè S ∈ Z ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ ñîïðÿæåííàÿ ê íåé�óíêöèÿ W ∈ Z.Ïðåîáðàçîâàíèå Ôåíõåëÿ. Ââåäåííûå âûøå ñîïðÿæåííûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñîïðÿæåííûõ �óíêöèé Ôåíõåëÿ, ò. å. îäíà èç íèõ � ðåçóëüòàò ïðåîá-ðàçîâàíèÿ Ôåíõåëÿ äðóãîé. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôåíõåëÿ �óíêöèè S ∈ Z áóäåò [3℄ �óíê-öèÿ
W (β) = max

α
(βα − S(α)). (3)Ïóñòü S ∈ Z. Ôóíêöèÿ Gα(β) = αβ − S(β) ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì α â ñèëó îòìå-÷åííûõ âûøå ñâîéñòâ �óíêöèè S èç Z ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîãíóòîé è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà.Çíà÷åíèå β, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ýòîé �óíêöèè äëÿ äàííîãî α, îáîçíà-÷èì ïîñðåäñòâîì β(α), ò. å.

β(α) = arg max
β

(

αβ − S(β)
)

.Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè Gα(β) â òî÷êå β(α) äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ, òî α =
s(β(α)). Ñëåäîâàòåëüíî, β(α) � îáðàòíàÿ �óíêöèÿ ê s. Ýòèì äîêàçàíî, ÷òî ïðåîáðàçî-âàíèåì Ôåíõåëÿ �óíêöèè S èç Z ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííàÿ ê íåé �óíêöèÿ èç Z.Îòìåòèì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ñîïðÿæåííûõ �óíêöèé, âûòåêàþùåå èç ïðåîáðàçî-âàíèÿ Ôåíõåëÿ (3). Åñëè β 6= w(α), òî

S(α) + W (β) > αβ. (4)Åñëè æå β = w(α), òî
S(α) + W (β) = αβ. (5)Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ α è β ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå S(α)+

W (β) ≥ αβ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ [9℄ íåðàâåíñòâîì Ôåíõåëÿ.Ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâó Z ïðèíàäëåæàò êâàäðàòè÷íûå âûïóêëûå �óíêöèè ñ ìèíè-ìóìîì â íóëå, ðàâíûì íóëþ. Ïàðîé ñîïðÿæåííûõ �óíêöèé ýòîãî òèïà áóäóò
S(α) =

1

2
rα2, α ∈ R, W (β) =

1

2
πβ2, β ∈ R, (6)ãäå r, π � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå êîý��èöèåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ π =

1/r. Ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå �óíêöèé (6), ò. å.
s(α) = rα, α ∈ R, w(β) = πβ, β ∈ R (7)áóäóò âçàèìíî îáðàòíûìè �óíêöèÿìè.



70 Ñ.Ï. Åïè�àíîâ, Â.È. Çîðêàëüöåâ�àññìàòðèâàåìûå â ýòîì ïðèìåðå �óíêöèè èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïèñàíèè ýëåêòðè÷å-ñêèõ öåïåé. Ïóñòü α � ñèëà òîêà â íåêîòîðîì ïðîâîäíèêå, β � ïåðåïàä íàïðÿæåíèÿ íàåãî êîíöàõ. Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ
β = rα, α = πβ (8)âûðàæàþò â äâóõ �îðìàõ çàêîí Îìà. Çäåñü r � êîý��èöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîä-íèêà, π � êîý��èöèåíò ïðîâîäèìîñòè. Ôóíêöèÿ s(α) â (7) õàðàêòåðèçóåò çàâèñèìîñòüïåðåïàäà íàïðÿæåíèÿ îò ñèëû òîêà. Ôóíêöèÿ w(β) çàäàåò çàâèñèìîñòü ñèëû òîêà îòïåðåïàäà íàïðÿæåíèÿ íà êîíöàõ ïðîâîäíèêà.Ñàìè èñõîäíûå ñîïðÿæåííûå �óíêöèè S è W ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê äâå ñî-ñòàâëÿþùèå ìîùíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, ïðîòåêàþùåãî ïî äàííîìó ïðîâîäíèêó. Îä-íà èç íèõ âûçâàíà ïðèðîñòîì îò 0 äî âåëè÷èíû α ñèëû òîêà. Äðóãàÿ � ïðèðîñòîì îò 0 äîâåëè÷èíû β ïåðåïàäà íàïðÿæåíèÿ íà êîíöàõ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîâîäíèêà. Â ñèëó (1)

S(α) =

α
∫

0

s(z)dz, W (β) =

β
∫

0

w(l)dl. (9)Ìîùíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, ðàâíóþ, êàê èçâåñòíî, ïðîèçâåäåíèþ ñèëû òîêà íàïåðåïàä íàïðÿæåíèÿ, îáîçíà÷èì
N = αβ. (10)Èçâåñòíî, ÷òî ýòó ìîùíîñòü ìîæíî îïðåäåëÿòü òîëüêî ÷åðåç ñèëó òîêà, à òàêæå òîëüêî÷åðåç íàïðÿæåíèå. Èç (8) ñëåäóåò

N = rα2, N = πβ2.Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì (6)
S(α) =

1

2
N, W (β) =

1

2
N.Ñóììà çíà÷åíèé ýòèõ �óíêöèé ïðè àðãóìåíòàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (8), ñîñòàâèò âåëè-÷èíó ìîùíîñòè

S(α) + W (β) = N. (11)Ýòî è ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ �óíêöèé S è W êàêóêàçàííûå äâå ñîñòàâëÿþùèå âåëè÷èíû ìîùíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà.Ïðèìåð 2. Â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ ïðèìåðà 1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå ñî-ïðÿæåííûå ñòåïåííûå �óíêöèè èç Z:
S(α) =

1

p + 1
r|α|p+1, α ∈ R, W (β) =

1

q + 1
r|β|q+1, β ∈ R, (12)ãäå p, q, r, π � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå êîý��èöèåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

pq = 1, πpr = 1, πrq = 1.Çäåñü äâà ïîñëåäíèõ óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè âñëåäñòâèå ïåðâîãî óñëîâèÿ.Ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò, ÷òî ïðîèçâîäíûå �óíêöèé (12), ðàâíûå
s(α) = r|α|p sign α, w(β) = π|β|q sign β, (13)



Ïðèëîæåíèå òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ê ìîäåëÿì ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ 71áóäóò âçàèìíî îáðàòíûìè �óíêöèÿìè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè p = q = 1 �óíêöèè (12)èìåþò âèä ðàññìîòðåííûõ ðàíåå êâàäðàòè÷íûõ �óíêöèé (6).Ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ s èç (13), îñîáåííî ïðè p = 2, íàèáîëåå ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿâ òåîðèè ãèäðàâëè÷åñêèõ öåïåé è åå ïðèëîæåíèÿõ äëÿ îïèñàíèÿ çàâèñèìîñòåé ìåæäóðàñõîäîì (îáúåì èëè ìàññà òðàíñïîðòèðóåìîé æèäêîñòè ëèáî ãàçà â åäèíèöó âðåìåíè)ñðåäû íà äàííîé âåòâè è ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ íà ýòîé âåòâè. Çäåñü α � ðàñõîä ñðåäû,
β � ïåðåïàä äàâëåíèÿ. Ýòè ïåðåìåííûå ñâÿçàíû äâóìÿ ðàâíîñèëüíûìè ñîîòíîøåíè-ÿìè β = s(α), α = w(β), êîòîðûå â òåîðèè ãèäðàâëè÷åñêèõ öåïåé ïðèíÿòî íàçûâàòü�çàìûêàþùèìè�.Ìîùíîñòü, äèññèïèðîâàííàÿ ïðè ïåðåìåùåíèè ñðåäû íà ðàññìàòðèâàåìîé âåòâè,ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïåðåïàäà äàâëåíèÿ íà ðàñõîä ñðåäû, ò. å. ýòà ìîùíîñòü âû-ðàæàåòñÿ òàêæå �îðìóëîé (10). �àâåíñòâî (11), âûòåêàþùåå èç (5), îçíà÷àåò, ÷òî ýòóìîùíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ. Âåëè÷èíà S(α) õàðàê-òåðèçóåò ÷àñòü ìîùíîñòè, âûçâàííóþ ïðèðîñòîì îò 0 äî α ðàñõîäà ñðåäû íà äàííîéâåòâè. Âåëè÷èíà W (β) õàðàêòåðèçóåò ÷àñòü ìîùíîñòè, âûçâàííóþ ïðèðîñòîì îò 0 äî βïåðåïàäà äàâëåíèÿ íà äàííîé âåòâè. Äëÿ ñòåïåííûõ çàâèñèìîñòåé (12), (13), â îòëè-÷èå îò ðàññìîòðåííîãî ðàíåå êâàäðàòè÷íîãî ñëó÷àÿ, îòíîøåíèå ìåæäó ýòèìè äâóìÿñîñòàâëÿþùèìè ìîùíîñòè óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî �èêñèðîâàííûì.2. Âçàèìíî äâîéñòâåííûå çàäà÷è îïòèìèçàöèèè ýêâèâàëåíòíàÿ èì ñèñòåìà óðàâíåíèéÏóñòü çàäàíû ìàòðèöà A ðàçìåðíîñòè m×n, âåêòîðû b ∈ R

m, c ∈ R
n, ãäå m, n � íåêî-òîðûå öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Çàäàíû òàêæå ñåïàðàáåëüíûå �óíêöèè îò âåêòîðîâ

x, y ∈ R
n

F (x) =

n
∑

j=1

Fj(xj), Φ(y) =

n
∑

j=1

Φj(yj),ãäå Fj(xj), Φj(yj) � ïàðû ñîïðÿæåííûõ �óíêöèé èç Z äëÿ j = 1, . . . , n. Ñ÷èòàåì, ÷òî
f(x) = ∇F (x), ϕ(y) = ∇Φ(y). Äëÿ ïàðû �óíêöèé fj, ϕj ïðè ëþáîì j = 1, . . . , n âûïîë-íÿþòñÿ óñëîâèÿ (2). �àññìîòðèì òðè çàäà÷è.1. Ìèíèìèçèðîâàòü ñòðîãî âûïóêëóþ �óíêöèþ ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ:

F (x) − (c,x) → min, Ax = b, (14)ãäå âåêòîðîì ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ x ∈ R
n.2. Ìèíèìèçèðîâàòü âûïóêëóþ �óíêöèþ ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ:

Φ(y) − (b,u) → min, y − ATu = c, (15)ãäå âåêòîðàìè ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ y ∈ R
n, u ∈ R

m.3. Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé:
Ax = b, (16)

y − ATu = c, (17)
y = f(x). (18)



72 Ñ.Ï. Åïè�àíîâ, Â.È. ÇîðêàëüöåâÏåðåìåííûå çäåñü îáðàçóþò âåêòîðû x ∈ R
n, y ∈ R

n, u ∈ R
m. Äàííàÿ ñèñòåìà âêëþ÷àåòîãðàíè÷åíèÿ äâóõ ïðèâåäåííûõ âûøå çàäà÷ îïòèìèçàöèè è óñëîâèå (18), ñâÿçûâàþùèåïåðåìåííûå ýòèõ çàäà÷. Óñëîâèå (18) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x = ϕ(y).Ïåðâûå äâå çàäà÷è áóäåì íàçûâàòü âçàèìíî äâîéñòâåííûìè çàäà÷àìè îïòèìèçà-öèè. Ïðè÷åì äëÿ îïðåäåëåííîñòè çàäà÷ó (14) íàçîâåì èñõîäíîé çàäà÷åé îïòèìèçàöèè,à çàäà÷ó (15) � äâîéñòâåííîé çàäà÷åé îïòèìèçàöèè. Ñèñòåìó óðàâíåíèé (16)�(18) áó-äåì íàçûâàòü óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè äëÿ ïðèâåäåííûõ âûøå çàäà÷ îïòèìèçàöèè.Â [1�3℄ äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæàùèå ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 1. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òðåõ çàäà÷ âîçìîæíû òîëüêî äâà ñëó÷àÿ.1. Âñå îíè íå èìåþò ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è îïòè-ìèçàöèè íåñîâìåñòíû, öåëåâàÿ �óíêöèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè íåîãðàíè-÷åíà ñíèçó íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ïî âñåì îãðàíè÷åíèÿì ýòîé çàäà÷è ðåøåíèé.2. Âñå òðè çàäà÷è èìåþò ðåøåíèå. Åñëè âåêòîðû x̄, ȳ, ū ñîñòàâëÿþò ðåøåíèåñèñòåìû óðàâíåíèé (16)�(18), òî âåêòîð x̄ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷èîïòèìèçàöèè è âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äâîéñòâåííîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè,âåêòîðû ȳ, ū � îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè, ïðè ýòîì

ū � âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè.Äëÿ ðåøåíèé âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ òðåõ çàäà÷, âåêòîðû x̄, ȳ îïðåäåëÿþòñÿ îäíî-çíà÷íî, à âåêòîð ū ìîæåò áûòü íååäèíñòâåííûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
rank A < m.Äëÿ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ òðåõ çàäà÷ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

F (x̄) + Φ(ȳ) = (x̄, ȳ), (19)
(x̄, ȳ) = (c, x̄) + (b, ū), (20)ãäå ÷åðåç ( · , · ) îáîçíà÷åíî ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â R

n.Êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðèíàäëåæíîñòè Fj ∈ Z ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì
x̃ ∈ R

n ìíîæåñòâî Ëåáåãà öåëåâîé �óíêöèè çàäà÷è (14)
M = {x ∈ R

n | F (x) − (c,x) ≤ F (x̃) − (c, x̃)}êîìïàêòíî. Ïîýòîìó åñëè ó çàäà÷è (14) èìååòñÿ äîïóñòèìîå ðåøåíèå, òî èìååòñÿ è îï-òèìàëüíîå ðåøåíèå. Â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè öåëåâîé �óíêöèè ýòî ðåøåíèå áóäåòåäèíñòâåííûì.Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (14) ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ååîãðàíè÷åíèÿ íåñîâìåñòíû. À ýòî, ïî àëüòåðíàòèâå Ôðåäãîëüìà, âîçìîæíî â òîì è òîëü-êî òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò v ∈ R
m òàêîé, ÷òî

ATv = 0, (b, v) > 0. (21)Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à (15) âñåãäà èìååò äîïóñòèìîå ðåøåíèå. Îíà íå èìååò îïòè-ìàëüíîãî ðåøåíèÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè åå öåëåâàÿ �óíêöèÿ íå îãðàíè÷åíàñíèçó íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Ýòî âîçìîæíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,åñëè ïðè íåêîòîðîì v ∈ R
m âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (21).Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî èñõîäíàÿ è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ëèáî îáå íå èìå-þò ðåøåíèÿ, ëèáî îáå èìåþò ðåøåíèå. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (16)�(18)çàäà÷àì îïòèìèçàöèè ìîæíî óñòàíîâèòü, èñïîëüçóÿ �óíêöèþ Ëàãðàíæà äâîéñòâåííîéçàäà÷è îïòèìèçàöèè:

L(y, u, x) = Φ(y) − (b,u) − (x, y − ATu− c).



Ïðèëîæåíèå òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ê ìîäåëÿì ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ 73Çäåñü âåêòîð x ñîñòîèò èç ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (15). Íåîáõîäè-ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè
∇yL(y,u,x) = 0, ∇uL(y,u,x) = 0, ∇xL(y,u,x) = 0äàþò ñèñòåìó óðàâíåíèé (16)�(18).Åñëè âåêòîðû ȳ ∈ R

n, ū ∈ R
m ñîñòàâëÿþò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (15), òî âñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè �óíêöèè Φ âåêòîð ȳ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì äëÿ îïòèìàëü-íûõ ðåøåíèé çàäà÷è (15). Åñëè rank A < m, òî ATv = 0, (b, v) = 0 ïðè íåêîòîðîì

v 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êðîìå âåêòîðà ū â îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ìîæåò âõîäèòü âåêòîð
ū + v. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð ū áóäåò íååäèíñòâåííûì â îïòèìàëüíûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è(15).�àâåíñòâî (19) ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ñîïðÿæåííîñòè �óíêöèé (5). Èñïîëüçóÿ (17) èçàòåì (16), èìååì cT x̄ = (ȳ − AT ū)T x̄ = ȳT x̄ − ūAx̄ = ȳT x̄ − bT ū, ÷òî äàåò (20).Òåîðåìà äîêàçàíà. �Ìîäè�èêàöèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. Èñõîäÿ èç ñïåöè�èêè ñèñòåìû óðàâíåíèé(16)�(18) åå ìîæíî ïðåîáðàçîâûâàòü â ñèñòåìû ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì óðàâíåíèé èïåðåìåííûõ. �àññìîòðèì îäíî èç âîçìîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðè êîòîðîì èñêëþ÷àåò-ñÿ âåêòîð ïåðåìåííûõ u. Ïóñòü r = n− rank A, è ïóñòü B � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè r×nòàêàÿ, ÷òî

BAT = 0, (22)ò. å. B �ìàòðèöà ñ n ñòîëáöàìè, ó êîòîðîé âåêòîðû-ñòðîêè îðòîãîíàëüíû âñåì âåêòîðàì-ñòðîêàì ìàòðèöû A, ïðè÷åì B èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã ñðåäè âñåõ ìàòðèö, óäîâëå-òâîðÿþùèìè óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè (22).Åñëè ìàòðèöó B óìíîæèòü ñëåâà íà âåêòîðû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óñëîâèÿ (17),òî, ñ ó÷åòîì (22), ïðèäåì ê âûðàæåíèþ
By = Bc. (23)Èç ïîñòóëèðîâàííûõ ñâîéñòâ ìàòðèöû B è èçâåñòíûõ �àêòîâ ëèíåéíîé àëãåáðûñëåäóåò, ÷òî åñëè ïàðà âåêòîðîâ y ∈ R
n, u ∈ R

n óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (17), òî âåêòîð
y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (23). Íàîáîðîò, åñëè âåêòîð y ∈ R

n óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ(23), òî ñóùåñòâóåò âåêòîð u ∈ R
n òàêîé, ÷òî ïàðà âåêòîðîâ y, u áóäåò óäîâëåòâîðÿòüèñõîäíîìó óñëîâèþ (17).Òàêèì îáðàçîì, åñëè íàñ íå èíòåðåñóåò âåêòîð u, òî â êà÷åñòâå ðàâíîñèëüíîé èñõîä-íîé ñèñòåìå óðàâíåíèé (16)�(18) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó, âêëþ÷àþùóþ óðàâíå-íèÿ (16), (18), (23).3. �èäðàâëè÷åñêèå öåïèÀíàëîãîì äëÿ �îðìèðîâàíèÿ òåîðèè ãèäðàâëè÷åñêèõ öåïåé, êàê îòìå÷àëîñü â [4 � 7℄,ÿâëÿëàñü òåîðèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé. Âïðî÷åì, èçíà÷àëüíî (â ÷àñòíîñòè, ó Ìàêñâåëëà[10℄) ïðè îïèñàíèè è èíòåðïðåòàöèè çàêîíîâ ïðîòåêàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà èñïîëüçî-âàëèñü íàãëÿäíûå àíàëîãè èç ãèäðàâëèêè. Îáîáùåííî ýëåêòðè÷åñêèå öåïè ïîñòîÿííîãîòîêà è ãèäðàâëè÷åñêèå öåïè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìîäåëè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ.�àññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ, àëãåáðàè÷åñêàÿ�îðìà çàïèñè êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (16)�(18). Ìîäåëü



74 Ñ.Ï. Åïè�àíîâ, Â.È. Çîðêàëüöåâïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íàïðàâëåííîãî ãðà�à. Ïóñòü i = 1, . . . , m � íîìåðà óçëîâ, j =
1, . . . , n � íîìåðà âåòâåé.Â ìîäåëè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ A � ìàòðèöà èíöèäåíöèé óçëîâ è âåòâåé îðèåíòè-ðîâàííîãî ãðà�à. Â êàæäîì ñòîëáöå ýòîé ìàòðèöû òîëüêî äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà.Ýëåìåíò ìàòðèöû A, íàõîäÿùèéñÿ íà ìåñòå (i, j), ðàâåí 1, åñëè âåòâü j âûõîäèò èçóçëà i, è ðàâåí −1, åñëè âåòâü j âõîäèò â óçåë i. Âåêòîð b ñîñòîèò èç çàäàííûõ óçëîâûõðàñõîäîâ. Åñëè bi > 0, òî âåëè÷èíà bi ÿâëÿåòñÿ çàäàííûì îáúåìîì ïîñòàâëÿåìîé ñðåäûâ ñèñòåìó â äàííîì óçëå i çà åäèíèöó âðåìåíè. Åñëè bi < 0, òî âåëè÷èíà −bi çàäàåòîáúåì ñðåäû, ïîñòàâëÿåìîé çà åäèíèöó âðåìåíè èç ðàññìàòðèâàåìîé òðóáîïðîâîäíîéñèñòåìû. Âåêòîð c ñîñòîèò èç çàäàííûõ âåëè÷èí ïðèðàùåíèé äàâëåíèé íà âåòâÿõ (äëÿýëåêòðè÷åñêîé öåïè � ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëû).Ïåðåìåííûìè â çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ âåêòîð x ðàñõîäîâ ñðåäû ïî âåòâÿì, âåêòîð y,êîìïîíåíòû êîòîðîãî õàðàêòåðèçóþò ïîòåðè äàâëåíèÿ íà âåòâÿõ, u � âåêòîð äàâëåíèéâ óçëàõ.Óðàâíåíèå (16) âûðàæàåò àíàëîã ïåðâîãî çàêîíà Êèðõãî�à: ñóììà âõîäÿùèõ è âû-õîäÿùèõ ïîòîêîâ ñðåäû â êàæäîì óçëå äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Óðàâíåíèå (17) õàðàê-òåðèçóåò áàëàíñîâîå ñîîòíîøåíèå ïîêàçàòåëåé äàâëåíèÿ íà êàæäîé âåòâè: ñóììàðíàÿâåëè÷èíà ïîòåðè äàâëåíèÿ íà âåòâè j, âûðàæàåìàÿ âåëè÷èíîé yj, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõâåëè÷èí � ðàçíîñòè äàâëåíèé â íà÷àëå è êîíöå äàííîé âåòâè (ATu)j è ïðèðàùåíèÿäàâëåíèÿ íà äàííîé âåòâè cj . Åñëè c = 0, òî ãèäðàâëè÷åñêóþ öåïü ïðèíÿòî íàçûâàòüïàññèâíîé.Óñëîâèå (18) è ðàâíîñèëüíîå åìó óñëîâèå x = ϕ(y) íàçûâàþòñÿ çàìûêàþùèìè ñî-îòíîøåíèÿìè. Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî ãðà� ñâÿçíûé. Ïðè ýòîì m

∑

i=1

bi = 0. Ýòèõ äâóõóñëîâèé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà (16) áûëà ñîâìåñòíîé.Äâà âàðèàíòà çàïèñè ìîäåëè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå ñèñòåìû óðàâíå-íèé. Ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé (16)�(18)â òåîðèè ãèäðàâëè÷åñêèõ öåïåé [4, 5℄ ïðèíÿòî íàçûâàòü �óçëîâîé� ñèñòåìîé óðàâíåíèé.×àñòî èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ, òàê íàçûâàåìàÿ �êîíòóðíàÿ�, ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñîñòîÿùàÿèç óðàâíåíèé (16), (18), (23):
Ax = b, By = Bc, y = f(x). (24)Ïî òðàäèöèè, âîñõîäÿùåé ê ïèîíåðíûì ðàáîòàì ïî ýëåêòðè÷åñêèì öåïÿì, â êà÷åñòâåìàòðèöû B èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà èíöèäåíöèé ïîëíîé ñèñòåìû íåçàâèñèìûõ êîíòóðîâè âåòâåé ãðà�à. Â òàêîì ñëó÷àå âòîðîå óðàâíåíèå â (24) âûðàæàåò àíàëîã âòîðîãî çà-êîíà Êèðõãî�à � ñóììà ïîòåðü äàâëåíèé ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâíÿåòñÿ ñóììåïðèðîñòîâ äàâëåíèé íà âåòâÿõ ýòîãî êîíòóðà. Ñóùåñòâóþò ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû âû-áîðà ïîëíîé ñèñòåìû íåçàâèñèìûõ êîíòóðîâ è ïîñòðîåíèÿ íà ýòîé îñíîâå ìàòðèöû B.Ïîñêîëüêó ìîãóò áûòü ðàçíûå âàðèàíòû âûáîðà ïîëíîé ñèñòåìû êîíòóðîâ, òî èìååò-ñÿ, îáñóæäàåìàÿ â ëèòåðàòóðå ïî ãèäðàâëè÷åñêèì öåïÿì, ïðîáëåìà âûáîðà íàèáîëååý��åêòèâíûõ âàðèàíòîâ.Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþáîì ñïîñîáå âûáîðà ïîëíîé ñèñòåìû íåçàâèñèìûõ êîíòóðîâ ñî-îòâåòñòâóþùàÿ åé ìàòðèöà B áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè (22). Êàêáûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (22) ìîæåò èñïîëüçî-âàòüñÿ êàê îïðåäåëÿþùåå ñâîéñòâî ìàòðèöû B. Ýòî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè äëÿ êîí-ñòðóèðîâàíèÿ ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ B. Ñîãëàñíî òàêîìó îïðåäåëåíèþ
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B ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû ñîñòîÿò èç âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ áàçèñ ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàí-ñòâà â R

n, îðòîãîíàëüíîãî îáðàçó ìàòðèöû AT .Àêñèîìàòèêà, ïðèíÿòàÿ â òåîðèè ãèäðàâëè÷åñêèõ öåïåé. Ôóíêöèè fj , ñî-ãëàñíî óñëîâèÿì, ïðèâåäåííûì â [4℄, äîëæíû áûòü íà âñåé ÷èñëîâîé îñè íåïðåðûâíîäè��åðåíöèðóåìûìè, íå÷åòíûìè, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèìè, ðàâíûìè íóëþ â íóëå.Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì â ýòîé ñèñòåìå. Åãîíåñëîæíî ïîëó÷èòü êàê ñëåäñòâèå âòîðîãî òðåáîâàíèÿ.Â ñòàòüå Á.Í. Ïøåíè÷íîãî [6℄ äëÿ ïàññèâíîé ãèäðàâëè÷åñêîé öåïè ïðè óêàçàííûõâûøå òðåáîâàíèÿõ ê �óíêöèÿì, çàäàþùèì çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ (÷åòâåðòîå òðå-áîâàíèå èì íå ââîäèëîñü), áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿêîíòóðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.À.Ï. Ìåðåíêîâûì â [4℄ áûëî ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî åñëè ðåøåíèå çà-äà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî è â îáùåì ñëó÷àå, ò. å. ïðè
c 6= 0 äëÿ çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé â âèäå ñòåïåííîé �óíêöèè, êîãäà

fi(xi) = ri|xi|
βi sign xi, (25)ãäå ri > 0, βi > 0 � çàäàííûå êîý��èöèåíòû. Â [4℄ ðàññìàòðèâàëèñü βi ∈ [1, 2]. Çäåñüè äàëåå ïîä åäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ ïîíèìàåòñÿ òîëüêîåäèíñòâåííîñòü âåêòîðîâ x è y. Âåêòîð u � íååäèíñòâåííûé â ðåøåíèè, ïîñêîëüêó âýòîé ìîäåëè rank A < m.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ Á.Í. Ïøåíè÷íûì è À.Ï. Ìåðåíêîâûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà �àêòîâñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçîâàëîñüåå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (14). Åñëè äëÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé (16)�(18) ñîâåðøåííî íå î÷åâèäíî, ñóùåñòâóþò ëè ðåøåíèÿ è ñêîëüêî èõ, òî äëÿðàâíîñèëüíîé åé çàäà÷è îïòèìèçàöèè (14) ýòè âîïðîñû ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ïðîçðà÷íûìè,ïîñêîëüêó ïðè ñ�îðìóëèðîâàííûõ âûøå òðåáîâàíèÿõ ê �óíêöèè f çàäà÷à (14) îòíî-ñèòñÿ ê êëàññó õîðîøî èçó÷åííûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ñòðîãî âûïóêëîé �óíêöèè ïðèëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ-ðàâåíñòâàõ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ â äàííîì ðàçäåëå òðåáîâàíèé ê �óíê-öèÿì, çàäàþùèì çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ, äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â îáùåìñëó÷àå ïðè ïðîèçâîëüíîì âåêòîðå c íåëüçÿ. Äëÿ ëþáîãî c 6= 0 ìîæíî âûáðàòü �óíê-öèè fj , óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì òðåáîâàíèÿì, ïðè êîòîðûõ öåëåâàÿ �óíêöèÿ çàäà÷è (14)áóäåò íåîãðàíè÷åííî óáûâàòü â îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. ×òîáû ãàðàíòèðîâàòüñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ïðè ëþáîì c ∈ R

n, íåîáõîäèìî, ÷òîáû �óíêöèè fj ïðèíèìàëèçíà÷åíèÿ îò −∞ äî +∞.Âìåñòå ñ òåì, êàê âèäíî èç ñ�îðìóëèðîâàííûõ íàìè òðåáîâàíèé ê �óíêöèÿì èç Z,åñòü âîçìîæíîñòü ñóùåñòâåííî îñëàáèòü ýòè óñëîâèÿ. Â ÷àñòíîñòè, íåò íåîáõîäèìîñòèâ òðåáîâàíèè äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèé fj. Äîñòàòî÷íî èõ íåïðåðûâíîñòè, ÷òî,êñòàòè, áûëî ó÷òåíî â ñòàòüå [7℄. Íåò íåîáõîäèìîñòè è â íå÷åòíîñòè ýòèõ �óíêöèé. Ýòîïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü èìåþùèå èíîãäà ìåñòî ðàçëè÷èÿ â ãèäðàâëè÷åñêèõ ñîïðîòèâëå-íèÿõ â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ òå÷åíèÿ ñðåäû ïî âåòâè. Èòàê, ââåäåííàÿ ñèñòåìàòðåáîâàíèé ê �óíêöèÿì èç Z îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿçàäà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèéïðîèçâîäíûå �óíêöèé èç Z. Ïðè ýòîì íåñêîëüêî ðàñøèðÿþòñÿ âîçìîæíîñòè ìîäåëèðî-âàíèÿ ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ. Êîíå÷íî, çàäàíèå âçàèìîñâÿçåé ðàñõîäîâ ñðåäû è ïîòåðüäàâëåíèÿ â âèäå óêàçàííûõ �óíêöèé íå èñ÷åðïûâàåò âñåõ îñîáåííîñòåé ýòèõ âåëè÷èí.



76 Ñ.Ï. Åïè�àíîâ, Â.È. ÇîðêàëüöåâÂ ÷àñòíîñòè, ýòîãî íåäîñòàòî÷íî äëÿ ó÷åòà ý��åêòà ãèñòåðåçèñà èëè ý��åêòà âîçðàñ-òàíèÿ ñèë òðåíèÿ ñ ðîñòîì ñðåäíåãî äàâëåíèÿ â òðóáå, èìåþùèõ ìåñòî ïðè ïåðåêà÷êåãàçîâ [4, 8℄. Äëÿ ó÷åòà ýòèõ è äðóãèõ ïîäîáíûõ îñîáåííîñòåé òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûåïðîðàáîòêè.Îá ýêâèâàëåíòíîñòè è âçàèìîñâÿçÿõ ýêñòðåìàëüíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ïî-òîêîðàñïðåäåëåíèÿ. Èñòîðè÷åñêè ñëîæèëîñü òàê, ÷òî �îðìóëèðîâêè çàäà÷è ïîòîêî-ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå ýêñòðåìàëüíûõ ïîñòàíîâîê ïîðîäèëè ðÿä íåäîðàçóìåíèé, ïðîÿâ-ëÿþùèõñÿ â íåêîòîðûõ ïóáëèêàöèÿõ ïî ãèäðàâëè÷åñêèì öåïÿì äî ñèõ ïîð. Îäíèì èçòàêèõ íåäîðàçóìåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîñòàâëåíèå ýêñòðåìàëüíûõ è àëãåáðàè÷åñêèõïîñòàíîâîê. Äî ñèõ ïîð âñòðå÷àþòñÿ ðàáîòû ñ ðàññóæäåíèÿìè íà òåìó � êàêèå èç �îð-ìóëèðîâîê ëó÷øå. Êàê ýòî ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîé òåîðåìû, âñå ýòè �îðìóëèðîâêèñîâåðøåííî ðàâíîñèëüíûå. Îáå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è è çàäà÷à â âèäå ñèñòåìû àëãåá-ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ëèáî íå èìåþò ðåøåíèÿ, ëèáî âñå òðè èìåþò ðåøåíèÿ. Ïðè÷åìðåøåíèå îäíî è òî æå äëÿ âñåõ çàäà÷. Ïðè ýòîì â ïîíÿòèå �ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîéçàäà÷è� íåîáõîäèìî âêëþ÷àòü íàðÿäó ñî çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííîé ýòîé çàäà÷è òàêæå èìíîæèòåëè Ëàãðàíæà åå îãðàíè÷åíèé.Íåêîððåêòíî òàêæå ïðîòèâîïîñòàâëÿòü ýêñòðåìàëüíóþ ïîñòàíîâêó ðåøåíèþ çàäà÷èïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â àëãåáðàè÷åñêîé �îðìå. Äåëî â òîì, ÷òî ëþáîé ìåòîä ðåøåíèÿçàäà÷è (14), èëè çàäà÷è (15), èëè ñèñòåìû (24) îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì ðåøå-íèÿ äðóãèõ èç ýòèõ çàäà÷. Êîíå÷íî, íîâûå �îðìóëèðîâêè çàäà÷ ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ(íàïðèìåð, â âèäå äâîéñòâåííîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè (15)) ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè äëÿââåäåíèÿ íîâûõ àëãîðèòìîâ, ðàçðàáîòàííûõ ðàíåå äëÿ çàäà÷ èìåííî òàêîãî âèäà. Íîýòè íîâûå àëãîðèòìû áóäóò îäíîâðåìåííî àëãîðèòìàìè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîòîêîðàñïðå-äåëåíèÿ è â äðóãèõ �îðìóëèðîâêàõ.�àçíûå âàðèàíòû ýêñòðåìàëüíûõ è àëãåáðàè÷åñêèõ �îðìóëèðîâîê çàäà÷è ïîòîêî-ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êàê ðàçíûå âèäû ñ ðàçíûõ ðàêóðñîâ îäíî-ãî è òîãî æå îáúåêòà. Èí�îðìàöèÿ î âçàèìîñâÿçÿõ ðàçíûõ �îðìóëèðîâîê ïîëåçíà äëÿóãëóáëåííîãî ïîíèìàíèÿ çàäà÷è â öåëîì.Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (20) äëÿ ãèäðàâëè÷åñêèõ (êàê è äëÿ ýëåêòðè÷åñêèõ) öåïåéâûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Âåëè÷èíà â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà (x̄, ȳ)ñîîòâåòñòâóåò çàòðàòàì ìîùíîñòè íà ïðåîäîëåíèå â ãèäðàâëè÷åñêîé (ýëåêòðè÷åñêîé)ñèñòåìå ñèë òðåíèÿ (ñîïðîòèâëåíèÿ). Âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóåò ìîùíîñòèâíåøíèõ èñòî÷íèêîâ. Âåëè÷èíà (c, x̄) ñîîòâåòñòâóåò çàòðàòàì ìîùíîñòè íà èçìåíåíèÿäàâëåíèé íà îòäåëüíûõ âåòâÿõ ñèñòåìû (ÝÄÑ). Âåëè÷èíà (b, ū) ñîîòâåòñòâóåò ìîùíîñòèíà ïåðåäà÷ó ÷åðåç ñèñòåìó ýêçîãåííî çàäàííûõ ïîòîêîâ (òîêîâ), ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîð b.Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (20) íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Ýòî òîëüêîíåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè âåêòîðîâ x̄, ū, ȳ äëÿ çàäà÷ (14), (15). Îíî âûïîë-íÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ áàëàíñîâûì óñëîâèÿì (16)�(17), â òîì÷èñëå è äëÿ òåõ, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíåíî óñëîâèå (18).Â òî æå âðåìÿ ðàâåíñòâî (19) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìûì, íî è äîñòàòî÷íûì,÷òîáû âåêòîðû x̄, ū, ȳ, óäîâëåòâîðÿþùèå áàëàíñîâûì óñëîâèÿì (16), (17), áûëè ðå-øåíèÿìè çàäà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè âåêòîðû x, u, y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì(16), (17) è äëÿ íèõ íå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (18), òî ñîãëàñíî (4)
F (x) + Φ(y) > (x,y).



Ïðèëîæåíèå òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ê ìîäåëÿì ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ 77Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå ñèñòå-ìû óðàâíåíèé, âêëþ÷àþùåé áàëàíñîâûå ñîîòíîøåíèÿ (16), (17) è ðàâåíñòâî
F (x) + Φ(y) − (x,y) = 0. (26)Ýòî ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ïðè ñîîòíîøåíèÿõ (16), (17) óñëîâèþ (18). Òî åñòü íàáîð èç

n ðàâåíñòâ (18) ìîæíî çàìåíèòü îäíèì óðàâíåíèåì (26).Î òåïëîâîé òåîðåìå Ìàêñâåëëà. Âïåðâûå îïòèìèçàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çà-äà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ áûëà äàíà Ìàêñâåëëîì [10℄ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé öåïè. Â ýòîìñëó÷àå fj = rjxj , ãäå rj � ïîëîæèòåëüíûé êîý��èöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ íà âåòâè j.Ìàêñâåëë ïîêàçàë, ÷òî ñðåäè ðàñïðåäåëåíèÿ òîêîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðâîìó çàêîíóÊèðõãî�à â ïàññèâíîé ýëåêòðè÷åñêîé öåïè (ò. å. ïðè c = 0), çàêîíó Îìà áóäåò óäîâëå-òâîðÿòü òàêîå ðàñïðåäåëåíèå òîêîâ, ïðè êîòîðîì ìèíèìàëüíû ïîòåðè ìîùíîñòè â öåïè.Òî åñòü ðåøåíèåì çàäà÷è ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò âåêòîð x̄, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåìçàäà÷è
n

∑

j=1

rj(xj)
2 → min, Ax = b. (27)Öåëåâàÿ �óíêöèÿ çäåñü âûðàæàåò ñóììàðíûå ïîòåðè ìîùíîñòè â öåïè.Ñîãëàñíî (14) çàäà÷à îïòèìèçàöèè äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé öåïè äîëæíà èìåòü òàêîé âèä:

1

2

n
∑

j=1

rj(xj)
2 −

n
∑

j=1

cjxj → min, Ax = b. (28)Â ñëó÷àå c = 0 öåëåâàÿ �óíêöèÿ ýòîé çàäà÷è áóäåò ñîñòàâëÿòü ðîâíî 1/2 îò çíà÷åíèÿöåëåâîé �óíêöèè çàäà÷è Ìàêñâåëëà. Óìíîæåíèå íà ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó öåëåâîé�óíêöèè çàäà÷è îïòèìèçàöèè íå ìåíÿåò ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, ïîýòîìó îáåçàäà÷è (27), (28) ïðè c = 0 áóäóò èìåòü îäíî è òî æå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x̄.Âìåñòå ñ òåì, êàê íåñëîæíî óâèäåòü, ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (27)íå áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü äàâëåíèÿì â îòäåëüíûõ óçëàõ. Ïóñòü ū � âåêòîð ìíîæèòåëåéËàãðàíæà çàäà÷è (28) ïðè c = 0, êîòîðûé èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåêòîð äàâëåíèé â óç-ëàõ. Ýòîò âåêòîð óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ AT ū = f(x̄). Åñëè v � âåêòîð ìíîæèòåëåéËàãðàíæà çàäà÷è (27), òî ATv = 2f(x̄). Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîìó èç çíà÷åíèé âåêòîðàìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà v çàäà÷è (27) ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ūçàäà÷è (28) ïðè c = 0 òàêîé, ÷òî v = 2ū. Ýòî �àêò ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâåíåäîñòàòêà �îðìóëèðîâêè (27) ïî ñðàâíåíèþ ñ �îðìóëèðîâêîé çàäà÷è ïîòîêîðàñïðåäå-ëåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé öåïè (28).Äðóãèì íåäîñòàòêîì ýêñòðåìàëüíîé �îðìóëèðîâêè Ìàêñâåëëà ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò,÷òî îíà ñäåëàíà òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè c = 0. Â òåîðèè ãèäðàâëè÷åñêèõ öåïåé äå-ëàëèñü ïîïûòêè îáîáùèòü ïîñòàíîâêó Ìàêñâåëëà íà áîëåå ñëîæíûå �óíêöèè fj è äëÿñëó÷àÿ c 6= 0. Â ÷àñòíîñòè, â [4℄ îáñóæäàëàñü òàêàÿ çàäà÷à:
n

∑

j=1

fj(xj) xj −
n

∑

j=1

cjxj → min, Ax = b. (29)Çäåñü ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñîîòâåòñòâóåò ìîùíîñòè, çàòðà÷èâàåìîé âíóòðè öåïè íàïðåîäîëåíèå ñèëû òðåíèÿ, âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ � ìîùíîñòè, ïðèâíîñèìîé èçâíå ñèñòå-ìû íà ïîâûøåíèå äàâëåíèÿ, âûðàæàåìîãî âåêòîðîì c. Ïðè ýòîì â [4℄ ðàññìàòðèâàëàñüòàêæå è ýêñòðåìàëüíàÿ �îðìóëèðîâêà â âèäå çàäà÷è (14).



78 Ñ.Ï. Åïè�àíîâ, Â.È. ÇîðêàëüöåâÕîòÿ íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî çàäà÷à (29) èìååò ÷åòêèé �èçè÷åñêèé ñìûñë,åå �îðìóëèðîâêó ñëåäóåò ñ÷èòàòü íåâåðíîé. Òîëüêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îíà áóäåò äà-âàòü òàêîå æå ðåøåíèå, êàê çàäà÷à (14) è ýêâèâàëåíòíàÿ åé ñèñòåìà (16)�(18). À èìåííî,êàê áûëî ïîêàçàíî À.Ï. Ìåðåíêîâûì [4℄, ýòî áóäåò â ñëó÷àå c = 0 ïðè èñïîëüçîâàíèèñòåïåííûõ �óíêöèé â çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåííûìè êîý��è-öèåíòàìè, ò. å. ïðè fj(xj) = rj|xj |
β sign xj , ãäå β > 0, rj > 0, j = 1, . . . , n, � çàäàííûåêîý��èöèåíòû. Â ýòîì ñëó÷àå öåëåâûå �óíêöèè çàäà÷ (14), (29) áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ íàïîëîæèòåëüíûé ìíîæèòåëü:

n
∑

j=1

fj(xj) xj = (β + 1)F (x).Âìåñòå ñ òåì, è â ýòîì ñëó÷àå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (29) íå áóäóòðàâíû äàâëåíèÿì â îòäåëüíûõ óçëàõ.ÂûâîäûÎñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â äàííîé ñòàòüå, ñîñòîÿò â ñëåäó-þùåì.�àñøèðåíû âîçìîæíîñòè îïèñàíèÿ ìîäåëè ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå ñèñòåìûóðàâíåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî âìåñòî ìàòðèöû èíöèäåíöèé êîíòóðîâ è âåòâåé, èñïîëüçó-þùåéñÿ ïðè îïèñàíèè àíàëîãà âòîðîãî çàêîíà Êèðõãî�à, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþìàòðèöó ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà, âåêòîðû-ñòðîêè êîòîðîé îðòîãîíàëüíû âñåì âåêòîðàì-ñòðîêàì ìàòðèöû èíöèäåíöèé âåòâåé è óçëîâ ãðà�à ãèäðàâëè÷åñêîé öåïè.Óòî÷íåíà ñèñòåìà òðåáîâàíèé ê �óíêöèÿì, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïè-ñàíèÿ çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé â ãèäðàâëè÷åñêîé öåïè � çàâèñèìîñòè ìåæäó ðàñõî-äàìè è ïîòåðÿìè äàâëåíèÿ íà âåòâÿõ. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòèââåäåíèÿ óñëîâèé äè��åðåíöèðóåìîñòè ýòîé �óíêöèè (äîñòàòî÷íî òîëüêî íåïðåðûâíî-ñòè) è èõ íå÷åòíîñòè (äîñòàòî÷íî òîëüêî èõ ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ è óñëîâèÿ ðàâåí-ñòâà ýòèõ �óíêöèé íóëþ â íóëå). Ýòî ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü áîëåå ñëîæíûå ïðîöåññûâ òðóáîïðîâîäíûõ ñèñòåìàõ ñ ðàçëè÷íûì ãèäðàâëè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì, â çàâèñèìî-ñòè îò íàïðàâëåíèÿ òå÷åíèÿ ñðåäû ïî âåòâè.Äëÿ ðàñøèðåííîãî êëàññà �óíêöèé, çàäàþùèõ çàâèñèìîñòü ïîòåðè äàâëåíèÿ îò ðàñ-õîäîâ íà âåòâÿõ, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîòîêîðàñ-ïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì áûëî äàíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ âñëó÷àå íåëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé ïîòåðü äàâëåíèÿ îò ðàñõîäà ïðè íåíóëåâûõ ïðèðàùå-íèÿõ äàâëåíèÿ íà îòäåëüíûõ âåòâÿõ öåïè. Äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ïîñòàíîâîê çàäà÷ïîòîêîðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû è äâóõ âçàèìíî äâîéñòâåííûõ çà-äà÷ îïòèìèçàöèè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Çîðêàëüöåâ Â.È. Ñèììåòðè÷íàÿ äâîéñòâåííîñòü. Ïðèëîæåíèÿ ê ìîäåëÿì ýëåêòðè÷å-ñêèõ è ãèäðàâëè÷åñêèõ öåïåé. Èðêóòñê: ÈÑÝÌ ÑÎ �ÀÍ. 2004. 41 ñ. (Ïðåïðèíò � 6).[2℄ Åïè�àíîâ Ñ.Ï., Çîðêàëüöåâ Â.È. Ñèììåòðè÷íàÿ äâîéñòâåííîñòü è ãèäðàâëè÷åñêèåöåïè // Ìîäåëèðîâàíèå òåõíè÷åñêèõ è ïðèðîäíûõ ñèñòåì: Òð. XIII Áàéêàëüñêîé ìåæäó-
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