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Ìíîãîñåòî÷íûå èòåðàöèîííûå àëãîðèòìûâ ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâñ ó÷åòîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ∗Ë.Â. �èëåâàÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ �ÀÍ, Êðàñíîÿðñê, �îññèÿe-mail:gileva�im.krasn.ru�àññìàòðèâàåòñÿ ñåòî÷íàÿ çàäà÷à, ïîëó÷åííàÿ äèñêðåòèçàöèåé ýëëèïòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ íà òðåóãîëü-íèêàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ åå ðåøåíèÿ íà ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ñåòîê èñïîëüçóþòñÿ ïîëíûé ìíîãîñåòî÷íûé àëãîðèòìíà îñíîâå W -öèêëà è êàñêàäíûé àëãîðèòì, ÿâëÿþùèéñÿ íàèáîëåå ïðîñòîé âåðñè-åé ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ. Äèñêðåòíûå çàäà÷è íà áîëåå ãðóáûõ ñåòêàõ ñòðîÿòñÿòàêèì îáðàçîì, ÷òî ìàòðèöû ñèñòåì óðàâíåíèé íà ñîñåäíèõ ñåòêàõ ñâÿçàíû ÷åðåçîïåðàòîðû èíòåðïîëÿöèè è ïðîåêòèðîâàíèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ îáîèõ àëãîðèòìîâ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ïðèõîäÿùèõñÿ íà îäíî íåèçâåñòíîå, äëÿ îïðåäå-ëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ, ñîâïàäàþùåé ïî ïîðÿäêó ñ ïîãðåøíî-ñòüþ äèñêðåòíîé çàäà÷è ñ ó÷åòîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, íå çàâèñèò îò ÷èñëàíåèçâåñòíûõ è êîëè÷åñòâà ñåòîê.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìíîãîñåòî÷íûé èòåðàöèîííûé àë-ãîðèòì, êàñêàäíûé àëãîðèòì, êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà, îöåíêà ÷èñëà îïåðàöèé.ÂâåäåíèåÍàèáîëåå ïðîñòàÿ âåðñèÿ ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ � êàñêàäíûé àëãîðèòì. Îí ñîñòîèòâ ïðèìåíåíèè òðàäèöèîííûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåí-íûõ ñåòîê äëÿ äîñòèæåíèÿ õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà êàæäîé ñåòêå çà ñ÷åòèíòåðïîëÿöèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ ïðåäûäóùåé, áîëåå ãðóáîé, ñåòêè. Ý��åêòèâ-íîñòü òàêîãî ïîäõîäà èçó÷àëàñü â ðàáîòå Â.Ï. Èëüèíà è Â.Ì. Ñâåøíèêîâà [1℄, îäíàêîñèñòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ íà ýòó òåìó íà÷àëèñü òîëüêî â 90-õ ãîäàõ. Ñâîå íàçâàíèåìåòîä ïîëó÷èë â ñòàòüå Ï. Äîé�ëüõàðäà [2℄, ãäå ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âû÷èñëèòåëüíàÿý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå äàíî â ðàáîòàõ [3, 4℄, à çàòåìïîâòîðåíî â [5℄.Ïîñëåäóþùèå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû è òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïðîäå-ìîíñòðèðîâàëè ýêîíîìè÷íîñòü êàñêàäíîãî àëãîðèòìà äëÿ äâóìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõêðàåâûõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå êâàçèëèíåéíûõ [6℄, ñ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöåé [7℄ è â îá-ëàñòÿõ ñ óãëîâûìè òî÷êàìè [8℄, ãäå ïðèõîäèòñÿ ñãóùàòü ñåòêó äëÿ êîìïåíñàöèè ïîòåðè
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Ìíîãîñåòî÷íûå èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ... 35ãëàäêîñòè. Â òðåõìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ àëãîðèòì îêàçàëñÿ äàæå áîëåå ý��åêòèâ-íûì [9, 10℄.Â ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ ñõîäèìîñòü êàñêàäíîãî àëãîðèòìà îáîñíîâûâàëàñü â ïðåä-ïîëîæåíèè, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòî-äà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âû÷èñëÿëèñü òî÷íî. Íà ïðàêòèêå, äàæå åñëè êîý��èöèåíòû èïðàâàÿ ÷àñòü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èìåþò ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, êîý��è-öèåíòû ñèñòåìû óðàâíåíèé âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòóðíûõ �îðìóë.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòîê èñïîëüçóåòñÿ ñëå-äóþùèé ïîäõîä. Âíà÷àëå ñòðîèòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåòîäà Áóáíîâà��àëåðèíà ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ íà òðåóãîëüíèêàõ íà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå.Ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè ïðèìåíÿåòñÿêâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà, òî÷íàÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ≤ 1. Äàëåå ýëåìåíòû ìàòðè-öû ñèñòåìû óðàâíåíèé íà áîëåå ðåäêîé ñåòêå âû÷èñëÿþòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèèýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé áîëåå ìåëêîé ñåòêå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàòðèöûñèñòåì óðàâíåíèé íà ñîñåäíèõ ñåòêàõ ñâÿçàíû ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ èíòåðïîëÿöèèè ïðîåêòèðîâàíèÿ, êàê è â ñëó÷àå, êîãäà ýëåìåíòû ìàòðèö âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî. Ýòîñâîéñòâî äàåò íåêîòîðûå óäîáñòâà ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà íà ÝÂÌ.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàñêàäíûé àëãîðèòì è ïîëíûé ìíîãîñåòî÷íûé àë-ãîðèòì íà îñíîâå íåñèììåòðè÷íîãî W -öèêëà. Äîêàçàíà îïòèìàëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿñëîæíîñòü îáîèõ àëãîðèòìîâ, ò. å. îáîñíîâàíà îöåíêà S ≤ cN , ãäå S � ÷èñëî àðè�-ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ñîâïàäàþùåãî ñ ïîðÿäêîìòî÷íîñòè ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è ñ ó÷åòîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, N � ÷èñëîíåèçâåñòíûõ ñèñòåìû Áóáíîâà��àëåðêèíà, c � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò N .1. Ôîðìóëèðîâêà äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷èÂ âûïóêëîì îòêðûòîì ìíîãîóãîëüíèêå Ω ⊂ R2 ñ ãðàíèöåé Γ ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðè-õëå
−

2
∑

i,j=1

∂i(aij∂ju) + au = f â Ω, (1)
u = 0 íà Γ, (2)ãäå êîý��èöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ãëàäêîñòè èýëëèïòè÷íîñòè:

∂iaij ∈ Lq(Ω), q > 2, i, j = 1, 2; a12 = a21 íà Ω̄;

µ
2
∑

i=1

ξ2
i ≤

2
∑

i,j=1

aijξiξj ≤ ν
2
∑

i=1

ξ2
i íà Ω̄ ∀ ξi ∈ R, (3)

ν ≥ µ > 0; a, f ∈ L2(Ω); a ≥ 0 íà Ω̄.Òîãäà çàäà÷à (1)�(2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â W 2
2 (Ω), óäîâëåòâîðÿþùåå îöåí-êå [11℄:

‖u‖2,Ω ≤ c1|f |0,Ω.Ïåðåéäåì ê îáîáùåííîé �îðìóëèðîâêå äëÿ çàäà÷è (1)�(2): íàéòè u ∈
◦

W 1
2 (Ω), òà-êóþ, ÷òî

L(u, v) = f(v) ∀ v ∈
◦

W 1
2 (Ω), (4)
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L(u, v) =

∫

Ω

(

2
∑

i,j=1

aij∂ju∂iv + auv

)

dx, (5)
f(v) =

∫

Ω

fvdx. (6)Ïðè óñëîâèÿõ (3) çàäà÷à (4) èìååò òàêæå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.2. Ôîðìóëèðîâêà äèñêðåòíîé çàäà÷èÄëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðîâåäåì ðàçáèåíèå îáëàñòè Ω̄. Âíà-÷àëå ðàçîáüåì åå íà íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èâøàÿñÿòðèàíãóëÿöèÿ T0 áûëà ñîãëàñîâàííîé, ò. å. ëþáûå äâà òðåóãîëüíèêà äîëæíû èìåòü îá-ùóþ ñòîðîíó ëèáî îáùóþ âåðøèíó èëè íå èìåòü îáùèõ òî÷åê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h0ìàêñèìàëüíóþ èç äëèí ñòîðîí ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ. Äëÿ i = 1, . . . , l ïîëîæèì
Ni = 2i, hi = h0/Ni è ðàçîáüåì êàæäûé òðåóãîëüíèê íà N2

i ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ.Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ïîëó÷åííîé òðèàíãóëÿöèè Ti ÷åðåç Ω̄i è ââåäåì
Ωi = Ω̄i

⋂

Ω. ×åðåç ni îáîçíà÷èì ÷èñëî òî÷åê ìíîæåñòâà Ωi. Êàæäîìó óçëó y ∈ Ωiïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áàçèñíóþ �óíêöèþ ϕi
y ∈

◦

W 1
2 (Ω), êîòîðàÿ ëèíåéíà íà êàæäîìòðåóãîëüíèêå èç Ti, ðàâíà åäèíèöå â óçëå y è íóëþ âî âñåõ îñòàëüíûõ óçëàõ èç Ω̄i.Îáîçíà÷èì ÷åðåç H i ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ýòèõ �óíêöèé, ò. å. H i = span{ϕi

y}, y ∈ Ωi.�àññìàòðèâàÿ (4) íà ïîäïðîñòðàíñòâå H i ⊂
◦

W 1
2 (Ω), ïîëó÷èì äèñêðåòíóþ çàäà÷ó:íàéòè ṽi ∈ H i òàêóþ, ÷òî

L(ṽi, v) = f(v) ∀ v ∈ H i. (7)Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mi ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè ni, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ w ñ êîìïî-íåíòàìè w(x), x ∈ Ωi. Òîãäà çàäà÷à (7) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé
Livi = f i, (8)ãäå vi ∈ Mi � âåêòîð íåèçâåñòíûõ ñ êîìïîíåíòàìè vi(y), y ∈ Ωi; f i ∈ Mi � âåêòîðïðàâîé ÷àñòè ñ êîìïîíåíòàìè fi(x) = f(ϕi

x), x ∈ Ωi; Li � ìàòðèöà ðàçìåðîì ni × ni ñýëåìåíòàìè Li(x, y) = L(ϕi
x, ϕ

i
y), x, y ∈ Ωi.Ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó v ∈ Mi ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âîñïîëíåíèå â H i:

ṽ(x) =
∑

y∈Ωi

v(y)ϕi
y(x), x ∈ Ω. (9)Èç îïðåäåëåíèÿ áàçèñíûõ �óíêöèé ñëåäóåò, ÷òî

v(y) = ṽ(y), y ∈ Ωi. (10)Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè èçîìîð�èçì ìåæäó âåêòîðàìè v ∈ Mi è �óíêöèÿìè
ṽ ∈ H i.Ââåäåì ýíåðãåòè÷åñêóþ íîðìó äëÿ �óíêöèé

|||v|||Ω = L(v, v)1/2, v ∈ W 1
2 (Ω).
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W 1
2 (Ω) îíà ýêâèâàëåíòíà íîðìå ‖ · ‖1,Ω [12℄:

c2‖v‖1,Ω ≤ |||v|||Ω ≤ c3‖v‖1,Ω, v ∈
◦

W 1
2 (Ω). (11)Ââåäåì òàêæå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìû äëÿ âåêòîðîâ:

(v,w)i =
∑

x∈Ωi

v(x)w(x), ‖v‖i = (v,v)
1/2
i , |||v|||i = (v, Liv)

1/2
i , v,w ∈ Mi.Íà îñíîâàíèè (9) è (10) äëÿ èçîìîð�íîé ïàðû v ∈ Mi, ṽ ∈ H i èìååì

|||v|||i = |||ṽ|||Ω. (12)Íîðìà |ṽ|0,Ω ýêâèâàëåíòíà íîðìå ‖v‖i ñ ìíîæèòåëåì hi [13℄:
c4hi‖v‖i ≤ |ṽ|0,Ω ≤ c5hi‖v‖i. (13)Ïîäïðîñòðàíñòâà H i îáëàäàþò ñâîéñòâîì âëîæåííîñòè H i−1 ⊂ H i, ò. å. ëþáàÿ áàçèñ-íàÿ �óíêöèÿ ϕi−1

x ∈ H i−1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áàçèñíûõ �óíêöèé ϕi
y ∈ H i:

ϕi−1
x =

∑

y∈Ωi

βxyϕ
i
y, x ∈ Ωi−1. (14)Ââåäåì îïåðàòîð èíòåðïîëÿöèè Ii−1 : Mi−1 → Mi. Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíûé âåêòîðèç Mi−1. Òîãäà êîìïîíåíòû âåêòîðà w = Ii−1v ∈ Mi îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëå

w(y) =
∑

x∈Ωi−1

v(x)βxy, y ∈ Ωi, (15)ñ êîý��èöèåíòàìè βxy èç (14). Îòìåòèì, ÷òî âîñïîëíåíèÿ âåêòîðîâ v è w ñîâïàäàþò,ò. å. ṽ = w̃. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Ii−1 ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó íàïîäïðîñòðàíñòâå H i−1.Ââåäåì òàêæå îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ Ri : Mi → Mi−1. Äëÿ âåêòîðà w ∈ Miêîìïîíåíòû âåêòîðà v = Riw ∈ Mi−1 âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå
v(x) =

∑

y∈Ωi

βxyw(y), x ∈ Ωi−1. (16)Èç (15) è (16) ñëåäóåò, ÷òî (Riw,v)i−1 = (w, Ii−1v)i, v ∈ Mi−1, w ∈ Mi, ò. å. Ri = I∗i−1.Ïðè óñëîâèÿõ (3) çàäà÷à (7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåòîöåíêàì [12, 13℄
|||u − ṽi|||Ω ≤ c6hi|f |0,Ω, (17)
|u − ṽi|0,Ω ≤ c7h

2
i |f |0,Ω. (18)



38 Ë.Â. �èëåâà3. Èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿÍà ïðàêòèêå, äàæå åñëè �óíêöèè aij , a è f èìåþò ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ,ýëåìåíòû ìàòðèöû Li è âåêòîðà f i â (8) ðåäêî âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî. Âìåñòî ýòîãî îíèàïïðîêñèìèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.Ìû íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è ñ ó÷åòîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿíà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå. Èñïîëüçóÿ (5) è (6), ìîæåì çàïèñàòü
Ll(x, y) = L(ϕl

x, ϕ
l
y) =

∑

ω∈Tl

∫

ω

(

2
∑

i,j=1

aij∂jϕ
l
x∂iϕ

l
y + aϕl

xϕ
l
y

)

dx, (19)
fl(x) = f(ϕl

x) =
∑

ω∈Tl

∫

ω

fϕl
xdx, x, y ∈ Ωl. (20)Ïóñòü ω � ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê èç Tl. Êâàäðàòóðíàÿ ñõåìà ñîñòîèò â çàìåíåèíòåãðàëà ∫

ω

g(x)dx êîíå÷íîé ñóììîé âèäà M
∑

m=1

αm,ω g(bm,ω), ãäå αm,ω � âåñà, à òî÷êè
bm,ω � óçëû êâàäðàòóðíîé �îðìóëû. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ êâàäðàòóðíóþ�îðìóëó:

∫

ω

g(x)dx ≈ meas(ω)

3

3
∑

m=1

g(bm,ω), (21)ãäå meas(ω) � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ω, à bm,ω, m = 1, 2, 3, � âåðøèíû ω. Ôîðìóëà(21) òî÷íà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ≤ 1.Ââåäåì àïïðîêñèìèðóþùóþ áèëèíåéíóþ �îðìó
L̂(u, v) =

∑

ω∈Tl

meas(ω)

3

3
∑

m=1

2
∑

i,j=1

(aij∂ju∂iv + auv)(bm,ω) (22)è àïïðîêñèìèðóþùèé �óíêöèîíàë
f̂(v) =

∑

ω∈Tl

meas(ω)

3

3
∑

m=1

(fv)(bm,ω). (23)Ïîäñòàâëÿÿ (21) â (19) è (20), ïîëó÷èì âìåñòî ìàòðèöû Ll ìàòðèöó L̂l ñ ýëåìåíòàìè
L̂l(x, y) = L̂(ϕl

x, ϕ
l
y), x, y ∈ Ωl, à âìåñòî âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè f l âåêòîð f̂ l ñ êîìïîíåíòàìè

f̂l(x) = f̂(ϕl
x), x ∈ Ωl. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé L̂lwl = f̂ l, êîòîðàÿýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å: íàéòè w̃l ∈ H l òàêóþ, ÷òî

L̂(w̃l, v) = f̂(v) ∀ v ∈ H l,ãäå áèëèíåéíàÿ �îðìà L̂ è �óíêöèîíàë f̂ ñîîòâåòñòâåííî çàäàíû ðàâåíñòâàìè (22)è (23).Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ñèñòåì óðàâíåíèé íà áîëåå êðóïíûõ ñåòêàõ. Ìàòðèöû ñè-ñòåì óðàâíåíèé Áóáíîâà��àëåðêèíà íà ñîñåäíèõ ñåòêàõ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì [13℄
Li−1 = RiLiIi−1, ÷òî ïîçâîëÿåò ïî ìàòðèöå Ll, ñîîòâåòñòâóþùåé ñàìîé ìåëêîé ñåòêå,ñòðîèòü ìàòðèöû Li, i < l, ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ îïåðàöèé ñóììèðîâàíèÿ ñòðîê è ñòîëá-öîâ. Ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî âûïîëíÿëîñü äëÿ ìàòðèö L̂i. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî íà ñåòêå Ωi ìû èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

L̂iwi = f̂ i, (24)



Ìíîãîñåòî÷íûå èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ... 39ãäå L̂i � ìàòðèöà ðàçìåðîì ni × ni ñ ýëåìåíòàìè L̂i(x, y) = L̂(ϕi
x, ϕ

i
y), x, y ∈ Ωi, à

f̂ i ∈ Mi � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè f̂i(x) = f̂(ϕi
x), x ∈ Ωi. Ïîëîæèì

L̂i−1 = RiL̂iIi−1, (25)
f̂ i−1 = Rif̂ i. (26)Ñèñòåìó óðàâíåíèé íà ñåòêå Ωi−1 îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L̂i−1wi−1 = f̂ i−1. (27)Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (26), îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ (16), ëèíåéíîñòü f̂è ñîîòíîøåíèå (14), äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè (27) ïîëó÷èì
f̂i−1(x) = f̂(ϕi−1

x ), x ∈ Ωi−1. (28)Èñïîëüçóÿ (14), (22), îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ èíòåðïîëÿöèè è ïðîåêòèðîâàíèÿ, ðà-âåíñòâî (25) è ó÷èòûâàÿ âèä ýëåìåíòîâ ìàòðèöû L̂i, ïîëó÷èì, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû
L̂i−1 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

L̂i−1(x, y) = L̂(ϕi−1
x , ϕi−1

y ), x, y ∈ Ωi−1. (29)Èç (28) è (29) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 0, . . . , l ñèñòåìà óðàâíåíèé (24) ýêâèâàëåíòíàñëåäóþùåé çàäà÷å: íàéòè w̃i òàêóþ, ÷òî
L̂(w̃i, v) = f̂(v) ∀ v ∈ H i, (30)ãäå áèëèíåéíàÿ �îðìà L̂ è �óíêöèîíàë f̃ ñîîòâåòñòâåííî çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (22)è (23).Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (30) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç (7) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîñòàâíîéêâàäðàòóðíîé �îðìóëû:

∫

ωi

g(x)dx ≈
∑

ωl∈Tl
ωl⊂ωi

meas(ωl)

3

3
∑

m=1

g(bm,ωl
), (31)ãäå ωi � ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê òðèàíãóëÿöèè Ti. Î÷åâèäíî, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ñõå-ìà (31) òî÷íà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ≤ 1.Òàê êàê êâàäðàòóðíûå �îðìóëû (21) è (31) òî÷íû äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 0, òîðåøåíèå çàäà÷è (30) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå [12℄

‖u − w̃i‖1,Ω ≤ c8hi. (32)Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó êâàäðàòóðíûå �îðìóëû (21) è (31) òî÷íû è äëÿ ìíîãî÷ëåíîâñòåïåíè 1, èìååò ìåñòî îöåíêà â íîðìå L2 [12℄
|u − w̃i|0,Ω ≤ c9h

2
i . (33)Â êâàäðàòóðíîé �îðìóëå (21) âñå âåñà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû, è îíà òî÷íà äëÿ ìíî-ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c10 è c11, íå çàâèñÿùèå îò hl, òàêèå,÷òî [14℄

L̂(v, v) ≥ c10‖v‖2
1,Ω, (34)

L̂(v, w) ≤ c11‖v‖1,Ω ‖w‖1,Ω, v, w ∈ H l. (35)



40 Ë.Â. �èëåâàÂ ñèëó âëîæåííîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ H i îöåíêè (34) è (35) ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ
v, w ∈ H i.Ââåäåì íîðìó äëÿ �óíêöèé èç H i:

[[v]]Ω = L̂(v, v)1/2, v ∈ H i.Íà îñíîâàíèè (34) è (35) îíà ýêâèâàëåíòíà íîðìå ‖ · ‖1,Ω:
c12‖v‖1,Ω ≤ [[v]]Ω ≤ c13‖v‖1,Ω, v ∈ H i. (36)Îòñþäà ñ ó÷åòîì (11) ñëåäóåò, ÷òî
c14|||v|||Ω ≤ [[v]]Ω ≤ c15|||v|||Ω, v ∈ H i, (37)ò. å. äëÿ �óíêöèé èç H i íîðìû ||| · |||Ω è [[·]]Ω ýêâèâàëåíòíû.Íà îñíîâàíèè (31) ìàòðèöà L̂i ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ïîýòîìó ìû ìîæåì ââåñòèíîðìó äëÿ âåêòîðîâ

[[v]]i = (v, L̂iv)
1/2
i , v ∈ Mi.Èñïîëüçóÿ (9) è (10), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ èçîìîð�íîé ïàðû v ∈ Mi, ṽ ∈ H i

[[v]]i = [[ṽ]]Ω. (38)Èç (37), (12) è (38) ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì ||| · |||i è [[·]]i, ò. å.
c14|||v|||i ≤ [[v]]i ≤ c15|||v|||i, v ∈ Mi. (39)Íàì ïîòðåáóåòñÿ îöåíêà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû L̂i.Ëåììà 1. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû L̂i óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

0 < λ̂i ≤ c16, i = 0, . . . , l. (40)Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû Li ìû èìååì îöåíêó [13℄
0 < λi ≤ c17, i = 0, . . . , l. (41)Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ∗i è λ̂∗i ìàêñèìàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö Li è L̂i ñîîò-âåòñòâåííî. Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ �ýëåÿ è îöåíîê (39) è (41) ìîæåì çàïèñàòüíåðàâåíñòâà

λ̂∗i = sup
v∈Mi,

v 6=0

(v, L̂iv)i

(v,v)i

= sup
v∈Mi,

v 6=0

[[v]]2i
(v,v)i

≤

≤ sup
v∈Mi,

v 6=0

c2
15|||v|||2i
(v,v)i

= c2
15 sup

v∈Mi,

v 6=0

(v, Liv)i

(v,v)
= c2

15λ
∗

i ≤ c2
15c17,ò. å. âåðõíÿÿ îöåíêà â (40) ñïðàâåäëèâà ñ êîíñòàíòîé c16 = c2

15c17. Íèæíÿÿ îöåíêà ñëåäóåòèç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû L̂i. �Èòàê, íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòîê Ωi ìû ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷: äëÿçàäàííîãî f̂ i ∈ Mi íàéòè âåêòîð wi ∈ Mi òàêîé, ÷òî
L̂iwi = f̂ i. (42)Íàøà öåëü ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷è (42) ïðè i = l. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì äâàâàðèàíòà ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ (êàñêàäíûé àëãîðèòì è ìíîãîñåòî÷íûé àëãîðèòì ñèñïîëüçîâàíèåì íåñèììåòðè÷íîãî W -öèêëà) è äîêàæåì èõ ñõîäèìîñòü.



Ìíîãîñåòî÷íûå èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ... 414. Ôîðìóëèðîâêà êàñêàäíîãî àëãîðèòìàÊàñêàäíûé àëãîðèòì ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåøåíèè çàäà÷ (42). Ïðè i = 0 ÷èñëîóðàâíåíèé â (42) íåâåëèêî è çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðÿìûì ìåòîäîì. Íà áîëåå ìåëêèõ ñåòêàõïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ïîëó÷àþò èòåðàöèîííûì ìåòîäîì. Ñ�îðìóëèðóåì êàñêàäíûéàëãîðèòì ñ íåêîòîðûì àáñòðàêòíûì èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì Si (ñãëàæèâàòåëåì).Êàñêàäíûé àëãîðèòì:
1) u0 = L̂−1

0 f̂0;

2) äëÿ i = 1, 2, . . . , l öèêë { (43)
2.1. zi = Ii−1ui−1;

2.2. ïîëàãàåì ui = Si(L̂i, zi, f̂ i); }.Â êà÷åñòâå ñãëàæèâàòåëÿ ðàññìîòðèì äâà èòåðàöèîííûõ ïðîöåññà.Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (mi èòåðàöèé); ïðîöåäóðà Si(L̂i, zi, f̂ i):
3) y0 = zi; p0 = r0 = f̂ i − L̂iy0; σ0 = (r0, r0)i;

4) äëÿ i = 1, 2, . . . , mi öèêë {åñëè σk−1 = 0, òî ymi
= yk−1 è ïåðåéòè íà 5;

αk−1 = σk−1/(pk−1, Lipk−1)i;

yk = yk−1 + αk−1pk−1; (44)
rk = rk−1 − αk−1L̂ipk−1;

σk = (rk, rk)i; βk = σk/σk−1;

pk = rk + βkpk−1; };
5) ïîëàãàåì Si = ym.Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé (mi èòåðàöèé); ïðîöåäóðà Si(L̂i, zi, f̂ i):

3) y0 = zi;

4) äëÿ k = 1, 2, . . . , mi öèêë {

τk−1 = (Λ∗i )
−1 cos−2 π(2k + 1)

2(2mi + 1)
; (45)

yk = yk−1 − τk−1(L̂iyk−1 − f̂ i)i };
5) ïîëàãàåì Si = ymi

.Çäåñü Λ∗i � âåðõíÿÿ îöåíêà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ̂ îïåðàòîðà L̂i â ïðîñòðàíñòâå Mi, ò. å.
L̂iϕ = λ̂ϕ. Â (45) îíà íóæíà â ÿâíîé �îðìå, ïîýòîìó îíà íàõîäèòñÿ èç ëåììû �åðøãî-ðèíà [15℄ è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

λ̂∗i = max
λ̂∈Sp(L̂i)

λ̂ ≤ Λ∗i ≤ c18 max
λ̂∈Sp(L̂i)

λ̂ = c18λ̂
∗

i . (46)Â (44) â ÿâíîì âèäå îíà íå èñïîëüçóåòñÿ, ïîýòîìó â òåîðåòè÷åñêèõ âûêëàäêàõ åå ìîæíîïîëîæèòü ðàâíîé λ̂∗i , ò. å. (46) òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñ êîíñòàíòîé c18 = 1.Çà�èêñèðóåì öåëîå i ∈ [1, l] è îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð Bi : Mi → Mi, ñòàâÿ-ùèé â ñîîòâåòñòâèå ïîãðåøíîñòè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ δ0 = wi − zi äëÿ ðåøåíèÿ



42 Ë.Â. �èëåâàçàäà÷è (42) ïîãðåøíîñòü êîíå÷íîé àïïðîêñèìàöèè δ1 = wi − ui, ïîëó÷åííîé íà i-ìóðîâíå êàñêàäíîãî àëãîðèòìà (43) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (44),ò. å. δ1 = Biδ0.Ââåäåì íîðìó äëÿ îïåðàòîðà B : Mi → Mi:
[[B]]i = sup

v∈Mi,

v 6=0

[[Bv]]i
[[v]]i

.Îïåðàòîð Bi ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ïîëèíîìîì îò L̂i, ò. å.
Bi = I +

mi
∑

k=1

γkL̂
k
i . (47)Îí îáëàäàåò ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì [16℄. Ïðè �èêñèðîâàííîì íà÷àëüíîì ïðè-áëèæåíèè y0 (è ïðè �èêñèðîâàííîé ïîãðåøíîñòè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ δ0) ìåòîäñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ìèíèìèçèðóåò íîðìó ïîãðåøíîñòè [[δ1]]i äëÿ êîíå÷íîãî ïðè-áëèæåíèÿ ymi

ñðåäè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà (47) ñ ïðîèçâîëüíûìè êîý��èöèåíòàìè γk.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì îïåðàòîð Qi : Mi → Mi äëÿ ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé (45),ò. å. δ1 = Qiδ0. Îïåðàòîð Qi ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ïîëèíîìîì è èìååò âèä
Qi =

mi−1
∏

k=0

(I − τkL̂i). (48)Äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè [3℄:
[[Qiw]]i ≤

√

λ̂∗i

2mi + 1
‖w‖i, (49)

[[Qiw]]i ≤ [[w]]i ∀ w ∈ Mi. (50)5. Ñõîäèìîñòü êàñêàäíîãî àëãîðèòìàÒåîðåìà 1. Ïóñòü îïåðàòîð L̂i çàäà÷è (42) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, ïîëîæè-òåëüíî îïðåäåëåííûì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (25). Òîãäà äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøå-íèÿ ui, ïîëó÷åííîãî íà i-ì óðîâíå êàñêàäíîãî àëãîðèòìà (43) ñ îäíèì èç èòåðàöèîííûõïðîöåññîâ (44) èëè (45), ñïðàâåäëèâà îöåíêà
[[wi − ui]]i ≤ c19

i
∑

j=1

hj−1

2mj + 1
. (51)Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ei ïîãðåøíîñòü íà i-ì óðîâíå êàñêàäíîãî àë-ãîðèòìà, ò. å.

ei = wi − ui, i = 0, 1, . . . , l.Äëÿ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (44) èìååì ei = Bi(wi − zi), à äëÿ ìåòîäàïðîñòûõ èòåðàöèé (45) � ei = Qi(wi − zi). Îïåðàòîð Qi èìååò âèä (47), ïîýòîìó íàîñíîâàíèè ïðèâåäåííîãî âûøå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Bi ïîëó÷àåì
[[ei]]i ≤ [[Qi(wi − zi)]]i.
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[[ei]]i ≤ [[Qi(wi − Ii−1wi−1)]]i + [[QiIi−1(wi−1 − ui−1)]]i =

= [[Qi(wi − Ii−1wi−1)]]i + [[QiIi−1ei−1]]i. (52)Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (52). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ (49), (13),(40) è (33):
[[Qi(wi − Ii−1wi−1)]]i ≤

√

λ̂∗i

2mi + 1
‖wi − Ii−1wi−1‖i ≤ c−1

4

√

λ̂∗i

2mi + 1
h−1

i |w̃i − w̃i−1|0,Ω ≤

≤ c−1
4

√

λ̂∗i

2mi + 1
h−1

i (|w̃i − u|0,Ω + |u − w̃i−1|0,Ω) ≤ c−1
4 c9c

1/2
14

2mi + 1
h−1

i (h2
i + h2

i−1).Èç ïîñòðîåíèÿ ñåòîê ñëåäóåò, ÷òî hi = hi−1/2. Ïîýòîìó
[[Qi(wi − Ii−1wi−1)]]i ≤

5

2

c−1
4 c9c

1/2
14

2mi + 1
hi−1. (53)Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (52) èñïîëüçóåì (50):

[[QiIi−1ei−1]]i ≤ [[Ii−1ei−1]]i = (L̂iIi−1ei−1, Ii−1ei−1)
1/2
i =

= (RiL̂iL̄i−1ei−1, ei−1)
1/2
i−1 = (L̂i−1ei−1, ei−1)

1/2
i−1 = [[ei−1]]i−1.Îáúåäèíèì ýòó îöåíêó ñ (52) è (53):

[[ei]]i ≤
5

2

c−1
4 c9c

1/2
14

2mi + 1
hi−1 + [[ei−1]]i−1. (54)Äàëåå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî i. Ïðè i = 0 èìååì [[e0]]1 = 0. Èç(54) ïðè i = 1 ñëåäóåò, ÷òî

[[e1]]i ≤
5

2

c−1
4 c9c

1/2
14

2m1 + 1
h0,ò. å. (51) ñïðàâåäëèâî ïðè i = 1 ñ êîíñòàíòîé c19 =
5

2
c−1
4 c9c

1/2
14 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (51)ñïðàâåäëèâî íà óðîâíå i − 1:

[[ei−1]]i−1 ≤ c19

i−1
∑

j=1

hj−1

2mj − 1
.Îáúåäèíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ (54), ïîëó÷àåì, ÷òî îöåíêà (51) âûïîëíÿåòñÿ ñ êîíñòàíòîé

c19 =
5

2
c−1
4 c9c

1/2
14 .

�Ïóòåì ïðîñòîãî àíàëèçà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷èñëåíèé ñ ó÷åòîì ðàçðåæåííîñòèìàòðèö L̂i óñòàíàâëèâàåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ÷èñëà àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â êàñêàä-íîì àëãîðèòìå:
Sl ≤ c20

l
∑

j=1

(mj + c21)nj (55)



44 Ë.Â. �èëåâàñ êîíñòàíòàìè c20, c21, íå çàâèñÿùèìè îò nj è mj , íî ðàçíûìè äëÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåñ-ñîâ (44) è (45). ßñíî, ÷òî äëÿ ïîñëåäíåãî ïðîöåññà ýòè êîíñòàíòû ñóùåñòâåííî ìåíüøå.×èñëî èòåðàöèé m1, . . . , ml−1 âûáåðåì òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü Sl êàê �óíêöèþîò m1, . . . , ml−1 ïðè �èêñèðîâàííîé âåëè÷èíå ïðàâîé ÷àñòè (51) ïðè i = l [3℄. Â ðåçóëü-òàòå mi âûáèðàåòñÿ êàê íàèìåíüøåå öåëîå, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó
2mi + 1 ≥ (2ml + 1)

(

nlhi−1

nihl−1

)1/2

. (56)Òåîðåìà 2. Ïîãðåøíîñòü êàñêàäíîãî àëãîðèòìà (43) ñ mi èòåðàöèÿìè ìåòîäàñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (44) èëè ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé (45), ãäå mi âûáèðàåòñÿèç óñëîâèÿ (56) ïðè �èêñèðîâàííîì ml, îöåíèâàåòñÿ êàê
|||ul − wl|||l ≤ c22

hl

2ml + 1
. (57)Äëÿ âîñïîëíåíèÿ ũl ∈ H l âåêòîðà ul ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|||ũl − u|||Ω ≤
(

c3c8 +
c22

2ml + 1

)

hl. (58)×èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé
Sl ≤ (c23ml + c24)nl. (59)Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå èìååì îöåíêó

ni ≤ 4i−lnl. (60)Èç ïîñòðîåíèÿ ñåòîê ñëåäóåò ðàâåíñòâî
hi = 2l−ihl. (61)Ñ ó÷åòîì ýòèì ñîîòíîøåíèé ìîæíî ïåðåïèñàòü (56) â âèäå

2mi + 1 ≥ (2ml + 1)23(l−i)/2. (62)Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ (61) â (51) ïðè i = l è îöåíèâàÿ ñóììó ãåîìåòðè÷å-ñêîé ïðîãðåññèè, ïîëó÷èì
[[wl − ul]]l ≤ c19

l
∑

j=1

hj−1

2ml + 1
23(j−l)/2 = 2c19

hl

2ml + 1

l
∑

j=1

2(j−l)/2 ≤ 2
√

2√
2 − 1

c19
hl

2ml + 1
.Ïðèâëåêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì (39), ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå (57) ñ êîíñòàíòîé

c22 =
2
√

2√
2 − 1

c−1
14 c19.Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì (12) è (11) è îöåíêè(32) ìû ïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

|||ũl − u|||Ω ≤ |||ũl − w̃l|||Ω + |||w̃l − u|||Ω ≤ |||ul − wl|||l + c3‖w̃l − u‖1,Ω ≤ |||ul − wl|||l + c3c8hl.Âìåñòå ñ óæå äîêàçàííîé îöåíêîé (57) ýòî ïðèâîäèò ê (58).



Ìíîãîñåòî÷íûå èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ... 45Äëÿ îöåíêè ÷èñëà àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàïîìíèì, ÷òî mi âûáèðàåòñÿ êàê íàè-ìåíüøåå öåëîå, óäîâëåòâîðÿþùåå (62). Ïîýòîìó
mi ≤

1

2
(2ml + 1)23(l−i)/2 +

1

2
.Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è ñîîòíîøåíèå (60) è îöåíèâàÿ ñóììó ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-ãðåññèè, èç (55) ïîëó÷èì

Sl ≤ c20

l
∑

j=1

(

1

2
(2ml + 1)23(l−j)/2 +

1

2
+ c21

)

4j−lnl =

= c20

(

1

2
(2ml + 1)

) l
∑

j=1

2(j−l)/2 +

(

1

2
+ c21

) l
∑

j=1

4j−l
)

nl ≤

≤
(

c20

√
2√

2 − 1
ml + c20

1

2 −
√

2
+

4

3

(

c21 +
1

2

)

)

nl,ò. å. ñïðàâåäëèâà îöåíêà (59) ñ êîíñòàíòàìè
c23 = c20

√
2√

2 − 1
è c24 = c20

1

2 −
√

2
+

4

3

(

c21 +
1

2

)

.

�Èç îöåíêè (58) âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëî èòåðàöèé íà ñàìîì âåðõíåì óðîâíå ñëåäóåò âûáè-ðàòü èç óñëîâèÿ c3c8 ≈ c22/(2ml + 1). Òîãäà ïîãðåøíîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðè-îáðåòàåò òàêîé æå ïîðÿäîê ìàëîñòè, êàê è ïîãðåøíîñòü äèñêðåòíîé çàäà÷è ñ ó÷åòîì÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Õîòÿ êîíñòàíòû c3, c8 è c22 íåèçâåñòíû, âèäíà íåçàâèñè-ìîñòü ml îò ÷èñëà óðîâíåé è êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíûõ.6. Ôîðìóëèðîâêà ìíîãîñåòî÷íîãî àëãîðèòìà ñ èñïîëüçîâàíèåìíåñèììåòðè÷íîãî W -öèêëàÍà÷íåì ñ �îðìóëèðîâêè àëãîðèòìà íåñèììåòðè÷íîãî W -öèêëà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (42)(MGi-àëãîðèòìà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå z0
i ∈

Mi ðåøåíèÿ çàäà÷è (42). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå z1
i = MGi(z

0
i , f̂ i).Àëãîðèòì MGiÅñëè i = 0, òî ïîëàãàåì

z1
0 = MG0(z

0
i , f̂ 0) = L̂−1

0 f̂0è àëãîðèòì MGi çàâåðøåí.Åñëè i > 0, òî àëãîðèòì ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ øàãîâ.1. Ïîëîæèì u∗0 = z0
i è âû÷èñëèì

u∗k = u∗k−1 − τk−1(L̂iu
∗

k−1 − f̂ i), k = 1, . . . , m,ãäå
τk−1 =

1 + cos α

Λ∗i (cos α − cos(2k + 1)α)
, α =

π

2m + 2
. (63)



46 Ë.Â. �èëåâà2. Ïîëîæèì gi−1 = Ri(L̂iu
∗
m − f̂ i), ãäå Ri : Mi → Mi−1 � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ.3. Âîçüìåì z∗0 = 0 ∈ Mi−1 è ïîâòîðèì àëãîðèòì MGi−1 2 ðàçà:

z∗S = MGi−1(z
∗

s−1, gi−1), s = 1, 2.4. Ïîëîæèì
z1

i = MGi(z
0
i , f̂ i) = u∗m − Ii−1z

∗

2.Òåïåðü ñ�îðìóëèðóåì ïîëíûé ìíîãîñåòî÷íûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè çàäà÷ (42).Àëãîðèòì FMG

1) u0 = L̂−1
0 f̂ 0;

2) äëÿ i = 1, 2, . . . , l öèêë {
2.1. ui = Ii−1ui−1;

2.2. ïîâòîðèòü àëãîðèòì MGi t ðàç :

ui := MGi(ui, f̂ i).Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ul � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (42) ïðè i = l.�àññìîòðèì ìàòðè÷íûé ïîëèíîì (48), ãäå ïàðàìåòðû τk çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (63).Äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà [13℄
‖L̂iQi‖i ≤ λ̂∗i

tg α/2

m + 1
, α =

π

2m + 2
. (64)7. Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà FMGËåììà 2. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c25 òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî îöåíêà

‖L̂−1
i − Ii−1L̂

−1
i−1Ri‖i ≤

c25

λ̂∗i
. (65)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü gi ∈ Mi � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. �àññìîòðèì ñèñòåìóóðàâíåíèé

Livi = gi. (66)Ëþáîìó âåêòîðó gi ∈ Mi ñîîòâåòñòâóåò �óíêöèÿ g ∈ H i òàêàÿ, ÷òî (66) ÿâëÿåòñÿ ñèñòå-ìîé Áóáíîâà��àëåðêèíà äëÿ çàäà÷è [13℄:
L(v, w) = (g, w)Ω ∀ w ∈

◦

W 1
2 (Ω),ò. å. ñèñòåìà (66) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

L(ṽi, w) = (g, w)Ω ∀ w ∈ H i.Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (18), ò. å.
|v − ṽi|0,Ω ≤ c7h

2
i |g|0,Ω. (67)
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L̂iw

∗

i = gi,êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å
L̂(w̃∗i , w) = (g, w)Ω ∀ w ∈ H i.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ w̃∗i ñïðàâåäëèâà îöåíêà âèäà (33), ò. å.

|v − w̃∗i |0,Ω ≤ c9h
2
i . (68)Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà è îöåíîê (67) è (68) ïîëó÷àåì, ÷òî

|ṽi − w̃∗i |0,Ω ≤ |ṽi − v|0,Ω + |v − w̃∗i |0,Ω ≤ (c7|g|0,Ω + c9)h
2
i ≤ c26h

2
i .Ñ ó÷åòîì ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì (13) äëÿ èçîìîð�íûõ âåêòîðîâ ïîëó÷èì îöåíêó

‖vi −w∗i ‖i ≤ c−1
4 c26hi. (69)Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ìîæåì çàïèñàòü íåðàâåíñòâî

‖L̂−1
i − Ii−1L̂

−1
i−1Ri‖i ≤ ‖L̂−1

i − L−1
i ‖i +

+‖L−1
i − Ii−1L

−1
i−1Ri‖i + ‖Ii−1(L

−1
i−1 − L̂−1

i−1)Ri‖i. (70)Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (70). Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ìàòðè÷íîéíîðìû èìååì
‖L̂−1

i − L−1
i ‖i = sup

gi∈Mi,

gi 6=0

=
‖(L̂−1

i − L−1
i )gi‖i

‖gi‖i
.Ïóñòü ḡi ∈ Mi � âåêòîð, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ñóïðåìóì â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãîðàâåíñòâà. Åìó ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðû v̄i è w̄∗i , ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåì óðàâ-íåíèé Liv̄i = ḡi è L̂iw̄

∗
i = ḡi ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, èñïîëüçóÿ îöåíêó (69), ïîëó÷èìíåðàâåíñòâà

‖L̂−1
i − L−1

i ‖i =
‖(L̂−1

i − L−1
i )ḡi‖i

‖ḡi‖i

=
‖v̄i − w̄∗i ‖i

‖ḡi‖i

≤ c−1
4 c26hi

‖ḡi‖i

.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì ḡi ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c27 òàêàÿ, ÷òî
‖L̂−1

i − L−1
i ‖i ≤ c27. (71)Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ (40) ïîëó÷èì, ÷òî

‖L̂−1
i − L−1

i ‖i ≤
c16c27

λ̂∗i
. (72)Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (70) èìååì îöåíêó [13℄

‖L−1
i − Ii−1L

−1
i−1Ri‖i ≤

c28

λ∗i
.



48 Ë.Â. �èëåâàÏðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1 ìû, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷èëè îöåíêó λ̂∗i ≤ c2
15λ
∗
i . Èñïîëüçóÿåå, ìîæåì çàïèñàòü:

‖L−1
i − Ii−1L

−1
i−1Ri‖i ≤

c2
15c28

λ̂∗i
. (73)Íàì îñòàëîñü îöåíèòü òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (70). Ïóñòü v ∈ Mi−1 � ïðîèç-âîëüíûé âåêòîð. Íà îñíîâàíèè ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì (13) ìîæåì ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

‖Ii−1v‖i

‖v‖i−1
≤ 2c−1

4 c5. (74)Íîðìà îïåðàòîðà èíòåðïîëÿöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
‖Ii−1‖Mi←Mi−1

= sup
v∈Mi−1,

v 6=0

‖Ii−1v‖i

‖v‖i−1
.Ñ ó÷åòîì (74) ïîëó÷àåì îöåíêó

‖Ii−1‖Mi←Mi−1
≤ 2c−1

4 c5. (75)Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî
(Ii−1v,w)i = (v, Riw)i−1∀ v ∈ Mi−1, w ∈ Mi. (76)Ïîëîæèì v = Riw. Òîãäà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè è îöåíêè (75) äëÿ ëåâîé ÷àñòè(76) ïîëó÷èì îöåíêó

|(Ii−1v,w)i| ≤ ‖Ii−1v‖i ‖w‖i ≤ ‖Ii−1‖Mi←Mi−1
‖v‖i−1‖w‖i ≤ 2c−1

4 c5‖Riw‖i−1‖w‖i. (77)Â ðåçóëüòàòå èç (76), (77) èìååì
‖Riw‖i−1

‖w‖i

≤ 2c−1
4 c5. (78)Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ íîðìû îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ

‖Ri‖Mi−1←Mi
= sup

w∈Mi,

w 6=0

‖Riw‖i−1

‖w‖ièç (78) â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè w ñëåäóåò îöåíêà
‖Ri‖Mi−1←Mi

≤ 2c−1
4 c5. (79)Èñïîëüçóÿ îöåíêó (71), êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî i, è îöåíêó (40), ïîëó÷èì

‖L̂−1
i−1 − L−1

i−1‖i−1 ≤
c16c27

λ̂∗i
. (80)Â ðåçóëüòàòå ñ ïîìîùüþ (75), (79) è (80) ïîëó÷àåì îöåíêó

‖Ii−1(L̂
−1
i−1 − L−1

i−1)Ri‖i ≤ ‖Ii−1‖Mi←Mi−1
‖L̂−1

i−1 − L−1
i−1‖i−1‖Ri‖Mi−1←Mi

≤ 4c−2
4 c2

5c16c27

λ̂∗i
. (81)



Ìíîãîñåòî÷íûå èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ... 49Íàêîíåö, ïðèâëåêàÿ (72), (73) è (81) â (70), ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå (65) ñ êîíñòàíòîé
c25 = c16c27 + c2

15c28 + 4c−2
4 c2

5c16c27.

�Îáúåäèíÿÿ (64) è (65), ïîëó÷èì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé ñõîäèìîñòè
‖L̂−1

i − Ii−1L̂
−1
i−1Ri‖i‖L̂iQi‖i ≤ η(m), (82)ãäå

η(m) =
c25 tg α/2

m + 1
≈ c25π

4(m + 1)2
. (83)Çà�èêñèðóåì öåëîå i ∈ [1, l] è îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð Bi : Mi → Mi, ñòàâÿ-ùèé â ñîîòâåòñòâèå ïîãðåøíîñòè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ δ0 = wi − z0

i äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷è (42) ïîãðåøíîñòü êîíå÷íîé àïïðîêñèìàöèè δ1 = wi−z1
i , ïîëó÷åííîé àëãîðèòìîì

MGi, ò. å. δ1 = Biδ0.Òåïåðü ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò, õàðàêòåðèçóþùèé ñõîäèìîñòü àëãî-ðèòìà MGi [13℄.Òåîðåìà 3. Ïóñòü îïåðàòîðû L̂i ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè è ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåííûìè. Ïóñòü òàêæå âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé ñõîäèìîñòè (82), ãäå �óíêöèÿ
η(m) íå çàâèñèò îò i è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m → ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ξ ∈ (0, 1)ñóùåñòâóåò m0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ m ≥ m0:

‖Bi‖i ≤ ξ, i = 1, . . . .l. (84)Èç îöåíêè (84) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò m0, íå çàâèñÿùåå îò hi,òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ m ≥ m0 ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ z1
i çàäà÷è (42), ïîëó-÷åííîãî àëãîðèòìîì MGi, óìåíüøàåòñÿ ñ ìíîæèòåëåì ε ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîãðåøíîñòüþíà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ z0

1, ò. å.
‖wi − z1

i ‖i ≤ ε‖wi − z0
i ‖i. (85)Îòìåòèì, ÷òî íà îñíîâàíèè (83) ìíîæèòåëü ε â (85) çàâèñèò îò ÷èñëà èòåðàöèé mñëåäóþùèì îáðàçîì [13℄:

ε = O((m + 1)−2).�àññìîòðèì ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà FMG. Âûáåðåì m òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðà-âåíñòâî ε < 1 äëÿ ε èç (85). Òîãäà ìû ìîæåì âûáðàòü öåëîå t, òàêîå ÷òî
εt < c4c

−1
5 /4. (86)Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò, õàðàêòåðèçóþùèé ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà FMG [13, òåîðåìà 4.15℄.Òåîðåìà 4. Ïóñòü m âûáðàíî òàê, ÷òî (85) âûïîëíÿåòñÿ ñ ε < 1 è ïóñòü t óäî-âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (86). Òîãäà ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà FMG ìû ïîëó÷èì ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ui, i = 1, . . . , l, çàäà÷ (42), êîòîðûå óäîâëå-òâîðÿþò îöåíêå

‖wi − ui‖i ≤ c9hi
1 + ρ

c5(1 − ρ)
, ρ = 4εtc−1

4 c5 < 1,à äëÿ èõ âîñïîëíåíèé ũi ∈ H i ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|u − ũi|0,Ω ≤ c9h

2
i · 2/(1 − ρ).



50 Ë.Â. �èëåâàÍàêîíåö, ñ�îðìóëèðóåì ðåçóëüòàò, ñîäåðæàùèé îöåíêó ÷èñëà àðè�ìåòè÷åñêèõ îïå-ðàöèé â àëãîðèòìå FMG (ñì. [13, ëåììà 5.1.4℄).Òåîðåìà 5. Â àëãîðèòìå FMG äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè, îáóñëîâëåííîé ïî-ãðåøíîñòüþ äèñêðåòíîé çàäà÷è ñ ó÷åòîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ò. å. äëÿ âû-ïîëíåíèÿ îöåíîê
|w̃l − ũl|0,Ω ≤ c9h

2
l ,

|u − ũl|0,Ω ≤ 2c9h
2
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