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Ìåòîä êðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåéäëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéñ ÿäðîì Êîøè ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó∗Ä.Í. �îðåëîâ, Ä. �. �åäðååâÎìñêèé �èëèàë Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ �ÀÍe-mail: gorelov�ofim.ossbras.ru�àçðàáîòàí ìåòîä êðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåé äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ îáòå-êàíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêèõ ïðî�èëåé ïîòîêîì èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.Îñîáåííîñòüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ó÷åò àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ è óðàâíåíèÿ êîíòóðàâáëèçè ïåðåäíåé êðîìêè â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî òîíêîãî ïðî�èëÿ. Ìåòîäîáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó âî âñåõ òî÷êàõ êîíòó-ðà áåç êàêîãî-ëèáî ñãóùåíèÿ ðàñ÷åòíûõ òî÷åê.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ìåòîäû ðåøåíèÿ èíòå-ãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîä ïàíåëåé, ïðî�èëü.ÂâåäåíèåÂ òåîðèè êðûëà øèðîêèé êëàññ ïëîñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèíãó-ëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÈÓ) ñ ÿäðîì Êîøè. Ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ ÑÈÓðàçðàáàòûâàþòñÿ îòäåëüíî äëÿ ðàçîìêíóòûõ è çàìêíóòûõ êîíòóðîâ. Äëÿ ðàçîìêíó-òûõ êîíòóðîâ êðàåâàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ îáû÷íî ê ÑÈÓ ïåðâîãî ðîäà. Â ýòîì ñëó÷àåõîðîøèå ðåçóëüòàòû äàåò ïðèìåíåíèå ìåòîäà äèñêðåòíûõ âèõðåé [1℄. Êðàåâûå çàäà÷èäëÿ çàìêíóòûõ êîíòóðîâ ìîæíî ñâåñòè ê ÑÈÓ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Äëÿ ðåøåíèÿýòèõ óðàâíåíèé íà çàìêíóòûõ êîíòóðàõ áîëåå ý��åêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ ìåòîä ïàíå-ëåé [2℄. Â îñíîâå åãî ëåæèò çàìåíà êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëèãîíîì, ñîñòàâëåííûìèç ãëàäêèõ ýëåìåíòîâ � ïàíåëåé, è ïðåäñòàâëåíèå èñêîìîé �óíêöèè íà êàæäîé ïàíåëèíåêîòîðûìè àïïðîêñèìèðóþùèìè �óíêöèÿìè. Ïàíåëè è èñêîìûå �óíêöèè âûáèðàþò-ñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷íî âû÷èñëÿëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû. Òîãäà, òðå-áóÿ âûïîëíåíèÿ ÑÈÓ â êîíå÷íîì ÷èñëå êîíòðîëüíûõ òî÷åê, ðåøåíèå èñõîäíîé êðàåâîéçàäà÷è ìû ñâîäèì ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ).Îáû÷íî ïàíåëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòðåçêè ïðÿìûõ, à èñêîìûå �óíêöèè � ïîëèíîìûïåðâîé ñòåïåíè. Òàêîé ñòàíäàðòíûé âàðèàíò ìåòîäà ïàíåëåé ïîçâîëÿåò ñ ïðèåìëåìîéäëÿ ïðàêòèêè òî÷íîñòüþ ñòðîèòü ðåøåíèå ÑÈÓ äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ çàìêíóòûõêîíòóðîâ. Îäíàêî äëÿ êîíòóðîâ, èìåþùèõ ó÷àñòêè ñ áîëüøîé êðèâèçíîé (íàïðèìåð,îêðåñòíîñòü ïåðåäíåé êðîìêè òîíêîãî ïðî�èëÿ), ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíîãî âàðèàíòàìîæåò ïðèâåñòè ê áîëüøîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ÑÈÓ. Èíà÷å ãîâîðÿ, èìååò ìåñòî
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Ìåòîä êðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåé äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ... 53íåêîòîðàÿ �ìåðòâàÿ çîíà� ïî ãåîìåòðè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì çàìêíóòûõ êîíòóðîâ,â êîòîðîé èçâåñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÑÈÓ ïðàêòè÷åñêè íå ðàáîòàþò.Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ñîçäàíèå äîñòàòî÷íî îáùåãî ìåòîäà êðèâîëèíåéíûõ ïà-íåëåé, ïîçâîëÿþùåãî ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ðåøàòü ÑÈÓ ñ ÿäðîì Êîøè äëÿ çàìêíóòûõêîíòóðîâ, èìåþùèõ �îðìó àýðîäèíàìè÷åñêèõ ïðî�èëåé, äîïóñêàþùèõ ñêîëü óãîäíîáîëüøóþ êðèâèçíó â îêðåñòíîñòè ïåðåäíåé êðîìêè. Ýòà öåëü äîñòèãàåòñÿ ñïåöèàëüíûìâûáîðîì êðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåé, ïðåäñòàâëåíèåì èñêîìîé �óíêöèè ñ ó÷åòîì èõ àñèìï-òîòèê â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïåðåäíåé êðîìêè ïðî�èëÿ è ïîñòðîåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåéêâàäðàòóðíîé �îðìóëû äëÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ ñ ÿäðîì Êîøè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì çàäà÷ó îáòåêàíèÿ êðûëîâîãî ïðî�èëÿ (çàìêíóòîãî êîíòóðà L ñ îäíîé óã-ëîâîé òî÷êîé) ïîòåíöèàëüíûì ïîòîêîì èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, èìåþùèì âáåñêîíå÷íîì óäàëåíèè ïåðåä ïðî�èëåì ñêîðîñòü v∞ (ðèñ. 1). Ñîîòâåòñòâóþùóþ êðàå-âóþ çàäà÷ó äëÿ êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè v̄(z) â ïëîñêîñòè z = x + iy ìîæíî ñ�îðìóëèðî-âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàéòè âíå êîíòóðà L àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ v̄(z), óäîâëå-òâîðÿþùóþ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íåïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç êîíòóð L è çàòóõàíèÿâîçìóùåííîé ñêîðîñòè â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå:
Im

{
v̄(z)eiθ(z)

}
= 0, z ∈ L, lim

|z|→∞
v̄(z) = v̄∞ = |v∞|e−iα. (1.1)Çäåñü θ � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê êîíòóðó L â òî÷êå z ∈ L. Ê ãðàíè÷íûì óñëî-âèÿì (1.1) ñëåäóåò äîáàâèòü ïîñòóëàò Êóòòû�Æóêîâñêîãî�×àïëûãèíà î êîíå÷íîñòèñêîðîñòè æèäêîñòè â çàäíåé êðîìêå ïðî�èëÿ, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëÿòü öèðêóëÿöèþñêîðîñòè âîêðóã êîíòóðà L.Êîíòóð L áóäåì ìîäåëèðîâàòü âèõðåâûì ñëîåì ñ èíòåíñèâíîñòüþ γ(s), ðàâíîé ðàç-ðûâó ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè æèäêîñòè ïðè ïîäõîäåê êîíòóðó L ñ âíóòðåííåé è âíåøíåé ñòîðîí êîíòóðà (s � äóãîâàÿ êîîðäèíàòà). Êîì-ïëåêñíóþ ñêîðîñòü âíå êîíòóðà L ïðåäñòàâèì èíòåãðàëîì Êîøè:

v̄(z) = v̄∞ +
1

2πi

∫

L

γ(s)ds

z − ζ(s)
, ζ(s) ∈ L. (1.2)
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I�èñ. 1. Çàäà÷à îáòåêàíèÿ êðûëîâîãî ïðî�èëÿ



54 Ä.Í. �îðåëîâ, Ä. �. �åäðååâÒðåáóÿ âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.1) äëÿ v̄(z), ïðèäåì ê äâóì èíòåãðàëüíûìóðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî èñêîìîé âåùåñòâåííîé �óíêöèè γ(s) [2�4℄:
1

2
γ(s) + Re



eiθ(z)


v̄∞ +

1

2πi

∫

L

γ(σ) dσ

z − ζ(σ)






 = 0, z, ζ ∈ L; (1.3)

Im



eiθ(z)



v̄∞ +
1

2πi

∫

L

γ(σ) dσ

z − ζ(σ)







 = 0, z, ζ ∈ L. (1.4)Óðàâíåíèÿ (1.3), (1.4) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñèíãóëÿðíûìè èíòåãðàëüíûìè óðàâ-íåíèÿìè âòîðîãî è ïåðâîãî ðîäà. Îòìåòèì äâå îñíîâíûå îñîáåííîñòè ýòèõ óðàâíåíèé.Ïåðâàÿ èç íèõ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî íà ãëàäêèõ ó÷àñòêàõ êîíòóðà L ÿäðî èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé �óíêöèåé, òîãäà êàê ÿäðî óðàâíåíèÿïåðâîãî ðîäà èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Âòîðàÿ îñîáåííîñòü ñâÿçàíà ñ òîëùèíîéïðî�èëÿ è ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ñáëèæåíèè âåðõíåé è íèæíåé åãî ñòîðîí, êîãäà íà÷èíàþòäåéñòâîâàòü �îðìóëû Ñîõîöêîãî�Ïëåìåëè äëÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëà Êîøè.Ýòó ïàðàìåòðè÷åñêóþ îñîáåííîñòü ìîæíî èñêëþ÷èòü, åñëè ïåðåéòè îò óðàâíåíèé (1.3),(1.4) ê êîìáèíèðîâàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, ïðåäëîæåííîé Ä.Í. �îðåëîâûì [3℄. Ñ ó÷å-òîì ýòèõ çàìå÷àíèé ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ îáòåêàíèÿ òåëåñíûõïðî�èëåé öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ÑÈÓ âòîðîãî ðîäà ëèáî êîìáèíèðîâàí-íîé ñèñòåìû ÑÈÓ.Ïåðåéäåì ê íåïîñðåäñòâåííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Íóæíî ïîñòðîèòü ÷èñëåííûé ìå-òîä ðåøåíèÿ ÑÈÓ (1.3), (1.4) íà îñíîâå ìåòîäà ïàíåëåé, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèìóñëîâèÿì:1) óðàâíåíèÿ ïàíåëåé è êîíòóðà L èìåþò îäèíàêîâóþ àñèìïòîòèêó â îêðåñòíîñòèïåðåäíåé êðîìêè;2) èñêîìîå ðåøåíèå íà êàæäîé ïàíåëè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå, ó÷èòûâàþùåì àñèìï-òîòèêó ðåøåíèÿ â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî òîíêîãî ïðî�èëÿ;3) óðàâíåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåé è ïðåäñòàâëåíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ íà íèõïîçâîëÿþò òî÷íî âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû â ìåòîäå ïàíåëåé;4) ïîñòðîåííûé ìåòîä äîëæåí îáåñïå÷èâàòü ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êòî÷íîìó íà âñåõ ïàíåëÿõ ïðè óâåëè÷åíèè èõ ÷èñëà.2. Ïîñòðîåíèå ìåòîäàÈñõîäíûé çàìêíóòûé êîíòóð L ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ðàçîìêíóòûõ ãëàä-êèõ êîíòóðîâ L1, L2 (ðèñ. 2), êîòîðûå çàäàþòñÿ �óíêöèÿìè y = fk(x), x ∈ [0, 1], k = 1, 2,ñâÿçàííûìè ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

f1(0) = f2(0) = 0, f1(1) = f2(1) = 1,

lim
x→0

f ′
1(x) = +∞, lim

x→0
f ′

2(x) = −∞. (2.1)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî fk(x) ïðè x → 0 èìåþò àñèìïòîòèêó âèäà √
x. Òàêóþ àñèìïòîòè-êó èìååò øèðîêèé êëàññ àýðîäèíàìè÷åñêèõ ïðî�èëåé, âêëþ÷àÿ ïðî�èëè Æóêîâñêîãî.Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðåäñòàâèì f1(x), f2(x) â âèäå

fk(x) =
√

x Fk(x), Fk ∈ C2[0, 1]. (2.2)
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-
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��
L1 : y = f1(x)

@
@L2 : y = f2(x)

y

x0�èñ. 2. Âèä èñõîäíîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà LÎòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå êîíòóð L ìîæåò áûòü çàäàí òàáëèöåé êîîðäèíàò. Ïðèòàêîì çàäàíèè íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîíòóðà ñ ó÷åòîìòðåáóåìîé àñèìïòîòèêè (2.2). Ýòà çàäà÷à ðåøåíà â [5℄.Ïåðâûé øàã â ìåòîäå êðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåé � àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîãî êîíòóðà
L êóñî÷íî-íåïðåðûâíûì ïîëèãîíîì, ñîñòàâëåííûì èç êðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåé. Çàìåíàêîíòóðà L òàêèì ïîëèãîíîì ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (1.3), (1.4)íà÷èíàþò çàâèñåòü îò ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè êàê êîíòóðà, òàê è óãëîâ íàêëîíàêàñàòåëüíûõ. Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå êîíòóðà L ëèíåéíûì è êâàäðà-òè÷íûì ñïëàéíàìè îáåñïå÷èâàåò ïðèáëèæåíèå ïîëèãîíà ê êîíòóðó L, íî íå ñïîñîáíîâûðàáîòàòü óñëîâèå (2.2) î áåñêîíå÷íîì çíà÷åíèè ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 0 ïðè ëþ-áîì êîíå÷íîì ÷èñëå ïàíåëåé. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñ÷èòàåòñÿ îñíîâíîé ïðè÷èíîéáîëüøîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ÑÈÓ (1.3), (1.4) ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ïàíåëåé âáëè-çè ïåðåäíåé êðîìêè, îñîáåííî äëÿ òîíêèõ ïðî�èëåé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëèãîíà ââåäåìðàâíîìåðíóþ ñåòêó ∆ = {xj = jh, h = 1/N, j = 0, ..., N}, íà êîòîðîé îïðåäåëåíû çíà÷å-íèÿ fkj = fk(xj). Èñõîäíûé êîíòóð ïðî�èëÿ L çàìåíèì ïîëèãîíîì K, ñîñòàâëåííûì èçêðèâîëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ Kkj, îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

Kkj : y = ukj(x) =
√

x Ukj(x), x ∈ [xj−1, xj ],

Ukj(x) = Fk(xj−1) +
Fk(xj) − Fk(xj−1)

xj − xj−1

(x − xj−1), x ∈ [xj−1, xj ]. (2.3)Óðàâíåíèÿ (2.3) ïðè x → 0 èìåþò òó æå àñèìïòîòèêó, ÷òî è óðàâíåíèÿ (2.2). Íàñòûêàõ ýëåìåíòîâ ukj(xj−1) = fk(xj−1), ukj(xj) = fk(xj), íî ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèé
ukj(x) òåðïÿò ðàçðûâ. Äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê x ∈ [xj−1, xj ] êðèâîëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ
Kkj, j > 1, èìåþò ìåñòî îöåíêè:

Fk(x) − Ukj(x) = O(h2), F ′
k(x) − U ′

kj(x) = O(h),

fk(x) − ukj(x) =
√

x O(h2), f ′
k(x) − u′

kj(x) = x−1/2 O(h2) +
√

x O(h). (2.4)Çàäàíèå êðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåé â âèäå (2.3) è îöåíêè (2.4) äàþò ðàâíîìåðíîå ïðè-áëèæåíèå íå òîëüêî ïîëèãîíà K ê êîíòóðó L, íî è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ.Ñëåäóþùèé øàã â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå � âûáîð ñïåöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿèñêîìîé ïëîòíîñòè γ(s). Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî òîíêîãî ïðî�èëÿ ñêîðîñòüæèäêîñòè íà êîíòóðå L â îêðåñòíîñòè ïåðåäíåé êðîìêè èìååò àñèìïòîòèêó onst/√x.Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðåäñòàâèì �óíêöèþ γ(s) â âèäå [6℄
γ(s) =

1√
x

gk(x)

Jk(x)
, gk(x) ∈ C1(0, 1), Jk =

√
1 + (f ′

k)
2, k = 1, 2. (2.5)



56 Ä.Í. �îðåëîâ, Ä. �. �åäðååâÔóíêöèÿ γ(s) îïðåäåëåíà íà êîíòóðå L. Íà ïîëèãîíå K çàìåíèì åå �óíêöèåé q(σ),ãäå σ � äóãîâàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè τ ∈ K. Ñëåäóÿ (2.5), ïðåäñòàâèì q(σ) íà êàæäîìêðèâîëèíåéíîì ýëåìåíòå Kkj â âèäå
q(σ) =

1√
x

qkj(x)

Jkj(x)
, Jkj(x) =

√
1 + (u′

kj)
2,

qkj(x) = gk(xj−1) +
gk(xj) − gk(xj−1)

xj − xj−1
(x − xj−1), x ∈ [xj−1, xj]. (2.6)Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì ê �óíêöèè gk(x), ïîëó÷èì îöåíêó

gk(x) − qkj(x) = O(h), x ∈ (xj−1, xj), k = 1, 2; j = 1, ..., N. (2.7)Ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè q(σ) íà êðèâîëèíåéíûõ ïàíåëÿõ â âèäå (2.6) ïîçâîëÿåòó÷åñòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî òîíêîãî ïðî�èëÿ, à îöåí-êà (2.7) îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå q(σ) ê γ(s) âî âñåõ òî÷êàõ èñõîäíîãîêîíòóðà íåçàâèñèìî îò åãî òîëùèíû.Çàìåíà â óðàâíåíèÿõ (1.3), (1.4) êîíòóðà L ïîëèãîíîì K, à èñêîìîé �óíêöèè γ(s) �íà �óíêöèþ q(σ) ïðèâîäèò ê ïðèáëèæåííûì óðàâíåíèÿì
1

2
q(σ) + Re




eiϑ(τ)


v̄∞ +

1

2πi

∫

K

q(t) dt

τ − ζ(t)







 = 0, τ, ζ ∈ K; (2.8)

Im




eiϑ(τ)


v̄∞ +

1

2πi

∫

K

q(t) dt

τ − ζ(t)







 = 0, τ, ζ ∈ K. (2.9)Çäåñü ϑ(τ) � óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê êîíòóðó K è îñüþ x â òî÷êå ñ êîìïëåêñíîéêîîðäèíàòîé τ(σ) ∈ K.Ñ ó÷åòîì (2.6) ïåðåéäåì â óðàâíåíèÿõ (2.8), (2.9) îò êîíòóðà K ê êðèâîëèíåéíûìýëåìåíòàì Kkj è çàìåíèì q(t) íà ýòèõ ýëåìåíòàõ �óíêöèåé qkj(x). Òîãäà
∫

K

q(s) ds

τ − ζ(s)
=

∑

k=1, 2

N∑

j=0

gkjRkj(τ), Rki(τ) = Pkj(τ) + Qk j−1(τ). (2.10)Çäåñü gkj = gk(xj), à �óíêöèè Pkj, Qkj îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè, èíòåãðàëû â êîòîðûõâû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî:
Pkj(τ) =

xj+1∫

xj

xj+1 − x

h
√

x

dx

τ − x − iuk j+1(x)
, PkN = 0,

Qkj(τ) =

xj+1∫

xj

x − xj

h
√

x

dx

τ − x − iuk j+1(x)
, Qk −1 = 0,

k = 1, 2, j = 0, ..., N − 1. (2.11)
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T0 = {τ (k)

0j , k = 1, 2, j = 1, ..., N}, τ
(k)
0j = x0j + iukj(x0j),

x0j = xj−1 + νjh, 0 < νj < 1. (2.12)Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (2.8), (2.9) áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì êîëëîêàöèè, òðåáóÿ âû-ïîëíåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé â òî÷êàõ τ
(k)
0j ∈ K. Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ âåëè÷èíçíà÷åíèÿ �óíêöèè gk(x) â òî÷êàõ xj , k = 1, 2; j = 0, ..., N , ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõàëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâåííî äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.8),(2.9) ïðèíèìàþò âèä:

1

2π

∑

k=1,2

N∑

j=0

Brm, kj gkj = Im
{
eiϑ(τ

(r)
0m)v∞

}
,

r = 1, 2, m = 0, ..., N − 1, (2.13)

Arm grm + Ar m+1 gr m+1 +
1

2π

∑

k=1,2

N∑

j=0

Crm, kj gkj = Re
{

eiϑ(τ
(r)
0m)v∞

}
,

r = 1, 2, m = 0, ..., N − 1. (2.14)Êîý��èöèåíòû Arm, Brm, kj, Crm, kj îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì
Arm =

1 − νm

2
√

x0mJrm(x0m)
, Ar m+1 =

νm

2
√

x0mJrm(x0m)
,

Brm, kj = −Re
{
eiϑ(τ

(r)
0m

)Rkj(τ
(r)
0m)

}
, Crm, kj = Im

{
eiϑ(τ

(r)
0m

)Rkj(τ
(r)
0m)

}
, (2.15)

eiϑ(τ
(r)
0m) = (−1)r+1 1 + iu′

rm(x0m)

|1 + iu′
rm(x0m)| =

= (−1)r+1

√
x0m + iUrm(x0m)/2 + ix0mU ′

rm(x0m)

|√x0m + iUrm(x0m)/2 + ix0mU ′
rm(x0m)| . (2.16)Ñèñòåìû (2.13), (2.14) ñîäåðæàò 2N − 2 óðàâíåíèé äëÿ 2N íåèçâåñòíûõ, ïîýòîìóê íèì ñëåäóåò äîáàâèòü åùå ïî äâà óðàâíåíèÿ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñòàöèîíàðíîãîîáòåêàíèÿ êîíòóðà ýòèìè óðàâíåíèÿìè ñòàëè óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ

q â òî÷êå x = 0 è ïîñòóëàò Æóêîâñêîãî q1(1) + q2(1) = 0.Ïåðåõîä îò èñõîäíûõ ÑÈÓ (1.3), (1.4) íà çàìêíóòîì êîíòóðå L ê ïðèáëèæåííûì ÑÈÓ(2.8)�(2.11) íà ïîëèãîíå K, ñîñòàâëåííîì èç êðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåé Krm, è äàëüíåéøèéïåðåõîä ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (2.12)�(2.16) îáîñíîâûâàþòñÿñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé, ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [6℄.3. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò�àçðàáîòàííûé ìåòîä êðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåé ïðîøåë òåñòèðîâàíèå ðåøåíèåì áîëüøî-ãî ÷èñëà êðàåâûõ çàäà÷ ñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ ïðî�èëåé Æóêîâñêîãî, äëÿ êîòîðûõèçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå ìåòîäîì êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé. Êðàåâûå çàäà÷è ñâîäè-ëèñü ê ÑÈÓ-1, ÑÈÓ-2, à òàêæå êîìáèíèðîâàííîé ñèñòåìå ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ



58 Ä.Í. �îðåëîâ, Ä. �. �åäðååâÒ à á ë è ö à 1. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ñêîðîñòè äëÿ 20%-ãî ïðî�èëÿÆóêîâñêîãîÌËÏ
x 0 0.025 0.05 0.5 0.95 0.975 1ÑÈÓ-1 0.391 0.022 0.003 0.006 0.284 0.578 125.7ÑÈÓ-2 0.337 0.635 0.266 0.004 0.017 0.019 0.008ÑÈÓ-Ê 0.500 0.120 0.024 0.002 0.004 0.013 0.004ÌÊÏ
x 0 0.025 0.05 0.5 0.95 0.975 1ÑÈÓ-1 0.009 0.022 0.043 0.034 0.912 1.89 6.56ÑÈÓ-2 0.125 0.003 0.007 1E-4 0.014 0.017 0.002ÑÈÓ-Ê 0.088 0.009 0.030 0.001 0.003 0.014 8E-4Ò à á ë è ö à 2. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ñêîðîñòè äëÿ 5%-ãî ïðî�èëÿ ÆóêîâñêîãîÌËÏ
x 0 0.025 0.05 0.5 0.95 0.975 1ÑÈÓ-1 0.002 0.015 0.005 0.010 0.325 0.605 36.61ÑÈÓ-2 0.397 0.183 0.070 0.002 0.013 0.015 0.022ÑÈÓ-Ê 0.159 0.009 0.025 0.001 0.003 0.013 0.021ÌÊÏ
x 0 0.025 0.05 0.5 0.95 0.975 1ÑÈÓ-1 0.006 0.011 0.031 0.009 0.164 0.330 1.076ÑÈÓ-2 0.004 0.006 0.037 0.006 0.020 0.022 0.001ÑÈÓ-Ê 0.054 0.011 0.030 0.001 0.007 0.007 4E-4Ò à á ë è ö à 3. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòà ñêîðîñòè äëÿ 20%-ãî ïðî�èëÿÆóêîâñêîãî îò ÷èñëà ïàíåëåé ÌËÏ
N 20 40 60 80 100 120 140ÑÈÓ-2 1.285 0.635 0.488 0.424 0.389 0.365 0.348ÑÈÓ-Ê 0.623 0.500 0.424 0.372 0.333 0.304 0.282ÌÊÏ
N 20 40 60 80 100 120 140ÑÈÓ-2 0.261 0.125 0.076 0.051 0.035 0.026 0.019ÑÈÓ-Ê 0.132 0.088 0.068 0.056 0.047 0.040 0.035Ò à á ë è ö à 4. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòà ñêîðîñòè äëÿ 5%-ãî ïðî�èëÿÆóêîâñêîãî îò ÷èñëà ïàíåëåé ÌËÏ
N 20 40 60 80 100 120 140ÑÈÓ-2 0.472 0.397 0.358 0.333 0.313 0.298 0.285ÑÈÓ-Ê 0.208 0.159 0.145 0.137 0.132 0.127 0.123ÌÊÏ
N 20 40 60 80 100 120 140ÑÈÓ-2 0.038 0.037 0.035 0.033 0.032 0.030 0.029ÑÈÓ-Ê 0.098 0.054 0.037 0.029 0.028 0.027 0.026



Ìåòîä êðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåé äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ... 59óðàâíåíèé ÑÈÓ-Ê, ïðåäëîæåííîé Ä.Í. �îðåëîâûì [3℄. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíè-òåëüíàÿ îöåíêà òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ÑÈÓ-1, ÑÈÓ-2 è ÑÈÓ-Ê ìåòîäàìè êðèâîëèíåéíûõïàíåëåé (ÌÊÏ) è ëèíåéíûõ ïàíåëåé (ÌËÏ). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàêàÿ îöåíêà óæåáûëà ðàíåå äëÿ ìåòîäà ëèíåéíûõ ïàíåëåé [4℄. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ äëÿíåñèììåòðè÷íûõ ïðî�èëåé Æóêîâñêîãî ñ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé 5 è 20 %, îáòåêà-åìûõ ñòàöèîíàðíûì ïîòîêîì ïîä ãåîìåòðè÷åñêèì óãëîì àòàêè α = 10 o. Ïàíåëè íàêàæäîé ñòîðîíå êîíòóðà âûáèðàëèñü ðàâíîé äëèíû, à èõ ÷èñëî â îñíîâíîì ðàñ÷åòå
N = 40. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3 è 4.Â òàáë. 1 è 2 ïðèâåäåíû äàííûå ïî ðàñ÷åòó îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ε(x) = |v(x)−
ṽ(x)|/|v∞| ñêîðîñòè æèäêîñòè â òî÷êàõ âåðõíåé ñòîðîíû êîíòóðà. Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ

ÌËÏ ÑÈÓ-1 ÌÊÏ
ÑÈÓ-2
ÑÈÓ-Ê

�èñ. 3. �àñ÷åò 20%-ãî ïðî�èëÿ Æóêîâñêîãî ìåòîäîì ëèíåéíûõ ïàíåëåé (ñëåâà) è ìåòîäîìêðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåé (ñïðàâà)
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ÌËÏ ÑÈÓ-1 ÌÊÏ

ÑÈÓ-2
ÑÈÓ-Ê

�èñ. 4. �àñ÷åò 5%-ãî ïðî�èëÿ Æóêîâñêîãî ìåòîäîì ëèíåéíûõ ïàíåëåé (ñëåâà) è ìåòîäîìêðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåé (ñïðàâà)÷èñëà ïàíåëåé íà òî÷íîñòü ðàñ÷åòà â òàáë. 3 è 4 äàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ÑÈÓ-2 è ÑÈÓ-Ê (â îêðåñòíîñòè ïåðåäíåé êðîìêè ïðî�èëÿ) îò÷èñëà N . Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü áåç êàêîãî-ëèáî ñãóùåíèÿðàñ÷åòíûõ òî÷åê (äëèí ïàíåëåé) âáëèçè êðîìîê ïðî�èëåé, êàê ýòî äåëàåòñÿ îáû÷íîïðè ðàñ÷åòå äðóãèìè ìåòîäàìè.Ýòè ðåçóëüòàòû ïîäòâåðäèëè âûâîäû ðàáîòû [4℄ î öåëåñîîáðàçíîñòè ñâåäåíèÿ êðàå-âûõ çàäà÷ îáòåêàíèÿ çàìêíóòûõ êîíòóðîâ ê ðåøåíèþ ÑÈÓ-2 èëè ÑÈÓ-Ê. �ëàâíûé æåðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà � âûñîêàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ÑÈÓ-2 è ÑÈÓ-Ê ìå-òîäîì êðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåé âî âñåõ òî÷êàõ êîíòóðà ïðî�èëÿ, âêëþ÷àÿ åãî ïåðåäíþþè çàäíþþ êðîìêè.



Ìåòîä êðèâîëèíåéíûõ ïàíåëåé äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ... 61Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áåëîöåðêîâñêèé Ñ.Ì., Ëè�àíîâ È.Ê. ×èñëåííûå ìåòîäû â ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëü-íûõ óðàâíåíèÿõ. Ì.: Íàóêà, 1985.[2℄ �îðåëîâ Ä.Í.Ìåòîäû ðåøåíèÿ ïëîñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè êðûëà. Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî ÑÎ �ÀÍ, 2000.[3℄ �îðåëîâ Ä.Í. Îá èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ çàäà÷è îáòåêàíèÿ ïðî�èëÿ // Èçâ. �ÀÍ,ÌÆ�. 1992. � 2. Ñ. 173�177.[4℄ �îðåëîâ Ä.Í., Ñìîëèí Þ.Ñ. Ïðèìåíåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ê ðåøåíèþïëîñêèõ çàäà÷ òåîðèè êðûëà // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 1999. Ò. 4, � 5. Ñ. 24�29.[5℄ �îðåëîâ Ä.Í., �åäðååâ Ä.�. Ïðèìåíåíèå êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ äëÿ àíàëèòè÷åñêîãîïðåäñòàâëåíèÿ çàìêíóòîãî êîíòóðà, çàäàííîãî òàáëèöåé êîîðäèíàò // Ñèá. æóðí. èíäóñòð.ìàòåìàòèêè. 2005. Ò. 8, � 2. Ñ. 26�31.[6℄ �îðåëîâ Ä.Í., �åäðååâ Ä.�. Ïîñòðîåíèå êâàäðàòóðíîé �îðìóëû äëÿ ñèíãóëÿðíîãî èí-òåãðàëà ñ ÿäðîì Êîøè ïî êîíòóðó êðûëîâîãî ïðî�èëÿ // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 2006. Ò. 11,� 4. Ñ. 29�36. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 19 �åâðàëÿ 2008 ã.


