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Îïòèìèçàöèÿ ñòðóêòóðû ìàòðèö ìàññû è æåñòêîñòèäëÿ âåêòîðíîãî êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî áàçèñàíà îðòîãîíàëüíûõ ñåòêàõÌ.Â. Ïóçàíîâ, Ý.Ï. ØóðèíàÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îññèÿe-mail: misha.puzanov�gmail.om�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ âåêòîðíûõ áàçèñîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ íàîðòîãîíàëüíûõ ñåòêàõ â ïðîñòðàíñòâå H(rot,Ω), ïîçâîëÿþùèõ ìèíèìèçèðîâàòüêîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöàõ ìàññû è æåñòêîñòè ïðè ðåøåíèèíåñòàöèîíàðíûõ òðåõìåðíûõ çàäà÷ ýëåêòðîìàãíåòèçìà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, âåêòîðíûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,îðòîãîíàëèçàöèÿ áàçèñà.ÂâåäåíèåÌíîãèå íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è âû÷èñëèòåëüíîãî ýëåêòðîìàãíåòèçìà ïðè èñïîëüçîâà-íèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé äèñêðåòèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå H(rot, Ω) ïðèâîäÿò [1, 2℄ ê ðå-øåíèþ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

Ru + Ms ∂u

∂t
+ Me ∂2

u

∂t2
= f , (1)ãäå u =

n
∑

i=1

aiNi; Ni ∈ H(rot, Ω) � âåêòîðíûé áàçèñ, èñïîëüçóåìûé ïðè äèñêðåòèçàöèè;ìàòðèöû R, M1, M2 � êâàäðàòíûå, ðàçìåðíîñòè n. Â ñëó÷àå, åñëè u ñîîòâåòñòâóåò ïîëþ
E, òî

Rij =

∫

Ω

µ−1
rotNi · rotNj, Ms

ij =

∫

Ω

σNi · Nj, Me
ij =

∫

Ω

εNi · Nj;åñëè æå u ñîîòâåòñòâóåò ïîëþ H, òî
Rij =

∫

Ω

ε−1
rotNi · rotNj, Ms

ij =

∫

Ω

ε−1µσNi · Nj, Me
ij =

∫

Ω

µNi · Nj.Âûáîð ñõåìû äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ (1) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò òî÷-íîñòü, óñòîé÷èâîñòü è âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è.Èñïîëüçîâàíèå íåÿâíûõ ñõåì ïî âðåìåíè (ñõåìû Íüþìàðêà, Êðàíêà�Íèêîëñîíà,Àäàìñà�Ìîëòîíà è äð.) òåîðåòè÷åñêè ïðèâîäèò ê áåçóñëîâíî óñòîé÷èâîìó âû÷èñëè-òåëüíîìó ïðîöåññó, êîòîðûé òðåáóåò ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé) ñ ìàòðèöåé âèäà aR + bMε + cMs, a, b, c ∈ R, íà êàæäîì øàãå ïîâðåìåíè. Â ñëó÷àå ìàëûõ âðåìåíí�ûõ øàãîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ïðè© Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 2009.105



106 Ì.Â. Ïóçàíîâ, Ý.Ï. Øóðèíàáûñòðî è çíà÷èòåëüíî èçìåíÿþùåìñÿ âî âðåìåíè èñòî÷íèêå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿýòà ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü êðàéíå çàòðàòíîé â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå.Èçâåñòíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ÿâíîé ñõåìû ïî âðåìåíè ïðèâîäèò ê óñëîâíî óñòîé÷è-âîìó âû÷èñëèòåëüíîìó ïðîöåññó, â êîòîðîì óñòîé÷èâîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåìÊóðàíòà. Ïðèìåíåíèå ÿâíîé ñõåìû òðåáóåò ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ìàòðèöåé âèäà pMε +
qMs, p, q ∈ R, íà êàæäîì øàãå. Òàêèì îáðàçîì, óìåíüøåíèå ìåðû îáóñëîâëåííîñòèìàòðèöû ìàññû M, Mij =

∫

Ω

Ni ·Nj è êîëè÷åñòâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â íåé ñïîñîá-ñòâóåò ñíèæåíèþ çàòðàò âðåìåíè âû÷èñëåíèé è íåîáõîäèìîé ïàìÿòè.Âåêòîðíûé ÌÊÝ [3 � 6℄ ïðåäîñòàâëÿåò íåêîòîðûå âîçìîæíîñòè êîíñòðóèðîâàíèÿ áà-çèñîâ (â H(rot, Ω) è H(div, Ω)), ïðèâîäÿùèõ ê óìåíüøåíèþ ÷èñëà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîââ ãëîáàëüíûõ ìàòðèöàõ æåñòêîñòè è ìàññû è îáåñïå÷èâàþùèõ ý��åêòèâíîå îáðàùåíèåìàòðèöû ìàññû.Îïòèìàëüíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà, êîòîðûé�îðìèðîâàë áû äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó M . Äîñòèãíóòü ýòîãî ïðè àíàëèòè÷åñêîì âû÷èñ-ëåíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ñîõðàíèòü òàíãåíöèàëüíóþ íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.Â [7, 8℄ ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ìàññû ê äèàãîíàëüíîìó âèäó çàìå-íîé òî÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðèáëèæåííîéïðîöåäóðîé, èñïîëüçóþùåé êâàäðàòóðû �àóññà�Ëåæàíäðà èëè �àóññà�Ëîáàòòî. Âñåïîëèíîìû, �îðìèðóþùèå áàçèñíûå �óíêöèè, îðòîãîíàëüíû íà ñèñòåìå óçëîâ èíòå-ãðèðîâàíèÿ. Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê íåêîòîðîé ïîòåðå òî÷íîñòè, êîòîðàÿ, îäíàêî,ìîæåò áûòü íèâåëèðîâàíà äîñòàòî÷íî âûñîêèì ïîðÿäêîì ïîëèíîìîâ. Îñíîâíîå ïðåèìó-ùåñòâî äàííîãî ìåòîäà â òîì, ÷òî îí ïðèìåíèì è ê íåîðòîãîíàëüíûì ãåêñàýäðàëüíûìñåòêàì.Äðóãîé ñïîñîá óìåíüøåíèÿ çàòðàò íà îáðàùåíèå ìàòðèöû ìàññû � åå ïðèáëèæåííîåîáðàùåíèå [9℄, â êîòîðîì èç ìàòðèöû K = M−1 óäàëÿþòñÿ ýëåìåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèåêðèòåðèþ |kij| <
maxs Kss

minq Kqq

. Ýòîò âàðèàíò, ñîîòâåòñòâóþùèé îáëàñòÿì ñ îäíîðîäíûìè�èçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ìîæåò äàâàòü ïëîõóþ àïïðîêñèìàöèþ M−1 â ñëó÷àå ñèëüíîìåíÿþùèõñÿ êîý��èöèåíòîâ ε, σ è µ.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí íîâûé ïîäõîä, ñîñòîÿùèé â ïîñòðîåíèèáàçèñà, â êîòîðîì íåîðòîãîíàëüíî ëèøü íåñêîëüêî �óíêöèé íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå;îñòàëüíûå �óíêöèè îðòîãîíàëüíû â ñìûñëå àíàëèòè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,÷òî ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü èíòåðïîëÿöèîííûå ñâîéñòâà ñòàíäàðòíîãî áàçèñà. Êðîìå òîãî,èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î òðóäîåìêîñòè òî÷íîãî îáðàùåíèÿ ìàòðèöû ìàññû, êîòîðîå ïîçâî-ëÿåò èçáåæàòü ðåøåíèÿ ÑËÀÓ íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå.1. Îðòîãîíàëèçàöèÿ âåêòîðíîãî áàçèñà1.1. Òî÷íàÿ îðòîãîíàëèçàöèÿÎáîçíà÷èì S
p(a, b) ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà íå âûøå p, îïðåäåëåííûõ íà îò-ðåçêå [a, b], ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v) =

b
∫

a

u(x) · v(x)dx. (2)



Îïòèìèçàöèÿ ñòðóêòóðû ìàòðèö ìàññû è æåñòêîñòè äëÿ âåêòîðíîãî... 107Ïóñòü íà îòðåçêå [0, 1] çàäàíû òî÷êè Qp
x = {x0, ..., xp} òàêèå, ÷òî 0 = x0 < x1 <

... < xp−1 < xp = 1. Òîãäà íàáîð èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ Ëàãðàíæà èç S
p(0, 1)çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
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(xi − xj)
. (3)Îïðåäåëèì ïàðàëëåëåïèïåèäàëüíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò êàê ìíîæåñòâî

E = {(x, y, z) | x0 < x < xp, y0 < y < yp, z0 < z < zp}. (4)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåäåì Qp
y è Qp

z. Òîãäà ïðîñòåéøèé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà �óíê-öèé èç H(rot, E) íà ýëåìåíòå (4) èìååò âèä
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(5)ãäå i = 0, p − 1, j, k = 0, p, eu � åäèíè÷íûé îðò, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè êîîðäèíàò u.Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ïîëèíîìû, îïðåäåëåííûå íàîñè êîîðäèíàò, ñîâïàäàþùåé ñ íàïðàâëåíèåì áàçèñíîé �óíêöèè (ò. å. Lp−1
i (x, Qp−1
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y è Lp−1

i (z, Qp−1
z ) � â îïðåäå-ëåíèè N

(p)ijk
z ), íîðìàëüíûìè, à âñå îñòàëüíûå òàíãåíöèàëüíûìè.Èç îïðåäåëåíèÿ (5) âèäíî, ÷òî ÷èñëî ëîêàëüíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé íà îäíîì ýëå-ìåíòå ñîñòàâëÿåò 3p(p + 1)2. Äëÿ ñëó÷àÿ p = 1 �óíêöèè (5) ïðåâðàùàþòñÿ â õîðîøîèçâåñòíûå edge-�óíêöèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè p > 1 áàçèñíûå �óíêöèè (5) íåòîëüêî àññîöèèðóþòñÿ ñ ðåáðàìè, íî è ìîãóò áûòü âíóòðåííèìè, ò. å. ìîãóò íå èìåòüíåíóëåâûõ òàíãåíöèàëüíûõ ñëåäîâ íà ãðàíèöå êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.Ïîñêîëüêó ñ ðîñòîì ïîðÿäêà áàçèñà ðàñòåò çàïîëíåííîñòü ìàòðèöû ìàññû íåíóëå-âûìè ýëåìåíòàìè, àêòóàëüíî ïîñòðîåíèå òàêîãî áàçèñà N

p
u, êîòîðûé, ñ îäíîé ñòîðîíû,îáëàäàë áû õîðîøèìè èíòåðïîëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè, ñ äðóãîé � ìèíèìèçèðîâàë áûêîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöå ìàññû, óâåëè÷èâàë áû äèàãîíàëüíîå ïðå-îáëàäàíèå è ñíèæàë áû åå îáóñëîâëåííîñòü. Ïîýòîìó íèæå ðàññìîòðèì çàäà÷ó âûáîðàïîëèíîìîâ Lp

j (x, Q) áîëåå ïîäðîáíî.Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ êîíñòðóêöèè áàçèñà íå èìååò çíà÷åíèÿ êîíêðåòíûé âèä
Lp

k. Ýòî ïîçâîëÿåò âàðüèðîâàòü èõ êîý��èöèåíòû ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ áàçèñíûõ �óíê-öèé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè, ëó÷øèìè ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé äèñêðå-òèçàöèè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàòðèö ìàññû ñ ìàëûì ÷èñëîì îáóñëîâëåííî-ñòè èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìû, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ íåðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì óçëîâ
a = x0 < x1 < ... < xp−1 < xp = b. Èç òåîðèè àïïðîêñèìàöèè èçâåñòíî [10, 11℄, ÷òîìèíèìèçàöèÿ êîíñòàíòû Ëåáåãà

Λ(Q) = max
x∈[0,1]

p
∑

i=0

Lp
i (x, Q) (6)îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê Q, îïòèìàëüíîå ñ òî÷êè çðåíèÿ îáóñëîâëåííîñòè ìàò-ðèöû ìàññû. Ñóáîïòèìàëüíûì â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèå êîðíåé ïîëèíîìîâ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà, îïðåäåëÿåìîå (íà îòðåçêå [0, 1]) ñîîòíîøåíèåì

{

xi = −
cos[(2i + 1)π/(2p + 2)]

cos[π/(2p + 2)]
+

1

2
, i = 0, p

}

. (7)



108 Ì.Â. Ïóçàíîâ, Ý.Ï. ØóðèíàÂûáîð ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà â êà÷åñòâå íîðìàëüíûõ ïîëèíîìîâ îïòèìàëåí ñ òî÷-êè çðåíèÿ ñòðóêòóðû ìàòðèöû ìàññû. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, ïîìèìî îðòîãîíàëüíîñòè,ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü èåðàðõè÷åñêèé áàçèñ. Íà îòðåçêå [0, 1] îíè ïðèíèìàþò âèä
l̄p(x) =

√

2p + 1 lp−1(2x − 1), (8)ãäå lp(x) îïðåäåëÿåòñÿ íà îòðåçêå [−1, 1] ñòàíäàðòíûì îáðàçîì [12℄:














l0(x) = 1,
l1(x) = x,

lp+1(x) =
2p + 1

p + 1
x lp(x) −

p

p + 1
lp−1(x).

(9)Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíûé áàçèñ ââîäèòñÿ êàê
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j (y, Q)Lp
k(z, Q) · ex,

N
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j(z, Q)Lp
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N
(p)ijk
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(10)Â ïðèíöèïå, â êà÷åñòâå íîðìàëüíûõ ïîëèíîìîâ âìåñòî ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ìîãóòáûòü èñïîëüçîâàíû ëþáûå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû, îäíàêî â ýòîì íåò îñîáîãî ñìûñëà.Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è óïðîùåíèÿ ìàòðèöû ìàññû � ïîñòðîåíèå îðòîãîíàëü-íîãî âåêòîðíîãî áàçèñà, â ðåçóëüòàòå ìàòðèöà ìàññû ñòàíîâèòñÿ äèàãîíàëüíîé. Òàê êàêðåçóëüòèðóþùèé áàçèñ äîëæåí îáëàäàòü òàíãåíöèàëüíîé íåïðåðûâíîñòüþ, íåîáõîäè-ìî íàëîæèòü íà òàíãåíöèàëüíûå ïîëèíîìû äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ: îíè äîëæíûîáåñïå÷èâàòü íåïðåðûâíîñòü èíòåðïîëèðóåìîé �óíêöèè.Îêîí÷àòåëüíî, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü äâå ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ íà
[0, 1]:1) ñèñòåìà íîðìàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ áåç îãðàíè÷åíèé (â êà÷åñòâå ïðè-ìåðà óæå ïðèâåäåíû ïîëèíîìû Ëåæàíäðà);2) ñèñòåìà òàíãåíöèàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ, îáåñïå÷èâàþùàÿ íåïðåðûâ-íîñòü èíòåðïîëèðóåìîé �óíêöèè â òî÷êàõ 0 è 1.Âî âòîðîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ íàéòè ïîëèíîìû Li ∈ S

p(0, 1), i = 0, p, òàêèå, ÷òî






L0(0) = 1, L0(1) = 0,
Li(0) = Li(1) = 0, i = 1, p − 1,
Lp(0) = 0, Lp(1) = 1.

(11)Äëÿ ýòîãî Li, i = 0, p, ñëåäóåò èñêàòü â âèäå






L0(x) = (1 − x)M0(x),
Li(x) = x(1 − x)Mi(x), i = 1, p − 1,
Lp(x) = xMp(x).

(12)Çäåñü M0, Mp ∈ S
p−1(0, 1), Mi ∈ S

p−2(0, 1), i = 1, p − 1, ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Èìååòìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 1. Îðòîãîíàëüíàÿ, ò. å. îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ∀i, j = 0, p,
{

(Li, Lj) = 0, i 6= j,
(Li, Lj) 6= 0, i = j,

(13)
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(Li, Li) 6= 0, i = 0, p,
(L0, Li) = (Lp, Li) = 0, i = 1, p − 1,
(Li, Lj) = 0, i 6= j, i, j = 1, p − 1,
(L0, Lp) 6= 0.

(14)Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî ïîñòðîèòü ñèñòåìó (12), â êîòîðîé îðòîãîíàëüíû âñå ïîëè-íîìû, êðîìå L0 è Lp (èëè ëþáîé äðóãîé ïàðû).Äîêàçàòåëüñòâî. Íåâîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî.Ïóñòü ïîñòðîåíà îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà L0, ..., Lp−1. Áóäåì èñêàòü Lp â âèäå
Lp(x) = x

(

p−1
∑

j=0

αjx
j

)

.Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ Lp ïîëó÷àåì p óðàâíåíèé âèäà (Li, Lp) = 0 èëè ∀i = 0, p − 1:
p−1
∑

j=0

αj(Li, x
j) = 0. (15)Ìàòðèöà M ñ êîý��èöèåíòàìè Mij = (Li, x

j) � êâàäðàòíàÿ ðàçìåðíîñòè p. Òàê êàê Liëèíåéíî íåçàâèñèìû, xj ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ñòðîêè M òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû.Ñëåäîâàòåëüíî, ÑËÀÓ (15) ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøå-íèå.Êîíñòðóèðîâàíèå ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (14), ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõøàãîâ:1) ñòðîèòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà L1, ..Lp−1 ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû�ðàìà�Øìèäòà. Ïîñêîëüêó ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ �èíèòíûõ �óíêöèé �èíèòíà, òîäîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ñèñòåìû âçÿòü ëþáûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïîëèíîìûâèäà x(1 − x)Mj(x), Mj ∈ S
p−2(0, 1), j = 1, p − 1;2) ñòðîèòñÿ L0:

W0 = (1 − x)M0(x), M0 ∈ S
p−1(0, 1),

R0 = W0 −
p−1
∑

i=1

(Li, W0)W0,

L0 = R0/R0(0);

(16)3) ñòðîèòñÿ Lp:
Wp = xMp(x), Mp ∈ S

p−1(0, 1),

Rp = Wp −
p−1
∑

i=1

(Li, Wp)Wp,

Lp = Rp/Rp(1).

(17)1.2. Ïðèáëèæåííàÿ îðòîãîíàëèçàöèÿÏîëèíîìû si ∈ S
p(a, b), i = 1, k, íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè íà ñèñòåìå òî÷åê

zq ∈ [a, b], q = 1, m, åñëè ∀i 6= j, i, j = 1, k, q = 1, m:
si(zq) · sj(zq) = 0. (18)
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< u, v >N=

N
∑

i=0

wi u(xi) · v(xi). (19)Çäåñü òî÷êè xi è âåñà wi áåðóòñÿ èç êâàäðàòóð �àóññà èëè �àóññà�Ëîáàòòî [7℄. Êðîìåòîãî, ïîëèíîìû Li(x) ∈ S
p(a, b) èç îïðåäåëåíèÿ (5) ñòðîÿòñÿ îðòîãîíàëüíûìè íà ñèñòå-ìå òî÷åê xi, â ýòîì ñëó÷àå < Li, Lj >p+1= 0, i 6= j. Åñëè ïîðÿäîê ïîëèíîìîâ äîñòàòî÷íîâûñîê, òî �îðìà (19) äîñòàòî÷íî òî÷íî àïïðîêñèìèðóåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (2).Äëÿ òàíãåíöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ ñèñòåìà òî÷åê xi äîëæíà âêëþ÷àòü òî÷êè 0 è 1, ïî-ýòîìó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êâàäðàòóðû �àóññà�Ëîáàòòî [13℄. Èñïîëüçîâàíèå òî÷åêêâàäðàòóðû �àóññà äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíûõ ïîëèíîìîâ öåëåñîîáðàçíî òîëüêî äëÿñëó÷àÿ íåîðòîãîíàëüíûõ ñåòîê, â ñëó÷àå æå îðòîãîíàëüíîé ñåòêè ìîæíî èñïîëüçîâàòüïîëèíîìû îðòîãîíàëüíûå â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (2).2. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíòÖåëü ýêñïåðèìåíòà � ñðàâíåíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ, à òàêæåâû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Bp � ñòàíäàðòíûéáàçèñ, â êîòîðîì â êà÷åñòâå íîðìàëüíûõ è òàíãåíöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ èñïîëüçóþòñÿ ïî-ëèíîìû Ëàãðàíæà ñ êîðíÿìè â óçëàõ, îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèåì (7); Bp

or � áàçèñ, âêîòîðîì ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ïðèìåíÿþòñÿ â êà÷åñòâå íîðìàëüíûõ ïîëèíîìîâ è ïîëè-íîìû, îïðåäåëåííûå óðàâíåíèÿìè (14), � â êà÷åñòâå òàíãåíöèàëüíûõ; Bp
gl � áàçèñ, âêîòîðîì íîðìàëüíûå ïîëèíîìû � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, à òàíãåíöèàëüíûå ïîëèíîìû� ýòî ïîëèíîìû, îðòîãîíàëüíûå íà ñèñòåìå òî÷åê êâàäðàòóðû �àóññà�Ëîáàòòî.Â êà÷åñòâå ïåðâîãî òåñòà ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ïðèáëèæåíèÿ âåêòîðíîé �óíêöèèâèäà

f(x, y, z) =





sin(xyz + sin(x) cos(z))
cos(xyz − sin(y) cos(x))
exyz−1



 (20)íà åäèíñòâåííîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå [0, 1] × [0, 1] × [0, 1]. Â òàêîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ ðå-øèòü ÑËÀÓ Mx = z, ãäå zi = (f ,Ni). Äëÿ äàííîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðå-äåëåííîé ìàòðèöû A ÷åðåç ξ(A) =
λmax(A)

λmin(A)
îáîçíà÷èì åå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè (çäåñü

λmin(A) è λmax(A) � íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå ñîáñòâåííûå ÷èñëà), ÷åðåç nz(A) � ÷èñëîíåíóëåâûõ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A. Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ: Mp �ìàòðèöà ìàññû äëÿ áàçèñà Bp, Mp
or � ìàòðèöà ìàññû äëÿ áàçèñà Bp

or, Mp
gl � äèàãîíàëü-íàÿ ìàòðèöà ìàññû äëÿ áàçèñà Bp

gl, e
p, e

p
or è e

p
gl � ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñàì îøèáêèàïïðîêñèìàöèè. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ÷èñëà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöàõ

Mp è Mp
or, ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè è íîðìû îøèáîê äëÿ áàçèñîâ ïîðÿäêîâ p = 1, 6.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû òå æå âåëè÷èíû äëÿ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè [0, 1] × [0, 1] × [0, 1]íà âîñåìü ðàâíûõ êóáè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. �àçáèåíèå �îðìèðóåòñÿ äåëåíèåìêàæäîé èç ñòîðîí ïîïîëàì. Äëÿ èññëåäóåìûõ áàçèñîâ èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêàïîãðåøíîñòè [3, 4℄

||u− Πp
u||H(rot,Ω) ≤ Chp||u||(Hp+1(Ω))3 ,
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p N nz(Mp) nz(Mp

or) ξ(Mp) ξ(Mp
or) ||ep||L2 ||ep

or||L2 ||ep
gl||L21 12 36 36 8.99 8.99 0.267318 0.267318 �2 54 918 96 137.7 143.4 0.0326764 0.0326764 0.03323243 144 6768 180 261 394.7 0.00553697 0.00553697 0.005539394 300 29700 288 394.3 867 0.000851805 0.000851805 0.0008531015 540 96660 420 703.5 1440 9.9662e-05 9.9662e-05 9.96709e-056 882 258426 576 1148 2401 1.27609e-05 1.27609e-05 1.27661e-05Ò à á ë è ö à 2. Ñðàâíåíèå áàçèñîâ äëÿ âîñüìè ýëåìåíòîâ

p N nz(Mp) nz(Mp
or) ξ(Mp) ξ(Mp

or) ||ep||L2 ||ep
or||L2 ||ep

gl||L21 54 240 240 13.8 13.8 0.133513 0.133513 �2 300 6636 672 65.4 91.4 0.00839971 0.00839971 0.008536543 882 51012 1296 182 240 0.000731928 0.000731928 0.0007325914 1944 228552 2112 379.5 600 5.34082e-05 5.34082e-05 5.34827e-055 3630 752520 3120 684 1260 3.2368e-06 3.2368e-06 3.23774e-066 6084 2026260 4320 1125 2352 2.10231e-07 2.10231e-07 2.10297e-07ãäå h � õàðàêòåðíûé ðàçìåð êîíå÷íîãî ýëåìåíòà. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìèâû÷èñëåíèé, ïðèâåäåííûìè â òàáë. 2.Äëÿ àíàëèçà âðåìåííûõ çàòðàò äëÿ êàæäîãî âèäà áàçèñà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìîäå-ëèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî òðåõìåðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå:






rot rotH+ µσ
∂H

∂t
+ µε

∂2
H

∂t2
= rotJ0,

H × n|∂Ω = 0,
(21)â îáëàñòè Ω = [−50, 50] × [−50, 50] × [−50, 50] (ðèñ. 1). Èñòî÷íèê ïîëÿ � òîíêàÿ ïðÿìî-óãîëüíàÿ ïåòëÿ íà ãðàíèöå îáëàñòåé Ω1 è Ω2. Ïðè ýòîì ε(Ω1) = ε(Ω2) = ε0, σ(Ω1) = 0,

σ(Ω2) = 1. Çàäà÷à â òàêîé ïîñòàíîâêå îïèñûâàåò äîâîëüíî øèðîêèé êëàññ ïðîáëåì,âîçíèêàþùèõ â ãåîýëåêòðèêå.Ñèëà òîêà çàäàåòñÿ �óíêöèåé I(t), ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 2:
I(t) =















f(t), t ∈ [0, T ],
I0, t ∈ (T, 4T ),
g(t), t ∈ [4T, 5T ],
0, t > 5T,

(22)ãäå f(t) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ, f(0) = 0, f(T ) = I0, g(t) � ìîíîòîííîóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, g(4T ) = I0, g(5T ) = 0.Ïîñëå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé äèñêðåòèçàöèè ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
RH + Ms ∂H

∂t
+ Me ∂2

H

∂t2
= f , (23)ãäå

Rij =
∫

Ω

rotNi · rotNj dΩ, Ms
ij =

∫

Ω

µσNi ·Nj dΩ,

Me
ij =

∫

Ω

µεNi · Nj dΩ, fi =
∫

Ω

rotJ0 · Ni dΩ.
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�èñ. 1. Îáëàñòü ìîäåëèðîâàíèÿ Ω �èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñèëû òîêà îò âðåìåíèC ó÷åòîì òîãî, ÷òî
∫

Ω

rotJ0 · Ni dΩ =

∫

Ω

J0 · rotNi dΩ +

∫

Ω

div (J0 × Ni) dΩè
∫

Ω

div (J0 × Ni) dΩ =

∫

∂Ω

(J0 × Ni) · n dS = 0,âû÷èñëåíèå fi äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íî òîíêîãî ïðîâîäíèêà ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó îäíî-ìåðíîìó èíòåãðàëó.ßâíàÿ ñõåìà ïî âðåìåíè äëÿ óðàâíåíèÿ (23) èìååò âèä
RHn +

1

∆tn+1
Ms

(

H
n+1 −H

n
)

+

+Me

(

2

∆tn+1sn

H
n+1 −

2

∆tn+1∆tn
H

n +
2

∆tnsn

H
n−1

)

= fn, (24)ãäå ∆tn = tn − tn−1, sn = ∆tn + ∆tn+1, èëè
H

n+1 =

[

1

∆tn+1

Ms +
2

∆tn+1sn

Me

]−1

×

×

[

fn +

(

−R +
1

∆tn+1
Ms +

2

∆tn+1∆tn
Me

)

H
n −

2

∆tnsn

Me
H

n−1

]

. (25)Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (23) áóäåì èñïîëüçîâàòü ñõåìó (25) â ñî÷åòàíèè ñ áàçèñîì ñíåïîëíîé îðòîãîíàëèçàöèåé è áàçèñîì, îðòîãîíàëüíûì íà ñèñòåìå òî÷åê �àóññà�Ëî-áàòòî. Öåëüþ ñðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâèòü:� çàòðàòû ïàìÿòè (÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöàõ ìàññû è æåñòêîñòè);� âîçìîæíîñòü òî÷íîãî îáðàùåíèÿ ìàòðèöû ìàññû è âðåìåííûå çàòðàòû íà íåãî.Ïðè äèñêðåòèçàöèè (23) èñïîëüçóåì ñåòêó 10×10×10 ýëåìåíòîâ. Áóäåì îáîçíà÷àòü÷åðåç ssk(A) � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, êîòîðîå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â ìàòðèöå
A−1. Ôàêòè÷åñêè, ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ A ïðè ïåðåâîäå åå â ïðî�èëüíûé�îðìàò (áîëåå ðàñïðîñòðàíåííîå íàçâàíèå �îðìàòà � SSK [14℄). �àñ÷åòû äëÿ ñòàí-äàðòíîãî áàçèñà íå ïðîâîäèëèñü, ïîñêîëüêó åãî èñïîëüçîâàíèå çàâåäîìî áîëåå çàòðàòíî
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p N nz(Mp

or) nz(Rp
or) nz(Rp

gl) ssk(Mp
or) tor, tgl,2 21 660 51 840 861 600 476 064 15 898 060 2151 513 75 690 106 560 4360 680 2825 064 12 6336 627 8753 1694 182 520 180 480 14 563 200 10 348 416 544 551 216 35 352 4615 360 150 273 600 38 220 600 28 841 400 1684 461 475 114 796 10916 626 580 385 920 85 554 720 67 339 296 4229 360 172 279 238 2324è íå äàåò íèêàêîãî âûèãðûøà â òî÷íîñòè. Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû äàííûå î ðàçìåðíîñòÿõ è÷èñëå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöàõ ìàññû è æåñòêîñòè, à òàêæå âðåìÿ ðåøåíèÿ äëÿ7500 èòåðàöèé ïî âðåìåíè ñ øàãîì 10−10 . Çíà÷åíèå T ïîëàãàëîñü ðàâíûì 10−7, σ = 1.Ïðè èñïîëüçîâàíèè áàçèñàBp

or äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ìàòðèöåé Mp
or èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîäñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ òðåáîâàíèåì óìåíüøåíèÿ íåâÿçêè â 1016 ðàç è îãðàíè÷åíèåìíà ÷èñëî èòåðàöèé, ðàâíûì 2000. Ïðè ðåàëèçàöèè èñïîëüçîâàëîñü ðàñïàðàëëåëèâàíèåîñíîâíûõ îïåðàöèé (óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð, ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ,ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ïð.) ñ ïîìîùüþ òåõíîëîãèè OpenMP. �åçóëüòàòû èçìåðåíèéâðåìåíè ïðèâåäåíû äëÿ òåñòîâ íà ìàøèíå ñ ÷åòûðåõúÿäåðíûì ïðîöåññîðîì Intel Core2 Quad 6600 ñ ðàñïàðàëëåëèâàíèåì íà ÷åòûðå ïîòîêà.Èç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:� òî÷íîå îáðàùåíèå ìàòðèöû ìàññû íåöåëåñîîáðàçíî, ïîñêîëüêó ÷èñëî ýëåìåíòîâ âìàòðèöå ssk(Mp

or) îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âûñîêèì íåñìîòðÿ íà ìàëîå èñõîäíîå ÷èñëîýëåìåíòîâ â ìàòðèöå M (äåéñòâèòåëüíî, ïîëíîå LLT - èëè LDLT -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû,ñîäåðæàùåé ïðèìåðíî 0.5 · 109 ýëåìåíòîâ, ïîòðåáóåò 1013 −1014 ñëîæåíèé è óìíîæåíèé,à îáðàòíàÿ ïîäñòàíîâêà � 0.5 · 109 ñëîæåíèé è óìíîæåíèé, ÷òî ñóùåñòâåííî ñëîæíåå,÷åì äàæå ìíîãîêðàòíîå ðåøåíèå ÑËÀÓ ñ ìàòðèöåé M);� ðåøåíèå çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì áàçèñà Bp
or ïðèáëèçèòåëüíî â 50�120 ðàç áî-ëåå çàòðàòíî ïî âðåìåíè âû÷èñëåíèé è ïðèìåðíî íà 30�50 % � ïî îáúåìó ïàìÿòè.Åñòåñòâåííî, ÷òî ïîäîáíûå çàòðàòû ñâÿçàíû ñ òðåáîâàíèåì äîñòàòî÷íî êà÷åñòâåííîãîðåøåíèÿ ÑËÀÓ íà êàæäîì øàãå. Â áîëüøèíñòâå ðåàëüíûõ ñëó÷àåâ äîñòàòî÷íî ðåøå-íèÿ ÑËÀÓ ñ òðåáîâàíèåì óìåíüøåíèÿ íîðìû íåâÿçêè â 108 − 1010 ðàç, êðîìå òîãî, íàñêîðîñòü ðåøåíèÿ ÑËÀÓ áîëüøîå âëèÿíèå îêàçûâàåò âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ(êîòîðîå ìîæíî íàõîäèòü, íàïðèìåð, ýêñòðàïîëÿöèåé), à òàêæå âûáîð ïðåäîáóñëîâëèâà-òåëÿ. Èññëåäîâàíèå ýòîãî âîïðîñà, ïðåäïîëîæèòåëüíî, ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòüâðåìÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ìàòðèöåé Mp

or è ñäåëàòü åãî ñðàâíèìûì ñ âðåìåíåì óìíîæåíèÿìàòðèöû R íà âåêòîð.Íà ðèñ. 3�7 ïîêàçàíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòåé Hz(t) â òî÷êå (5, 0, 0) íà äíåâíîé ïîâåðõ-íîñòè. Êàê âèäíî, ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà áàçèñàõB2
or èB2

gl, çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþòñÿ.Êðîìå òîãî, êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ïîâåäåíèÿ ïîëÿ äëÿ ýòèõ äâóõ áàçèñîâ íå ñîîòâåò-ñòâóåò �èçèêå ïðîöåññà: íà îòðåçêå t ∈ [0, 10−6] âåëè÷èíà |Hz(t)| äîëæíà ìîíîòîííîâîçðàñòàòü, ÷åãî íå âèäíî íà ðèñ. 3. Èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî èñïîëüçîâàòüáàçèñ B2
gl íåöåëåñîîáðàçíî â ñèëó íèçêîé òî÷íîñòè. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ïðèìåíåíèåáàçèñîâ ïÿòîãî è øåñòîãî ïîðÿäêîâ íå äàåò îñîáûõ ïðåèìóùåñòâ, îäíàêî ÷ðåçâû÷àé-íî óñëîæíÿåò âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîöåäóðó. Ìîæíî, òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîñîâîêóïíîñòè òî÷íîñòè è âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò äëÿ çàäà÷ ïîäîáíîãî êëàññà ëó÷øåâñåãî èñïîëüçîâàòü áàçèñ B4

gl (èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå B3
gl îøèáêà, îáóñëîâëåí-íàÿ êîíñòðóêöèåé áàçèñà, âñå åùå äîñòàòî÷íî âåëèêà) è ïðè íåîáõîäèìîñòè èçìåëü÷àòü
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�èñ. 3. Hz(t̃), t̃ = 107t, â òî÷êå M äëÿ áàçèñîâB2
or (ãðà�èê S1) è B2

gl (ãðà�èê S2) �èñ. 4. Hz(t̃), t̃ = 107t, â òî÷êå M äëÿ áàçèñîâB3
or (ãðà�èê S1) è B3

gl (ãðà�èê S2)

�èñ. 5. Hz(t̃), t̃ = 107t, â òî÷êå M äëÿ áàçèñîâB4
or (ãðà�èê S1) è B4

gl (ãðà�èê S2) �èñ. 6. Hz(t̃), t̃ = 107t, â òî÷êå M äëÿ áàçèñîâB5
or (ãðà�èê S1) è B5

gl (ãðà�èê S2)

�èñ. 7. Hz(t̃), t̃ = 107t â òî÷êå M äëÿ áàçèñîâB6
or (ãðà�èê S1) è B6

gl (ãðà�èê S2) �èñ. 8. H â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ y = 0 äëÿáàçèñà B3
or



Îïòèìèçàöèÿ ñòðóêòóðû ìàòðèö ìàññû è æåñòêîñòè äëÿ âåêòîðíîãî... 115ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó. Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåí âèä ðåøåíèÿ H â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ
y = 0 äëÿ áàçèñà Bp

or è p = 3, ïîëó÷åííûé àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì íà ñåòêå 30 × 30 × 30ýëåìåíòîâ.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ââåäåí è èññëåäîâàí áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H(rot, Ω), êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñ èñïîëü-çîâàíèåì ÷àñòè÷íî îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòüâû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íà îðòîãîíàëüíûõ ñåòêàõ.Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ áàçèñîì, ïðåäëîæåííûì â [7℄ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûéáûë âïîëíå óñïåøíî ïðèìåíåí ê çàäà÷å â îáëàñòè, ñîäåðæàùåé σ 6= 0.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Bossavit A. Computational eletromagnetism. Variational formulation, omplementary, edgeelements. San Diego: Aad. Press, 1998.[2℄ Hiptmair R. Finite elements in omputational eletromagnetism // Ata Numera. 2002. N 11.P. 237�339.[3℄ Nedele J.C. Mixed �nite elements in R3 // Numer. Meth. 1980. Vol. 35. P. 315�341.[4℄ Nedele J.C. A new family of mixed �nite elements in R3 // Numer. Meth. 1986. Vol. 50.P. 57�81.[5℄ Graglia R.D., Wilton D.R., Peterson A.F. Higher order interpolatory vetor bases foromputational eletromagnetis // IEEE Trans. Antennas and Propagation. 1997. Vol 45, N 3.P. 329�342.[6℄ Rodrigue G., White D. A vetor �nite element time-domain method for solving Maxwell'sequations on unstrutured hexahedral grids // SIAM J. Si. Comp. 2001. Vol. 23, N 3.P. 683�706.[7℄ Fisher A., Rieben R.N., Rodrigue G.H., White D.A. A generalized mass lumpingtehnique for vetor �nite-element solution of the time-dependent Maxwell equations // IEEETrans. on Antennas and Propagation. 2005. Vol. 53, N 9. P. 2900�2910.[8℄ Jensen M.S. High onvergene order �nite elements with lumped mass matrix // Int. J.Numer. Meth. Eng. 1996. Vol. 39, N 2. P. 1879�1888.[9℄ He B., Teixeira F.L. Sparse and expliit FETD via approximate inverse hodge (mass)matrix // IEEE Mirowave and Wireless Components Letters. 2006. Vol. 16, N 6. P. 348�350.[10℄ Brutman L. Lebesgue funtions for polynomial interpolation � a survey // Annals of Numer.Math. 1997. Vol. 4. P. 694�704.[11℄ Rieben R., White D., Rodrigue G. Generalized high order interpolatory 1-form bases foromputational eletromagnetis // Proeedings of the 2002 IEEE International Antennas andPropagation Symposium. San Antonio, Texas. 2002. Vol. 4. P. 686�689.[12℄ Vosse F.N. van de, Minev P. Spetral element methods: theory and appliations //Eindhoven University of Tehnology Report 96-W-001 ISBN 90-236-0318-5. 1996.[13℄ Áàõâàëîâ Í.Ñ. ×èñëåííûå ìåòîäû. Ì.: Íàóêà, 1973. Ò. 1.[14℄ Saad Y. Iterative Methods for Sparse Linear Systems. Boston: PWS Publishing Company,1996. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20 �åâðàëÿ 2008 ã.,â ïåðåðàáîòàííîì âèäå � 3 äåêàáðÿ 2008 ã.


