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�åàëèçàöèÿ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿòðåõìåðíûõ çàäà÷ êîíâåêöèè∗A.Ô. ÂîåâîäèíÈíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: voevodin�hydro.ns.ruO.Í. �îí÷àðîâàÀëòàéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Áàðíàóë, �îññèÿe-mail: gon�math.asu.ru×èñëåííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà èäåå ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì,ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèé æèäêîñòè â òðåõìåðíûõîáëàñòÿõ ñ òâåðäûìè íåïðîíèöàåìûìè ãðàíèöàìè. �àñùåïëåíèå íà êîíâåêòèâíûéè äè��óçèîííûé ïåðåíîñû ïðîâîäèòñÿ äëÿ óðàâíåíèé êîíâåêöèè, çàïèñàííûõ âèñõîäíûõ, �èçè÷åñêèõ, ïåðåìåííûõ. Òàêîé ñïîñîá ðàñùåïëåíèÿ ïîçâîëÿåò èñêëþ-÷èòü ðàñ÷åò ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, îáåñïå÷èòü àâòîìàòè÷åñêè ñîëåíîèäàëüíîñòü âåê-òîðà ñêîðîñòè, ãàðàíòèðîâàòü ñâîéñòâî ýíåðãåòè÷åñêîé íåéòðàëüíîñòè ïîëÿ ñêîðî-ñòåé. Ýòàï êîíâåêöèè ðåàëèçóåòñÿ äëÿ êîìïîíåíò óñëîâíîé ñêîðîñòè íà îñíîâåýëåìåíòàðíûõ ñõåì Êðàíêà�Íèêîëñîíà. Íà ýòàïå äè��óçèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïå-ðåõîä ê íîâûì èñêîìûì �óíêöèÿì: ðîòîðó ñêîðîñòè è âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó.Ïðè ðåàëèçàöèè ýòàïà äè��óçèè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðîãîíêè ñ ïàðàìåòðàìè äëÿðàñ÷åòà êàæäîé ïàðû êîìïîíåíò èñêîìûõ �óíêöèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðåõìåðíàÿ êîíâåêöèÿ, óðàâíåíèÿ Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà, ðàñ-ùåïëåíèå ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì, ÷èñëåííûé ìåòîä.1. Ââåäåíèå â ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàìäëÿ çàäà÷ êîíâåêöèèÊëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè ñ ïîñòîÿííîé âÿçêîñòüþ, èëè óðàâíåíèÿ Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà, ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ òåïëîâîé ãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè â çàìêíó-òûõ îáëàñòÿõ ñ òâåðäîé íåïðîíèöàåìîé ãðàíèöåé (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Íà÷àëüíî-êðàåâàÿçàäà÷à äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ñêîðîñòèæèäêîñòè, äàâëåíèÿ, òåìïåðàòóðû, óäîâëåòâîðÿþùèõ â îáëàñòè Ω  ãðàíèöåé Σ ñèñòåìåóðàâíåíèé, êîòîðàÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vt + v · ∇v = −∇p′ +
1Re∆v + F, (1)

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ âå-äóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô � ÍØ 2260.2008.1.© Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 2009.21



22 À.Ô. Âîåâîäèí, Î.Í. �îí÷àðîâàdivv = 0, (2)
Tt + v · ∇T =

1RePr∆T. (3)Çäåñü v � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü, p′ � áåçðàçìåðíîå ìîäè�èöèðîâàííîå äàâëåíèå(îòêëîíåíèå îò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ), T � áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà, F =
−(Gr/Re2)g0T � ñèëà ïëàâó÷åñòè, g0 � åäèíè÷íûé âåêòîð óñêîðåíèÿ ñèëû òÿæåñòè,Gr, Re, Pr � ÷èñëà �ðàñãî�à, �åéíîëüäñà è Ïðàíäòëÿ ñîîòâåòñòâåííî.Äëÿ äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à. Íà÷àëü-íîå ñîñòîÿíèå ïðè t = 0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ïîêîÿ íàãðåòîé ïî îïðåäåëåííîìóçàêîíó æèäêîñòè: v = 0, T = T0(x) (x ∈ Ω). �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòèâûðàæàþò óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ: v = 0 (x ∈ Σ, t ∈ [0, t∗]). Äëÿ òåìïåðàòóðû ìîæåò áûòüðàññìîòðåíî íà ãðàíèöå îäíî èç óñëîâèé ïåðâîãî, âòîðîãî èëè òðåòüåãî ðîäà, êîãäàíà ãðàíèöå îáëàñòè òå÷åíèÿ èçâåñòíà òåìïåðàòóðà èëè òåïëîâîé ïîòîê ëèáî îïðåäåëåíòåïëîîáìåí ñ âíåøíåé ñðåäîé:

T = Tâ(x, t), ∂T

∂n
= Tâ(x, t), ∂T

∂n
+ α(T − Tâ) = 0, x ∈ Σ, t ∈ [0, t∗].Çäåñü α� êîý��èöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé òåïëîîáìåí ñ âíåøíåé ñðåäîé, Tâ � òåìïåðàòó-ðà âíåøíåé ñðåäû èëè çàäàííûé òåïëîâîé ïîòîê íà ãðàíèöå.Òàê íàçûâàåìûå êîíâåêòèâíûé è äè��óçèîííûé ïåðåíîñû åñòåñòâåííûì îáðàçîìâûäåëÿþòñÿ êàê â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ (1), òàê è â óðàâíåíèè ïåðåíîñà òåïëà (3).Òîãäà âïîëíå îáîñíîâàíî ïðèìåíåíèå ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì â óðàâíå-íèÿõ íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå. Èäåÿ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàìáàçèðóåòñÿ íà ìåòîäå ñëàáîé àïïðîêñèìàöèè [2℄ è àääèòèâíîñòè ýòèõ ïðîöåññîâ äëÿ äî-ñòàòî÷íî ìàëûõ øàãîâ ïî âðåìåíè. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðàñùåïëåíèå ðàç-íîñòíîãî óðàâíåíèÿ íà ñîñòàâëÿþùèå, à çàòåì îáîñíîâàíèå àääèòèâíîñòè ïðîöåññîâ,îïèñûâàåìûõ îòäåëüíûìè ÷àñòÿìè, ðàññìàòðèâàþòñÿ â [3℄, ãäå ïðîâîäèòñÿ äîêàçàòåëü-ñòâî ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ âñëåäñòâèå ðàñùåïëåíèÿ. Îáùàÿòåîðèÿ ðàñùåïëåíèÿ íàèáîëåå ïîëíî èçëîæåíà â [4℄. ßâíàÿ ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè-÷åñêèì �àêòîðàì â çàäà÷àõ ãèäðîäèíàìèêè èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòàõ [5�7℄ è çàêëþ÷àåòñÿâ òðåõøàãîâîé ðåàëèçàöèè, âêëþ÷àþùåé ðàñ÷åò äàâëåíèÿ.Îñîáåííîñòè ðàçðàáàòûâàåìîãî àâòîðàìè ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ äëÿ äâóìåðíûõ çà-äà÷ êîíâåêöèè èçëàãàþòñÿ â [8�10℄. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îòçàäà÷ ïðîòåêàíèÿ, â çàäà÷àõ êîíâåêöèè â çàìêíóòûõ îáëàñòÿõ è ïðè äëèòåëüíûõ ïðî-öåññàõ âî âðåìåíè íåîáõîäèìî òî÷íî âûïîëíÿòü óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ è íåïðîòåêàíèÿíà òâåðäûõ ñòåíêàõ, ãàðàíòèðîâàòü ñîõðàíåíèå ñâîéñòâà ñîëåíîèäàëüíîñòè ïîëÿ ñêî-ðîñòåé è åãî ýíåðãåòè÷åñêóþ íåéòðàëüíîñòü (ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîéíîðìû ñêîðîñòè ïðè ïåðåõîäå ñî ñëîÿ íà ñëîé) [9, 10℄. Òîëüêî òîãäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-ìîæíûì îáåñïå÷èòü ñîõðàíåíèå îáúåìà è êîíòðîëèðîâàòü âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðàíå-íèÿ ýíåðãèè. Ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ, ïðåäëàãàåìàÿ â ðàáîòå, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå �èçè÷å-ñêè îïðàâäàííîé è îòâå÷àåò óêàçàííûì òðåáîâàíèÿì. Î÷åâèäíî, ÷òî âûäåëåíèå ýòàïàêîíâåêöèè â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü êîððåêòíîñòü ðàñùåïëåíèÿ ñòî÷êè çðåíèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Èç óñëîâèé ïðèëèïàíèÿ è ãèïåð-áîëè÷íîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ýòàïå êîíâåêöèè �ñëåäñòâèå óðàâíåíèé. Äîñòàòî÷íîé àðãóìåíòàöèåé âûäåëåíèÿ ýòàïà êîíâåêöèè ÿâëÿåò-ñÿ òàêæå è ïîñëåäóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòàïà äè��óçèè â ïåðåìåííûõ �âèõðü��óíêöèÿòîêà� äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ è �ðîòîð ñêîðîñòè�âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ñêîðîñòè� äëÿ



�åàëèçàöèÿ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì... 23òðåõìåðíûõ çàäà÷. Ââåäåíèå íîâûõ èñêîìûõ �óíêöèé íà ýòàïå äè��óçèè ïîñëå ðàñ-ùåïëåíèÿ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü íåÿâíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû, äîêàçàòü óñòîé÷èâîñòüðàçíîñòíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ äëÿêîìïîíåíò ðîòîðà ñêîðîñòè ìîãóò ðåøàòüñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ïàðàëëåëüíî.Íà ýòàïå äè��óçèè äëÿ íîâûõ èñêîìûõ �óíêöèé çàïèñûâàþòñÿ ñëåäñòâèÿ óñëîâèéïðèëèïàíèÿ íà ãðàíèöå äëÿ �èçè÷åñêîé ñêîðîñòè. �àñùåïëåíèå íà êîíâåêòèâíûé èäè��óçèîííûé ïåðåíîñû â óðàâíåíèÿõ êîíâåêöèè ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ðàñ÷åò ãðàäè-åíòà äàâëåíèÿ è îáåñïå÷èòü àâòîìàòè÷åñêè ñîëåíîèäàëüíîñòü âåêòîðà ñêîðîñòè.Â äàííîé ðàáîòå ÷èñëåííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà èäåå ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷å-ñêèì ïðîöåññàì, ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèé æèäêîñòè âòðåõìåðíûõ îáëàñòÿõ ñ òâåðäûìè íåïðîíèöàåìûìè ãðàíèöàìè. �àñùåïëåíèå íà êîíâåê-òèâíûé è äè��óçèîííûé ïåðåíîñû ïðîâîäèòñÿ äëÿ óðàâíåíèé êîíâåêöèè, çàïèñàííûõ â�èçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ýòàï êîíâåêöèè ðåàëèçóåòñÿ äëÿ êîìïîíåíò âñïîìîãàòåëüíîé�óíêöèè, óñëîâíî íàçâàííîé êîíâåêòèâíîé ñêîðîñòüþ. Íà ýòàïå äè��óçèè îñóùåñòâëÿ-åòñÿ ïåðåõîä ê íîâûì èñêîìûì �óíêöèÿì: ðîòîðó ñêîðîñòè è âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëóñêîðîñòè. Ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðà �ðîòîð� íà ýòàïå äè��óçèè èñêëþ÷àåòñÿ ðàñ÷åò äàâ-ëåíèÿ. Ïîñêîëüêó âû÷èñëÿåìûìè �óíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ êàê êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, òàêè íîâûå èñêîìûå �óíêöèè, ïðèíöèïèàëüíûé ìîìåíò â îðãàíèçàöèè ðàñ÷åòà � ââåäå-íèå ñìåùåííûõ ñåòîê (ñì., íàïðèìåð, [11℄). Ñìåùåííûå ñåòêè âèäà (n′, m, l), (n,m′, l),
(n,m, l′) ââîäÿòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà èðîòîðà ñêîðîñòè. Ñåòêè (n,m′, l′), (n′, m, l′) è (n′, m′, l) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà êîì-ïîíåíò âñïîìîãàòåëüíîé êîíâåêòèâíîé ñêîðîñòè, à (n,m, l) � äëÿ ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðû.Ñìåùåííûå ñåòêè ïîçâîëÿþò ïðîñëåäèòü çà àâòîìàòè÷åñêèì âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ íå-ñæèìàåìîñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé è îðãàíèçîâàòü âîññòàíîâëåíèå ñêîðîñòè ÷åðåç âåêòîðíûéïîòåíöèàë. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòàïà äè��óçèè ñòðîèòñÿ àëãîðèòì ïðîãîíêè ñ ïàðàìåòðà-ìè [9, 12, 13℄. Ïðè íàïèñàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ íîâûõ èñêîìûõ �óíêöèé áóäåìèñõîäèòü èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ïðèëèïàíèÿ íà òâåðäûõ íåïðîíèöàåìûõ ãðàíèöàõ.Ýòè óñëîâèÿ èñïîëüçóþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî äëÿ êîìïîíåíò ðîòîðà ñêîðîñòè, à äëÿ âåê-òîðíîãî ïîòåíöèàëà èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ, âûðàæàþùèå ðàâåíñòâî íóëþ êàñàòåëüíûõñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà è ïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè åãî íîðìàëüíîé ñî-ñòàâëÿþùåé [14�16℄. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ äëÿ �èçè÷åñêîé ñêîðîñòè è èõñëåäñòâèÿ âûïîëíÿþòñÿ íà ýòàïå äè��óçèè ñ ó÷åòîì, îäíàêî, ñìåùåííîñòè íåêîòîðûõãðàíèö.Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì â òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ òåñòèðóåòñÿ íàèçâåñòíûõ çàäà÷àõ î ñâîáîäíîé êîíâåêöèè â êóáè÷åñêîé ïîëîñòè èëè ïàðàëëåëåïèïåäåïðè ïîäîãðåâå îäíîé ãðàíè [16�18℄.2. Ïîñòàíîâêà ðàçíîñòíîé çàäà÷èÍà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà (1)�(3) áóäåìðàññìàòðèâàòü â ïàðàëëåëåïèïåäå Ω = {[0, x0]× [0, y0]× [0, z0]} ñ ãðàíèöåé Σ, îïðåäåëÿå-ìîé ñîîòíîøåíèÿìè: x = 0, x = x0, y = 0, y = y0, z = 0, z = z0. Ñ÷èòàÿ êîíâåêòèâíûé èäè��óçèîííûé ïðîöåññû ïåðåíîñà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ àääèòèâíûìè íà ìàëûõ âðå-ìåííûõ èíòåðâàëàõ tk ≤ t ≤ tk+1 (τ = tk+1 − tk), ñ�îðìóëèðóåì çàäà÷ó êîíâåêòèâíîãîäâèæåíèÿ æèäêîñòè êàê ïîñëåäîâàòåëüíóþ ðåàëèçàöèþ äâóõ âûøåíàçâàííûõ ýòàïîâ.



24 À.Ô. Âîåâîäèí, Î.Í. �îí÷àðîâàÏåðåïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1) â âèäå
ṽ − v

τ
+Kṽ = 0, (4)

v̂ − ṽ

τ
= −∇p′ +Dv̂ + F. (5)Àíàëîãè÷íîå ðàñùåïëåíèå íà ýòàïû ïðîâîäèòñÿ è â óðàâíåíèè ïåðåíîñà òåïëà (3).Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (5) îïåðàöèþ rotor è çàïèøåì åãî â òåðìèíàõ �âåêòîðíûéïîòåíöèàë (Ψ)�ðîòîð ñêîðîñòè (W)�:

Ŵ − W̃

τ
= DŴ + rotF. (6)Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ

∆Ψ̂ = −Ŵ. (7)Çäåñü K � îïåðàòîð êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà K = v · ∇, D � îïåðàòîð äè��óçèîí-íîãî ïåðåíîñà D = ν̄∆, ν̄ = Re−1. Ïðè âû÷èñëåíèè òåìïåðàòóðû íà ýòàïå äè��óçèèïîëàãàåòñÿ ν̄ = (RePr)−1. Êðîìå òîãî, v̂ = rot Ψ̂, Ŵ = rot v̂, W̃ = rot ṽ, è âûïîëíåíîdiv Ψ̂ = 0. Îïóñòèì �êðûøêó� ïðè îáîçíà÷åíèè èñêîìûõ �óíêöèé íà ýòàïå äè��óçèèè ïðåäñòàâèì èñêîìûå �óíêöèè â êîìïîíåíòàõ:
W = (w1, w2, w3) =

(

∂v3

∂y
−
∂v2

∂z
,
∂v1

∂z
−
∂v3

∂x
,
∂v2

∂x
−
∂v1

∂y

)

,

v = (v1, v2, v3) =

(

∂ψ3

∂y
−
∂ψ2

∂z
,
∂ψ1

∂z
−
∂ψ3

∂x
,
∂ψ2

∂x
−
∂ψ1

∂y

)

,

Ψ = (ψ1, ψ2, ψ3).Äëÿ �óíêöèé w1, w2, w3 è ψ1, ψ2, ψ3 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
x = 0, x = 1 :

∂ψ1

∂x
= 0, w1 = 0, ψ2 = 0, w2 = −

∂2ψ2

∂x2
, ψ3 = 0, w3 = −

∂2ψ3

∂x2
;

y = 0, y = 1 :
∂ψ2

∂y
= 0, w2 = 0, ψ3 = 0, w3 = −

∂2ψ3

∂y2
, ψ1 = 0, w1 = −

∂2ψ1

∂y2
;

z = 0, z = 1 :
∂ψ3

∂z
= 0, w3 = 0, ψ1 = 0, w1 = −

∂2ψ1

∂z2
, ψ2 = 0, w2 = −

∂2ψ2

∂z2
. (8)3. �åàëèçàöèÿ ýòàïà êîíâåêöèèÏðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîð êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà K èç(4) áóäåì ðàññìàòðèâàòü â âèäå ñóììû îäíîìåðíûõ êîñîñèììåòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ,ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ êîòîðûõ íà èñêîìóþ �óíêöèþ f (îäíó èç êîìïîíåíò óñëîâíîéêîíâåêòèâíîé ñêîðîñòè èëè óñëîâíóþ òåìïåðàòóðó íà ýòàïå êîíâåêöèè) ñëåäóþùèé:

Kf = K1f +K2f +K3f [4, 9, 10℄, ãäå
K1f =

1

2

(

v1

∂f

∂x
+
∂v1f

∂x

)

, K2f =
1

2

(

v2

∂f

∂y
+
∂v2f

∂y

)

, K3f =
1

2

(

v3

∂f

∂z
+
∂v3f

∂z

)

. (9)



�åàëèçàöèÿ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì... 25Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ êîìïîíåíò êîíâåêòèâíîé ñêîðîñòè ṽ = (ṽ1, ṽ2, ṽ3) çàäàþò-ñÿ ñ ïðåäûäóùåãî âðåìåííîãî ñëîÿ è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòâåòñòâóþùóþ êîìïî-íåíòó äè��óçèîííîé ñêîðîñòè, ðàññ÷èòàííóþ íà íóæíîé ñìåùåííîé ñåòêå, à èìåííî:íà ñåòêå (n,m′, l′) � äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû, íà ñåòêå (n′, m, l′) � äëÿ âòîðîé êîìïîíåí-òû è íà ñåòêå (n′, m′, l) � äëÿ òðåòüåé êîìïîíåíòû. Åñëè xn = (n− 1)hx, n = 1, 2, ..., N1(N1 = N + 1), òî xn′ = xn + hx/2, n′ = 1, 2, ..., N . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ym′, zl′ .�Êðûøêà� äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äè��óçèîííîé ñêîðîñòè îïóñêàåòñÿ, è èñïîëüçóþòñÿ ñëå-äóþùèå ðàçíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïîíåíò äè��óçèîííîé ñêîðîñòè ÷åðåç ñîîòâåòñò-âóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè:
v1n,m′,l′ =

ψ3n,m+1,l − ψ3n,m,l′

hy
−
ψ2n,m′,l+1 − ψ2n,m′,l

hz
,

v2n′,m,l′ =
ψ1n,m,l+1 − ψ1n′,m,l

hz
−
ψ3n+1,m,l′ − ψ3n,m,l′

hx
,

v3n′,m′,l =
ψ2n+1,m′,l − ψ2n,m,l

hx
−
ψ1n′,m+1,l − ψ1n′,m,l

hy
.Çàìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè óêàçàííûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé òîæ-äåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ divv = 0 íà ñåòêå (n′, m′, l′) (ñì. òàêæå [11℄).Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) è âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò âñïîìîãàòåëüíîé ñêîðîñòèíà ýòàïå êîíâåêöèè ïðèìåíÿåòñÿ äâóöèêëè÷åêèé ñïîñîá ðàñùåïëåíèÿ ïî íàïðàâëå-íèÿì [4℄. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóöèêëè÷åñêîé ïðîöåäóðû â ñëó÷àå íåêîììóòàòèâíîñòèîïåðàòîðîâ (çäåñü Ki) îáåñïå÷èâàåòñÿ âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî τ [4℄.Ïðåäñòàâèì äàííóþ ñõåìó äëÿ èñêîìîé �óíêöèè f íà ïðîèçâîëüíîé ñåòêå, êîòîðàÿìîæåò áûòü îäíîé èç âñïîìîãàòåëüíûõ ïðè ðàñ÷åòå êîìïîíåíò ñêîðîñòè ëèáî îñíîâíîé,åñëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàñ÷åò òåìïåðàòóðû:

( f̃k+
1

6 − fk

τ/2

)

+Kh
1

( f̃k+
1

6 + fk

2

)

= 0,
( f̃k+

2

6 − f̃k+
1

6

τ/2

)

+Kh
2

( f̃k+
2

6 + f̃k+
1

6

2

)

= 0,

( f̃k+
3

6 − f̃k+
2

6

τ/2

)

+Kh
3

( f̃k+
3

6 + f̃k+
2

6

2

)

= 0,
( f̃k+

4

6 − f̃k+
3

6

τ/2

)

+Kh
3

( f̃k+
4

6 + f̃k+
3

6

2

)

= 0,

( f̃k+
5

6 − f̃k+
4

6

τ/2

)

+Kh
2

( f̃k+
5

6 + f̃k+
4

6

2

)

= 0,
( f̃k+1 − f̃k+

5

6

τ/2

)

+Kh
1

( f̃k+1 + f̃k+
5

6

2

)

= 0. (10)Â ýòèõ �îðìóëàõ Kh
1 , K

h
2 , K

h
3 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþêîíâåêòèâíûõ îïåðàòîðîâ (9). Âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ñìåùåííûõ ñåòîê ðàññìàòðèâàåòñÿàïïðîêñèìàöèÿ, èñïîëüçóþùàÿ öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [8, 9℄). Â ãðàíè÷-íûõ òî÷êàõ ïðèìåíÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ íàïðàâëåííûìè ðàçíîñòÿìè. Çàìåòèì, îäíàêî,÷òî ïðè âû÷èñëåíèè êîìïîíåíò êîíâåêòèâíîé ñêîðîñòè â êîý��èöèåíòàõ ó÷èòûâàþò-ñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ ïðè ïîïàäàíèè íà �èçè÷åñêóþ ãðàíèöó îáëàñòè. Èñïîëüçóåìàÿïðè ïîñòðîåíèè ñõåìû àïïðîêñèìàöèÿ êîíâåêòèâíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, èìå-åò âòîðîé ïîðÿäîê è îáåñïå÷èâàåò êîñîñèììåòðè÷íîñòü ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ êîíâåê-öèè [4, 9, 10℄. Ïîëó÷åííûå ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â (10) ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþìåòîäà ïðîãîíêè. Õîòÿ äëÿ ìàòðèöû ñèñòåìû è íå âûïîëíåíû óñëîâèÿ äèàãîíàëüíîãîïðåîáëàäàíèÿ, ìåòîä ïðîãîíêè óñòîé÷èâ [19℄.



26 À.Ô. Âîåâîäèí, Î.Í. �îí÷àðîâàÎòìåòèì åùå ðàç, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðû T êàê íà ýòàïå êîíâåêöèè, òàê è íàýòàïå äè��óçèè â îáëàñòè Ω ââîäèòñÿ îñíîâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà (n,m, l). Ïðè ýòîì ñî-õðàíÿåòñÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðû, îñíîâàííàÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåàëèçàöèèýòàïîâ êîíâåêöèè è äè��óçèè â óðàâíåíèè ïåðåíîñà òåïëà (3).4. �åàëèçàöèÿ ýòàïà äè��óçèèÄëÿ ðåàëèçàöèè ýòàïà äè��óçèè (6), (7) èñïîëüçóþòñÿ ñìåùåííûå ñåòêè (n′, m, l) äëÿðàñ÷åòà ïåðâûõ êîìïîíåíò ðîòîðà ñêîðîñòè w1 è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ψ1, (n,m′, l) �äëÿ ðàñ÷åòà âòîðûõ êîìïîíåíò w2, ψ2 è (n,m, l′) � äëÿ ðàñ÷åòà òðåòüèõ êîìïîíåíò
w3, ψ3. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå íà ýòàï äè��óçèè ðîòîð êîíâåêòèâíîé ñêîðîñòèðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê ðàç íà íóæíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ñåòêàõ è èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèåïðåäñòàâëåíèÿ (�âîëíà� îïóñêàåòñÿ):

w1n′,m,l =
v3n′,m′,l − v3n′,m′

−1,l

hy
−
v2n′,m,l′ − v2n′,m,l′−1

hz
,

w2n,m′,l =
v1n,m′,l′ − v1n,m′,l′−1

hz
−
v3n′,m′,l − v3n′

−1,m′,l

hx
,

w3n,m,l′ =
v2n′,m,l′ − v2n′

−1,m,l′

hx
−
v1n,m′,l′ − v1n,m′

−1,l′

hy
.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðàâåíñòâî divW = 0 òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ íà ñåòêå (n,m, l).Èìåííî òàê íàçûâàåìûé êîíâåêòèâíûé âèõðü è áåðåòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿäëÿ ýòàïà äè��óçèè Ŵk = W̃.Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà �àóññà (ìåòîä ïðîãîíêè ñ ïàðàìåòðîì)êàê íàèáîëåå ýêîíîìè÷íàÿ ïî ÷èñëó îïåðàöèé [13℄. Àëãîðèòì ïðîãîíêè ñ ïàðàìåòðà-ìè íà ýòàïå äè��óçèè ïðåäñò�àâèì íà ïðèìåðå ïåðâûõ êîíïîíåíò ðîòîðà ñêîðîñòè èâåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà w1, ψ1 (èíäåêñ 1 äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ îïóñòèì).Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ïåðâîé êîìïîíåíòû ðîòîðà ñêîðîñòè:

wn′,m,l =
ooo
w n′,m,l +α2

mwn′,1,l + β2

mwn′,M1,l + α3

lwn′,m,1 + β3

l wn′,m,L1. (11)Ïåðâîå ñëàãàåìîå îòâå÷àåò çà óäîâëåòâîðåíèå îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿêîìïîíåíòû ðîòîðà ñêîðîñòè íà äâóõ ãðàíÿõ ïàðàëëåëåïèïåäà, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà÷åòûðåõ îñòàâøèõñÿ ãðàíÿõ íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè. Êîý��èöèåíòû ïðè ïàðàìåòðàõâû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî îäèí ðàç. Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì (11), ñâÿçüþ êîìïîíåíò ðîòî-ðà ñêîðîñòè è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, à òàêæå ïåðåñòàíîâî÷íîñòüþ ðàçíîñòíûõ îïåðà-òîðîâ, ïîëó÷èì â èòîãå êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñêîìûõ �óíêöèé.Ïîñòðîèì êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëàãàåìîãî
ooo
w :

B1B2B3

ooo
w n′,m,l= Fn′,m,l (n′ = 1, ..., N ;m = 2, ...,M ; l = 2, ..., L),

Fn′,m,l = B̄1B̄2B̄3w
k
n′,m,l + τfn′,m,l,ïîñëåäîâàòåëüíûå ýòàïû ðåàëèçàöèè êîòîðîé ñîñòîÿò â ðàñùåïëåíèè ïî íàïðàâëåíèÿìè èòîãîâîì âû÷èñëåíèè ooo

w íà ïîñëåäíåì ýòàïå. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü (î÷åðåäíîñòü) ïðîãîíîê ïî íàïðàâëåíèÿì:
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B3

o
wn′,m,l= Fn′,m,l,

o
w (n,m, i) = 0 (i = {1;L1}),

Fn′,m,l = B̄1B̄2B̄3w
k
n′,m,l + τfn′,m,l;2) ïðîãîíêà ïî y:

B2

oo
wn′,m,l=

o
wn′,m,l,

oo
w (n, i, l) = 0 (i = {1;M1});3) ïðîãîíêà ïî x:

B1

ooo
w n′,m,l=

oo
wn′,m,l,

ooo
w (i,m, l) = 0 (i = {1;N}). (12)Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

Bi = E − ν̄
τ

2
Λi, B̄i = E + ν̄

τ

2
Λi, Λi ∼

∂2

∂x2
i

(i = 1, 2, 3).Îáîçíà÷åíèÿ xi ïðè i = 1, 2, 3 ââåäåíû äëÿ x, y, z ñîîòâåòñòâåííî.Êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå (ñì. [12℄), ïðåæäå âñåãî è òîëüêî îäèí ðàç ìîãóò áûòüíàéäåíû ìàññèâû êîý��èöèåíòîâ α, β ïðè ïàðàìåòðàõ çàäà÷è. Ýòè ìàññèâû íàõîäÿòñÿâ ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ çàäà÷ âèäà
B2α

2

m = 0, α2

1 = 1, α2

M1 = 0; B2β
2

m = 0, β2

1 = 0, β2

M1 = 1,

B3α
3

l = 0, α3

1 = 1, α3

L1 = 0; B3β
3

l = 0, β3

1 = 0, β3

L1 = 1.Çäåñü, êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, âîçìîæíîñòü âûøåèçëîæåííîãî íàõîæäåíèÿ αi, βiîáåñïå÷èâàåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòüþ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ Bi.Îðèãèíàëüíîñòü àëãîðèòìà ðàñ÷åòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîìïîíåíòó âåêòîðíîãî ïîòåí-öèàëà ψ íå âû÷èñëèòü áåç ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ooo
w ðàçëîæåíèÿ (11), à êîìïîíåíòó ðîòîðàñêîðîñòè w íå îïðåäåëèòü áåç êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Ïðåäñò�àâèì òåïåðüêîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ψ â ñëåäóþùåì âèäå:

B̃2B̃3B̃1ψn′,m,l = Fn′,m,l (n′ = 1, ..., N ;m = 2, ...,M ; l = 2, ..., L),

Fn′,m,l = ¯̃B2
¯̃B3

¯̃B1ψ
k
n′,m,l + λτ

ooo
w n′,m,l .Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

B̃1 = E − λ
τ

2
A1, B̃2 = E − λ

τ

2
A2, B̃3 = E − λ

τ

2
A3,

¯̃B1 = E + λ
τ

2
A1,

¯̃B2 = E + λ
τ

2
A2,

¯̃B3 = E + λ
τ

2
A3,ãäå

(A1ψ)n′,m,l = (Λ1ψ)n′,m,l,

(A2ψ)n′,m,l = (Λ2ψ)n′,m,l − α2

m[Λ2ψ]n′,1,l − β2

m[Λ2ψ]n′,M1,l,

(A3ψ)n′,m,l = (Λ3ψ)n′,m,l − α3

l [Λ3ψ]n′,m,1 − β3

l [Λ3ψ]n′,m,L1è λ � èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð.



28 À.Ô. Âîåâîäèí, Î.Í. �îí÷àðîâàÏðîãîíêà ñ ïàðàìåòðàìè êàê ñïîñîá îäíîâðåìåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé äëÿäâóõ ïîëåé (çäåñü � êîìïîíåíò ðîòîðà ñêîðîñòè w è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ψ) ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé äâóõïîëåâîé áåçûòåðàöèîííûé ñïîñîá ðàñ÷åòà ñ òî÷íûì óäîâëåòâîðåíèåì (âðàçíîñòíîì ñìûñëå) ñëåäñòâèÿì óñëîâèé ïðèëèïàíèÿ.Èòàê, ðåàëèçàöèÿ ñõåìû ðàñ÷åòà ψ âûãëÿäèò êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå îñóùåñòâëåíèåñëåäóþùèõ ýòàïîâ:1) ïåðâûé ýòàï ñîñòîèò â ïðîãîíêå ñ ïàðàìåòðàìè äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè-÷åñêèõ óðàâíåíèé
B̃2

¯̄ψn′,m,l = Fn′,m,l,
¯̄ψn′,i,l = 0 (i = {1;M1});2) âòîðîé ýòàï ðàñ÷åòà ñîñòîèò â ïðîãîíêå ñ ïàðàìåòðàìè äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìûóðàâíåíèé

B̃3ψ̄n′,m,l = ¯̄ψn′,m,l, ψ̄n′,m,i = 0 (i = {1;L1});3) òðåòèé ýòàï ñîñòîèò â îáû÷íîé ïðîãîíêå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
B̃1ψn′,m,l = ψ̄n′,m,l, (ψx)i,m,l = 0 (i = {1;N}). (13)Çàìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòè îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â äâå ðàçíîñò-íûå ñõåìû (12) è (13), àëãîðèòì ðàñ÷åòà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí òàê, ÷òî ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ �óíêöèé íà âíóòðåííèõ (âñïîìîãàòåëüíûõ) øàãàõ ñõåìÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîä÷åðêèâàåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîñòü î÷åðåäíî-ñòè ðàñ÷åòîâ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, êàêèå øàãè ïðè ðåàëèçàöèè ñõåìû äîëæíû áûòüâíóòðåííèìè, à êàêèå � âíåøíèìè, ÷òîáû ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âíóòðåí-íèõ øàãàõ íå ñòàëà íåïðåîäîëèìûì ïðåïÿòñòâèåì ïðè ðåàëèçàöèè ñõåìû, äèêòóåìîéïðåäñòàâëåíèåì (11). Ñàìè àëãîðèòìû ðàñ÷åòà âíóòðåííèõ øàãîâ â ýòèõ ñõåìàõ � íå÷òî èíîå, êàê ïðîãîíêè äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé.Ïðè ðåàëèçàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ âèõðÿ w (â äàííîì ñëó÷àå � ýòî ïåðâàÿêîìïîíåíòà ðîòîðà ñêîðîñòè), íàïðèìåð, ïðè y = 0, èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿàïïðîêñèìàöèÿ óñëîâèÿ w = −

∂2ψ

∂y2
èç (8). Ó÷èòûâàåòñÿ òàêæå, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèèäëÿ ðàñ÷åòà ñìåùåííûõ ñåòîê òðåáóåòñÿ çàäàâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ êîìïîíåíòâåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà è ðîòîðà ñêîðîñòè íà ñìåùåííûõ ãðàíèöàõ. Äëÿ ïåðâûõ êîìïî-íåíò èñêîìûõ �óíêöèé ñìåùàòüñÿ áóäóò ãðàíèöû x = 0 è x = x0. �åàëèçàöèÿ ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé ∂ψ

∂x
= 0, w = 0, çàäàííûõ ïðè x = 0 è x = x0 (ñì. (8)), îñóùåñòâëÿåòñÿ íàñìåùåííûõ ãðàíèöàõ (ò. å. ïðè çíà÷åíèÿõ èíäåêñà n′ = 1, N) ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèé

ψ0,m,l = ψ1,m,l è w0,m,l = −w1,m,l äëÿ n′ = 1 è àíàëîãè÷íûõ äëÿ n′ = N .Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ðåàëèçàöèÿ ïðîãîíêè ñ ïàðàìåòðàìè � ïðîöåäóðà áîëåå ñëîæ-íàÿ, íåæåëè â äâóìåðíîì ñëó÷àå (ñì. [8, 12℄). Ïîñêîëüêó ïðèíöèïèàëüíûé õàðàêòåðïðèîáðåòàåò âîïðîñ î÷åðåäíîñòè ïðîãîíîê ïî íàïðàâëåíèÿì, ïîâòîðèì ýòó î÷åðåäíîñòüäëÿ âñåõ êîìïîíåíò èñêîìûõ �óíêöèé ñ óêàçàíèåì ñåòêè ðàñ÷åòà. Èòàê, ïðè ðàñ÷åòå
w1 è ψ1 èñïîëüçóåòñÿ ñåòêà (n′, m, l) è óñòàíàâëèâàåòñÿ î÷åðåäíîñòü ïðîãîíîê ïî z, y, xñîîòâåòñòâåííî äëÿ ðàñ÷åòà ooo

w è ïî y, z, x � äëÿ ðàñ÷åòà ψ1. Ïðè ðàñ÷åòå w2 è ψ2èñïîëüçóåòñÿ ñåòêà (n,m′, l) è óñòàíàâëèâàåòñÿ î÷åðåäíîñòü ïðîãîíîê ïî x, z, y äëÿðàñ÷åòà ooo
w è ïî z, x, y � äëÿ ðàñ÷åòà ψ2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ðàñ÷åòå w3 è ψ3 èñïîëü-çóåòñÿ ñåòêà (n,m, l′) è óñòàíàâëèâàåòñÿ î÷åðåäíîñòü ïðîãîíîê ïî y, x, z äëÿ ðàñ÷åòà

ooo
w è ïî x, y, z � äëÿ ðàñ÷åòà ψ3.



�åàëèçàöèÿ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì... 29Îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòîèò â îñóùåñòâëåíèè ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:1) ïåðåõîä íà íîâûé âðåìåííîé ñëîé tk+1 íà÷èíàåòñÿ ñ ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðû T k+1íà îñíîâíîé ñåòêå (n,m, l) ïî ñõåìå (10) äëÿ ýòàïà êîíâåêöèè è ñ ïîìîùüþ, íàïðèìåð,ìåòîäà ñòàáèëèçèðóþùåé ïîïðàâêè [2, 3℄ íà ýòàïå äè��óçèè;2) ïðè íàéäåííîì T k+1 ðàññ÷èòûâàþòñÿ êîìïîíåíòû êîíâåêòèâíîé ñêîðîñòè ṽk+1 ïîñõåìå (10) è êîìïîíåíòû ðîòîðà êîíâåêòèâíîé ñêîðîñòè íà âñïîìîãàòåëüíûõ ñåòêàõ;3) âû÷èñëÿþòñÿ ñîñòàâëÿþùèå êîìïîíåíòû äè��óçèîííîãî âèõðÿ (ïåðâîå ñëàãà-åìîå â ïðåäñòàâëåíèè (11) ) ïî ñõåìå (12). Íà êàæäîì k-ì âðåìåííîì ñëîå ðàñ÷åòàââîäèòñÿ âíóòðåííèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ðàñ÷åòà êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëàïî ñõåìå (13) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ èòåðàöèéïðè s = S ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ εψ îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ êîìïîíåíòâåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà íà (k + 1)-ì âðåìåííîì ñëîå. Îêîí÷àòåëüíî, ñ èñïîëüçîâàíèåìïðåäñòàâëåíèÿ (11), áóäóò âû÷èñëåíû è êîìïîíåíòû äè��óçèîííîãî âèõðÿ;4) ïðè ïåðåõîäå íà ñëåäóþùèé âðåìåííîé ñëîé (ê ýòàïó 1) íàñ÷èòûâàåòñÿ èñêîìàÿäè��óçèîííàÿ ñêîðîñòü.Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ ψ (êîìïîíåíòà âåêòîðíîãî ïîòåí-öèàëà) ñ÷èòàåòñÿ ñîøåäøèìñÿ, åñëè âûïîëíåí êðèòåðèé ñõîäèìîñòè, íàïðèìåð, ñëåäó-þùåãî âèäà [14, 20℄:
max
n,m,l

|ψs+1

n,m,l − ψsn,m,l| < εψ · max
n,m,l

|ψs+1

n,m,l|,ãäå s � íîìåð èòåðàöèè, εψ � çàäàííàÿ òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ψs+1.5. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçàÏðåäëîæåííûé ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ êîíâåêöèè ïðîâå-ðÿåòñÿ íà òåñòå î ñâîáîäíîé êîíâåêöèè â çàìêíóòîé êþâåòå Ω = {[0, x0]× [0, y0]× [0, z0]}ïðè ïîäîãðåâå îäíîé ãðàíè x = x0 è òåïëîèçîëÿöèè îñòàëüíûõ [16, 17℄: T = 0 ïðè x = 0,
T = 1 ïðè x = x0, ∂T

∂n
= 0 ïðè y = 0, y = y0, z = 0, z = z0. Ïðè ýòîì áóäåì ñëåäèòü çàáåçðàçìåðíûìè òåïëîâûìè ïîòîêàìè íà èçîòåðìè÷åñêîé õîëîäíîé èëè íàãðåòîé ñòåíêå,îïðåäåëÿåìûìè ÷èñëàìè Íóññåëüòà:Nuov =

1

y0z0

z0
∫

0

Numean(z)dz, Numean(z) =

y0
∫

0

Nuloc(y, z)dy, Nuloc(y, z) =
∂T

∂x

∣

∣

x=x̄è x̄ = 0 èëè x̄ = x0. Àïïðîêñèìàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ïðîèçâîäíîé òåìïåðàòóðû T íàãðàíèöå èñïîëüçóþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè Nuloc. Òåñò ñîñòîèò â äîñòèæåíèè ñòàöèîíàðíîãîðåøåíèÿ.1. Òåñò 1 ([16℄)Ñèëà òÿæåñòè íàïðàâëåíà ïðîòèâ îñè Oy, à îáëàñòü Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóá,ðàçìåðû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè x0 = 1, y0 = 1, z0 = 1. Ïðè òåñòèðî-âàíèè ïîëàãàåòñÿ x̄ = x0, Gr = 105, Pr = 1, Re = 1. �àñ÷åòû âåäóòñÿ íà ñåòêàõ
21 × 21 × 21, 41 × 41 × 41, 81 × 81 × 81 ñ øàãîì ïî âðåìåíè (�èêòèâíîìó âðåìåíè)
τ = 0.0001. Óñëîâèåì âûõîäà íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåí-ñòâà [9, 20℄

|Nuk+1

ov −Nukov| < εNu,ãäå εNu = εψ = 10−5.



30 À.Ô. Âîåâîäèí, Î.Í. �îí÷àðîâàÒ à á ë è ö à 1 Ò à á ë è ö à 2Èñòî÷íèê Ñåòêà Nuov[16℄ 86 × 65 × 65 4.34[18℄ 62 × 62 × 62 4.36Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà 81 × 81 × 81 4.6342

Ñåòêà Kv

21 × 21 × 21 40.83

41 × 41 × 41 31.13

81 × 81 × 81 28.56Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè ïðåäñòàâëåíî â òàáë. 1.Íà ñåòêå 21×21×21 ðàñ÷åòû, äåìîíñòðèðóþùèå âûõîä ïðàêòè÷åñêè íà îäèí è òîò æåñòàöèîíàðíûé ðåæèì, ïðîâåäåíû òàêæå ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè τ . Ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿèíòåãðàëüíîé âåëè÷èíû Nuov, ðàâíûå 6.21, 6.57, 6.63 ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõâðåìåííîãî øàãà 10−3, 10−4 è 10−5 è εNu = 10−4τ .Óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìà è ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà ïðîâåðÿ-þòñÿ ïóòåì âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòîê 21 × 21 × 21,
41×41×41, 81×81×81. Íàáëþäåíèÿ âåäóòñÿ çà èíòåãðàëüíîé âåëè÷èíîé Kv (èíòåãðàëü-íîé íîðìîé ñêîðîñòè), ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé àíàëîã êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. �åçóëüòà-òû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 2. Ýêñïåðèìåíòàëüíûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè,áëèçêèé êî âòîðîìó r ≈ 1.92, è ïðèáëèæåííî îïðåäåëÿåìàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
ǫ ≈ 3.24 % âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî ïðàâèëó �óíãå [21℄.Çíà÷åíèÿ èíòåãðàëüíûõ ÷èñåë Íóññåëüòà Nuov, ðàññ÷èòàííûõ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòèïðîñòðàíñòâåííûõ ñåòîê 21 × 21 × 21, 41 × 41 × 41, 81 × 81 × 81 è õàðàêòåðèçóþùèõäîñòèãíóòûé ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, ñîîòâåòñòâåííî òàêîâû: 6.5767, 5.0256, 4.6342.Ïðîâåäåíî äîïîëíèòåëüíîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïåðåõîäíîãî ðåæèìà è ïîâòîð-íûé âûõîä íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ïîñëå ñòóïåí÷àòîãî íàãðåâà ñòåíêè x0 = 1, âèäà:� T = kt+ b, ãäå k = (T̄ − T0)/(t1 − t0), b = (T0t1 − T̄ t0)/(t1 − t0), åñëè t0 ≤ t < t1, è
k = (T̄ − T0)/(t2 − t3), b = (T0t2 − T̄ t3)/(t2 − t3), åñëè t2 < t ≤ t3;� T = T̄ , åñëè t1 ≤ t ≤ t2, è T = T0, åñëè t > t3.�àñ÷åòû, ïðîâåäåííûå íà ñåòêå 21× 21× 21 ñ ðàçëè÷íîé àìïëèòóäîé T̄ (T̄ = 1.5, 2),ïîêàçàëè ïîâòîðíîå äîñòèæåíèå ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, îïèñàííîãî âûøå. Òàê, ïðè
T̄ = 1.5 (T0 = 1), t1 − t0 = t2 − t1 = t3 − t2 = 5 ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ Nuov = 6.571,
Kv = 40.47.Èçîëèíèè òåìïåðàòóðû â ïëîñêîñòè z = z0/2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òèïè÷íóþ êàð-òèíó äëÿ ïîëÿ òåìïåðàòóðû â äâóìåðíîì ñëó÷àå (íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû èçîòåðìû âïëîñêîñòè z = z0/2; ïî ãîðèçîíòàëè � îñü Ox, ïî âåðòèêàëè � îñü Oy).

Èçîòåðìû â ïëîñêîñòè z = z0/2
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Èñòî÷íèê Nuov ψmax[17℄ 5.37 13.2Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà 5.17 13.12. Òåñò 2 ([17℄)Ñèëà òÿæåñòè íàïðàâëåíà ïî îñè Oz. Îáëàñòü òå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóá, îïðå-äåëÿåìûé ðàçìåðàìè x0 = 1, y0 = 1, z0 = 1. Ïðè òåñòèðîâàíèè ïîëàãàåòñÿ x̄ = 0,Ra = 5 · 105 (÷èñëî �ýëåÿ), Pr = 0.71, Re = 1/Pr.Òàáëèöà 3 ïðåäñòàâëÿåò ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ ðàñ÷åòàìè èç ðàáîòû [17℄, ãäå îò-ìå÷åíî, ÷òî áîëüøèíñòâî ðàñ÷åòîâ ïðîâîäèëèñü íà ñåòêå 15×15×15, à íåêîòîðûå � íàñåòêå 51×51×51. Äëÿ ñðàâíåíèÿ áåðåòñÿ íå òîëüêî ÷èñëî Íóññåëüòà, íî è ìàêñèìàëüíîåçíà÷åíèå âåëè÷èíû |ψ2|n,m,l ïðè y = y0/2 (ψmax). �àñ÷åòíàÿ ñåòêà � 41 × 41 × 41.3. Òåñò 3 ([17℄)Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñèëà òÿæåñòè íàïðàâëåíà ïî îñè Oz, à îáëàñòü òå÷å-íèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ ðàçìåðàìè, îïðåäåëÿåìûìèçíà÷åíèÿìè x0 = 1, y0 = 2, z0 = 1. �àñ÷åòíàÿ ñåòêà îñòàåòñÿ ïðåæíåé: 41× 41× 41. Ïðèòåñòèðîâàíèè ïîëàãàåòñÿ x̄ = 0, Ra = 1.5 · 105, Pr = 1, Re = 1.Â òàáë. 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû â ñðàâíåíèè ñ ðàñ÷åòàìè, ïðîâåäåííûìè â [17℄.Çàêëþ÷åíèåÍà îñíîâå ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì ïðåäñòàâëåí ÷èñëåííûé àë-ãîðèòì ðàñ÷åòà òðåõìåðíûõ çàäà÷ êîíâåêöèè â îáëàñòÿõ òèïà ïàðàëëåëåïèïåäà. Îñíîâ-íîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè ïîñâÿùåíî ðåàëèçàöèè ýòàïà äè��óçèè. Ïðåäñòàâëåíà êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñêîìûõ �óíêöèé. Êëþ÷åâûì ìî-ìåíòîì ñòàë ïîèñê êîìïîíåíòû ðîòîðà ñêîðîñòè â âèäå (11), êîãäà îäíî ñëàãàåìîå îòâå-÷àåò çà óäîâëåòâîðåíèå îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ êîìïîíåíòû ðîòîðà ñêî-ðîñòè íà äâóõ ãðàíÿõ ïàðàëëåëåïèïåäà, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ÷åòûðåõ îñòàâøèõñÿãðàíÿõ íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè è âû÷èñëÿþòñÿ â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà. Êî-ý��èöèåíòû ïðè ïàðàìåòðàõ âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî îäèí ðàç. Ïîñêîëüêó ðåøåíà íåòðè-âèàëüíàÿ ïðîáëåìà ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ �óíêöèé íàâíóòðåííèõ øàãàõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû, ïîä÷åðêíóòà ïðèíöèïèàëüíîñòü î÷åðåä-íîñòè ðàñ÷åòîâ (ïðîãîíîê).Ýòàï äè��óçèè äàåò âîçìîæíîñòü ðàñùåïëåíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì, ÷òî òèïè÷íî äëÿâñåõ êîìïîíåíò èñêîìûõ �óíêöèé (ðîòîðà ñêîðîñòè è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè).Äàííûé �àêò ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü ýêîíîìè÷íûé àëãîðèòì ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñ-ëåíèé.Ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìà-öèè ïî âðåìåíè. Îäíàêî âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü äâóöèêëè÷åñêèé ïðîöåññ è óëó÷øèòüäàííûé ïîðÿäîê.Îïûò ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì äëÿ äâóìåðíûõçàäà÷ ïîêàçûâàåò, ÷òî îí îáîáùàåòñÿ íà îáëàñòè ñ ïðîèçâîëüíûìè, äîñòàòî÷íî ãëàäêèìèãðàíèöàìè, à òàêæå íà ñëó÷àé çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ ïåðåíîñà, íàïðèìåð, îò òåì-ïåðàòóðû.
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