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Ìåòîä �àêòîðèçàöèè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿóðàâíåíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè∗À.Â. Áàçîâêèí, Â.Ì. ÊîâåíÿÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: eli-ot�yandex.ru, kovenya�it.ns.ruÎ.Ì. ÂàâèëîâàÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �îññèÿÄëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà âÿçêîé íåñæè-ìàåìîé æèäêîñòè è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðåäëîæåíû ðàçíîñòíûå ñõåìûïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè, îñíîâàííûå íà ñïåöèàëüíîì ðàñùåïëåíèè îïåðàòî-ðîâ. Äàíî îáîáùåíèå àëãîðèòìîâ íà óðàâíåíèÿ â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ.Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äâóìåðíûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷, ïîäòâåðäèâøèå äîñòà-òî÷íóþ òî÷íîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ è èõ ý��åêòèâíîñòü.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ñõåìà ðàñ-ùåïëåíèÿ, ìåòîä �àêòîðèçàöèè.ÂâåäåíèåÓðàâíåíèÿ Ýéëåðà è Íàâüå�Ñòîêñà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ áàçîâû-ìè ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè. Â çàäà÷àõòåïëî- è ìàññîîáìåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äîïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿòåìïåðàòóðû. �åøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ìîãóò ñîäåðæàòü ïîäîáëàñòè áîëüøèõ ãðàäèåí-òîâ, ïîãðàíè÷íûå ñëîè è îòðûâíûå çîíû è äðóãèå ýëåìåíòû, ÷òî íàêëàäûâàåò æåñò-êèå òðåáîâàíèÿ íà ÷èñëåííûå àëãîðèòìû. Ïîýòîìó çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ý��åêòèâíûõ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ àêòóàëüíà è ñåãîäíÿ, íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ [1�8℄. Òàêèå àëãîðèòìû äîëæíû îáëàäàòü äîñòàòî÷íîéòî÷íîñòüþ, çàïàñîì óñòîé÷èâîñòè, óäîâëåòâîðÿòü ñâîéñòâàì êîíñåðâàòèâíîñòè è ýêîíî-ìè÷íîñòè â ñî÷åòàíèè ñ âîçìîæíîñòüþ ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è çà ðàçóìíîå âðåìÿ íàñóùåñòâóþùèõ ÝÂÌ. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà è Íàâüå�Ñòîêñà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êàêèçâåñòíî, íå ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé òèïà Êîøè�Êîâàëåâñêîé, è ïîýòîìó äëÿ èõ ÷èñëåí-íîãî ðåøåíèÿ íå óäàåòñÿ íàïðÿìóþ ïðèìåíÿòü ÷èñëåííûå ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå äëÿðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé [6℄. Òðàäèöèîííî çàäà÷è äâèæå-íèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ðåøàþòñÿ â �îðìóëèðîâêå �óíêöèÿ òîêà�âèõðü.Ýòî îáóñëîâëåíî îòñóòñòâèåì êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ äàâëåíèÿ ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è â�èçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Â ýòèõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê ïàðàáîëè÷å-ñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ êîìïîíåíò âèõðÿ è ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå äëÿ âåêòîðíîãîïîòåíöèàëà. Ïðè íåîáõîäèìîñòè äàâëåíèå âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ (îñîáåííî ïðîñòðàíñòâåííûõ) çàäà÷ èñïîëüçîâàíèå åñòåñòâåííûõ�èçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå.
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14 À.Â. Áàçîâêèí, Â.Ì. Êîâåíÿ, Î.Ì. ÂàâèëîâàÄëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ÷à-ñòî ïðèìåíÿþòñÿ ðàçíîñòíûå ìåòîäû è ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [2�11℄. Áîëüøàÿ÷àñòü ýòèõ ìåòîäîâ èñïîëüçóåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íà ïðîìåæóòî÷íîì ñëîå òå÷åíèåñîëåíîèäàëüíîå, à íà ïîëíîì øàãå ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ, ò. å. â àëãîðèòìåèñïîëüçóåòñÿ èäåîëîãèÿ ðàñùåïëåíèÿ. Àëüòåðíàòèâîé ýòèì ïîäõîäàì âûãëÿäèò ìåòîäèñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè [8℄, ñîñòîÿùèé âî ââåäåíèè â óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ïðî-èçâîäíîé ïî âðåìåíè ñ ìàëûì êîý��èöèåíòîì. Ïîëó÷àþùàÿñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿ-åòñÿ êëàññè÷åñêîé � ïàðàáîëè÷åñêîé äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ãèïåðáîëè÷åñêîé äëÿóðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, íî äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ñõîäè-ìîñòü ðåøåíèÿ ìîäè�èöèðîâàííûõ óðàâíåíèé ñ ðåøåíèåì èñõîäíûõ óðàâíåíèé [8℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â �èçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Èñïîëüçóåòñÿ ñõåìàïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè ñî ñïåöèàëüíûì ðàñùåïëåíèåì îïåðàòîðîâ. Ïðåäëàãàå-ìûé àëãîðèòì � ýòî ìîäåðíèçàöèÿ äâóìåðíîãî àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [4℄,è îáîáùåíèå åãî íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé è íà óðàâíåíèÿ â ïðåîáðàçîâàííûõ êðèâîëèíåé-íûõ êîîðäèíàòàõ. Â êà÷åñòâå áàçîâûõ ðàññìîòðåíû äåêàðòîâà è öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòå-ìû êîîðäèíàò, ÷òî ïîçâîëÿåò â ðàìêàõ åäèíîãî àëãîðèòìà è ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà÷èñëåííî ìîäåëèðîâàòü ðàçëè÷íûå êëàññû çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè. �åàëèçàöèÿ ñõåìû íàäðîáíûõ øàãàõ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îòäåëüíûõ óðàâíåíèé ñêàëÿðíûìè ïðîãîíêàìè è êðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ íåâÿçêè äàâëåíèÿ ñ ââåäåíèåì âíóòðåííèõ èòåðàöèé.Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà ïðîâåäåíî íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ è ïðîñòðàí-ñòâåííûõ çàäà÷. Âàæíî áûëî ïîíÿòü ðàáîòîñïîñîáíîñòü àëãîðèòìà è â êðèâîëèíåéíûõêîîðäèíàòàõ, ïîñêîëüêó ïðè ðåøåíèè ðåàëüíûõ çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ïðå-îáðàçîâàíèå èñõîäíûõ êîîðäèíàò. Â êà÷åñòâå äâóìåðíûõ çàäà÷ ðàññìîòðåíû ïëîñêèåè îñåñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ îêîëî óñòóïà è òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòèâ ðàñøèðÿþùåìñÿ êàíàëå. �åøåíèå ýòèõ çàäà÷ íàõîäèëîñü â ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèéÍàâüå�Ñòîêñà. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ ââîäèëîñü ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäè-íàò, ñãóùàþùåå ñåòêó â îáëàñòè ãðàíèö. �àáîòîñïîñîáíîñòü àëãîðèòìà â òðåõìåðíîéïîñòàíîâêå ïðîâåðåíà íà çàäà÷àõ î òåïëîâîé êîíâåêöèè â êóáå (ñ ïîäîãðåâîì îäíîé èçñòîðîí). Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå èñõîäíîé ìîäåëè óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà äîïîëíÿ-ëèñü óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè. �àçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ åãî ðåøåíèÿ áûëà îñíîâàíàíà ìåòîäå ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè. �àññìîòðåíû ðåæèìû òå÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõâëèÿíèåì êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü. Ýòîò êëàññ çàäà÷ ñ÷èòàåòñÿ îä-íèì èç îñíîâíûõ â ãåî�èçèêå ïðè èññëåäîâàíèè êîíâåêöèè â íåäðàõ Çåìëè [3, 10, 12, 13℄.1. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ è ïîñòàíîâêà êðàåâûõ óñëîâèéÂ êà÷åñòâå èñõîäíîé ìîäåëè áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà âÿçêîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà â áåçðàçìåðíîì âèäå [1℄:divv = 0,

∂v

∂t
+ div (v · v −G) + ∇p = F,

∂T

∂t
+ (∇ · v)T = div (κ∇T ).

(1)



Ìåòîä �àêòîðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âÿçêîé æèäêîñòè 15Çäåñü v, p, T, κ � âåêòîð ñêîðîñòè, äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà è òåïëîïðîâîäíîñòü, F � âåê-òîð âíåøíèõ ñèë, G � òåíçîð ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè. Ïðè çàïèñè óðàâíåíèé ïëîòíîñòüïîëàãàëàñü ïîñòîÿííîé è â äàëüíåéøåì èñêëþ÷åíà èç óðàâíåíèé. Äëÿ ïðîñòîòû èçëî-æåíèÿ çàäà÷ó è ÷èñëåííûé àëãîðèòì äàåì âíà÷àëå äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà áåçóðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. �àññìîòðèì óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà âÿçêîé íåñæèìàå-ìîé æèäêîñòè â öèëèíäðè÷åñêèõ è äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ â âåêòîðíîì âèäå áåç ó÷åòàâíåøíèõ ñèë:
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.Çäåñü xl, vl, (l = 1, 2, 3) � îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò è êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè v,
η � êîý��èöèåíò âÿçêîñòè, H = rj � êîý��èöèåíò Ëàìå. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà j = 0ñîîòâåòñòâóåò äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì, ãäå H = 1, x1 = x, x2 = y, x3 = z è v1 = u, v2 =
v, v3 = w; j = 1 � öèëèíäðè÷åñêèì, ãäå H = r, x1 = z, x2 = r, x3 = ϕ è v1 = vz, v2 =
vr, v3 = vϕ ñîîòâåòñòâåííî. Óðàâíåíèÿ (2) çàïèñàíû â áåçðàçìåðíîì âèäå. Ïðè ïåðåõîäåê áåçðàçìåðíîìó âèäó âåëè÷èíû íîðìèðîâàëèñü íà èõ íåâîçìóùåííûå çíà÷åíèÿ, à âêîý��èöèåíò âÿçêîñòè âíåñåíî ÷èñëî �åéíîëüäñà, ò. å. ïðèíÿòî η = η0/Re. Îòìåòèì,÷òî ìàòðèöà M â ñèñòåìå óðàâíåíèé (2) âûðîæäåííàÿ. Óðàâíåíèÿ (2) äîïîëíÿþòñÿãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Èõ ïîñòàíîâêó ïðîèëëþñòðèðóåì íà çàäà÷å îáîñåñèììåòðè÷íîì òå÷åíèè çà òîðöîì öèëèíäðà (ðèñ. 1).Íà ïîâåðõíîñòè òåëà çàäàíû óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ vz|Γ = vr|Γ = 0.Íà âõîäå, ïðè z = 0, çàäàíû óñëîâèÿ íàáåãàþùåãî ïîòîêà vz = vz(r), vr =0, à íàâûõîäå ïðè z = L çàäàþòñÿ ìÿãêèå óñëîâèÿ ∂f/∂z = 0, ãäå f = (p, vz, vr, vϕ)T .Åñëè òå÷åíèå ñèììåòðè÷íîå, òî âî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè vϕ = 0, ∂/∂ϕ = 0, à íàîñè ñèììåòðèè ïðè r = 0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ ∂vz/∂r = vr = vϕ = 0.Âåðõíÿÿ ãðàíèöà çàäàåòñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî îò îáòåêàåìîãî òåëà è íà íåé ñòàâÿòñÿóñëîâèÿ íàáåãàþùåãî ïîòîêà: vz = 1, vr = 0, vϕ = 0.Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðè t = 0 âî âñåé îáëàñòè, êðîìå ãðàíèö, çàäàíûíóëåâîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè, èëè vz = vz(r), è äàâëåíèå p = onst.
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�èñ. 1. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòüÍàðÿäó ñ äèâåðãåíòíîé �îðìîé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà (2) ïðè ïîñòðîåíèè àëãî-ðèòìà áóäåò èñïîëüçîâàí èõ íåäèâåðãåíòíûé âèä:
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, R =





















0

f1

f2 + j
v2
3

H

f3 + j
v2v3

H





















,

B1 =























0 0 0 0

0 v1
∂

∂x1
− 2

∂

∂x1
η

∂

∂x1
0 0

0 0 v1
∂

∂x1
−

∂

∂x1
η

∂

∂x1
0

0 0 0 v1
∂

∂x1

−
∂

∂x1

η
∂

∂x1























,

B2 =























0 0 0 0

0 v2
∂

∂x2
−

1

H

∂

∂x2
Hη

∂

∂x2
0 0

0 0 v2
∂

∂x2

−
2

H

∂

∂x2

Hη
∂

∂x2

0

0 0 0 v2
∂

∂x2

−
1

H

∂

∂x2

Hη
∂

∂x2























,
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B3 =























0 0 0 0

0
v3

H

∂

∂x3
−

1

H2

∂

∂x3
η

∂

∂x3
0 0

0 0
v3

H

∂

∂x3
−

1

H2

∂

∂x3
η

∂

∂x3
0

0 0 0
v3

H

∂

∂x3
−

2

H2

∂

∂x3
η

∂

∂x3























.

Ïðè çàïèñè óðàâíåíèÿ (3) ìàòðè÷íûé îïåðàòîð B ïðåäñòàâëåí â âèäå ðàñùåïëå-íèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì è ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëåíèÿì. Ìàòðè÷íûå îïåðà-òîðû Bl (l = 1, ..., 3) ó÷èòûâàþò êîíâåêòèâíûå è âÿçêèå ÷ëåíû (ïîâòîðíûå ïðîèçâîä-íûå) â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, îïåðàòîð B0 ñîäåðæèò óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè è ÷ëåíûñ äàâëåíèåì â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, à êîìïîíåíòû f1, f2, f3 âåêòîðà Ô � ñìåøàííûåïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ. Îòìåòèì ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâ-íåíèé â äèâåðãåíòíîì (2) è íåäèâåðãåíòíîì (3) âèäàõ, ò. å. âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèé
Bf − R = W/H. (4)Ýòîò �àêò áóäåò èñïîëüçîâàí ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíûõ ñõåì.2. ×èñëåííûé àëãîðèòìÂâåäåì â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ñ øàãàìè h1, h2, h3 ñîîòâåòñòâåííî.Îïðåäåëèì â óçëàõ ñåòêè i, k, l ñåòî÷íûå �óíêöèè fn = fn

i,k,l è àïïðîêñèìèðóåì ïåðâûåè âòîðûå ïðîèçâîäíûå ñèììåòðè÷íûìè îïåðàòîðàìè ñî âòîðûì ïîðÿäêîì ïî �îðìóëàì
Λ1fi,k,l =

1

2h1
(fi+1,k,l − fi−1,k,l),

Λ1ωΛ1fi,k,l =
1

h2
1

[

ωi+1/2,k,l(fi+1,k,l − fi,k,l) − ωi−1/2,k,l(fi,k,l − fi−1,k,l)
]

,

Λ1ωΛ2fi,k,l =
1

4h1h2
[ωi+1,k,l(fi+1,k+1,l − fi+1,k−1,l) − ωi−1,k,l(fi−1,k+1,l − fi−1,k−1,l)] .

(5)
Ïðîèçâîäíûå ïî äðóãèì íàïðàâëåíèÿì àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïîäîáíûì îáðàçîì. Àï-ïðîêñèìèðóåì ìàòðè÷íûé îïåðàòîð B è âåêòîð W ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè Bh è Whñî âòîðûì ïîðÿäêîì ñîãëàñíî (5). Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2) ðàññìîòðèìðàçíîñòíóþ ñõåìó:

(

M + τα
3
∑

l=0

Bn
lh

)

f
n+1 − f

n

τ
= −

1

H
Wh, (6)ãäå ñòàáèëèçèðóþùèé îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè ñõåìû îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè óðàâ-íåíèé Íàâüå�Ñòîêñà â íåäèâåðãåíòíîé �îðìå, à â ïðàâîé � â äèâåðãåíòíîé. Ýòî âîç-ìîæíî â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè �îðì çàïèñè óðàâíåíèé (4). Ñõåìà (6) ëèíåéíà îòíî-ñèòåëüíî (n + 1)-ãî ñëîÿ è àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèÿ (2) ñ ïîðÿäêîì O(τm + h2), ãäå

h = max(h1, h2,h3), à m = 2 ïðè α = 0.5.Õîòÿ ìàòðèöà M â (6) è ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé, ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåííîå ðàâåí-ñòâî
M + ταBh = (M + ταB0h)

3
∏

l=1

(I + ταBlh) + O(τ 2),



18 À.Â. Áàçîâêèí, Â.Ì. Êîâåíÿ, Î.Ì. Âàâèëîâàè òîãäà âìåñòî ñõåìû (6) ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà ñõåìà ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè
(M + ταB0h)

3
∏

l=1

(I + ταBlh)
f
n+1 − f

n

τ
= −

1

H
Wh,àïïðîêñèìèðóþùàÿ èñõîäíûå óðàâíåíèÿ (2) ñ òåì æå ïîðÿäêîì, ÷òî è áàçîâàÿ ñõåìà (6).Åé ýêâèâàëåíòíà ñõåìà â äðîáíûõ øàãàõ

ξn = −
1

H
Wh,

(M + ταB0h)ξ
n+1/2 = ξn,

(I + ταB1h)ξ
n+4/6 = ξn+1/2,

(I + ταB2h)ξ
n+5/6 = ξn+4/6,

(I + ταB3h)ξ
n+1 = ξn+5/6,

f
n+1 = f

n + τξn+1.

(7)
Îñòàíîâèìñÿ íà åå ðåàëèçàöèè. Íà íóëåâîì øàãå çíà÷åíèå âåêòîðà íåâÿçîê ξ =

(ξp, ξ1, ξ2, ξ3)
T âî âíóòðåííèõ óçëàõ îáëàñòè âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (7),ãäå êîìïîíåíòû âåêòîðà Wh è ìàòðèö Blh ÿâëÿþòñÿ ñåòî÷íûìè àïïðîêñèìàöèÿìè ñî-îòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò âåêòîðà W è ìàòðèö Bl.Íà ïåðâîì äðîáíîì øàãå ðåøàåòñÿ ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

τα

(

Λ1ξ
n+1/2
1 +

1

H
Λ2Hξ

n+1/2
2 +

1

H
Λ3ξ

n+1/2
3

)

= ξn
p ,

ξ
n+1/2
1 = ξn

1 − ταΛ1ξ
n+1/2
p ,

ξ
n+1/2
2 = ξn

2 − ταΛ2ξ
n+1/2
p ,

ξ
n+1/2
3 = ξn

3 −
τα

H
Λ3ξ

n+1/2
p .Èñêëþ÷àÿ çíà÷åíèÿ ξ

n+1/2
j (j = 1, 2, 3) èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì óðàâíåíèåîòíîñèòåëüíî íåâÿçêè äëÿ äàâëåíèÿ:

τα∆hξ
n+1/2
p = fn

p , (8)
fn

p =
(

Λ1ξ
n
1 +

1

H
Λ2Hξn

2 +
1

H2
Λ3ξ

n
3

)

−
1

τα
ξn
p , ∆h = Λ1Λ1 +

1

H
Λ2HΛ2 +

1

H2
Λ3Λ3,ãäå ∆h � ñåòî÷íûé àíàëîã îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Åãî ðåøåíèå íàéäåì êàê ïðåäåëüíîåðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ, íàïðèìåð, ïî ñõåìå ïðè-áëèæåííîé �àêòîðèçàöèè:

(I − ταΛ1Λ1)
(

I −
τα

H
Λ2HΛ2

)(

I −
τα

H2
Λ3Λ3

)

ξν+1
p − ξν

p

τ
= ∆hξ

ν
p − fn

p ,



Ìåòîä �àêòîðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âÿçêîé æèäêîñòè 19èëè ýêâèâàëåíòíîé åé ñõåìå â äðîáíûõ øàãàõ, ðåàëèçóåìîé ñêàëÿðíûìè ïðîãîíêàìè ïîêàæäîìó ïðîñòðàíñòâåííîìó íàïðàâëåíèþ:
ζν = ∆ξν

p − fn
p ,

(I − ταΛ1Λ1)ζ
ν+1/3 = ζν,

(

I −
τα

H
Λ2HΛ2

)

ζν+2/3 = ζν+1/3,
(

I −
τα

H2
Λ3Λ3

)

ζν+1 = ζν+2/3,

ξν+1
p = ξν

p + τζν+1.Èòåðàöèè ïðîäîëæàþòñÿ äî ñõîäèìîñòè, ò. å. äî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ |ξν+1 − ξν| ≤ τδ,ãäå ïàðàìåòð δ ≈ O(h2). Íàðÿäó ñ ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (8)ìîæåò áûòü ðåøåíî è ïî êàêîé-ëèáî èòåðàöèîííîé ñõåìå.Íà âòîðîì äðîáíîì øàãå ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
ξn+4/6
p = ξn+1/2

p ,

[I + τα(v1hΛ1 − 2Λ1ηΛ1)]ξ
n+4/6
1 = ξ

n+1/2
1 ,

[I + τα(v1hΛ1 − Λ1ηΛ1)]ξ
n+4/6
2 = ξ

n+1/2
2 ,

[I + τα(v1hΛ1 − Λ1ηΛ1)]ξ
n+4/6
3 = ξ

n+1/2
3ðåàëèçóåòñÿ ñêàëÿðíûìè ïðîãîíêàìè äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè, à çíà-÷åíèå ξn+4/6

p ïåðåíîñèòñÿ ñ ïðåäûäóùåãî øàãà. Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ ïîâòîðîìó è òðåòüåìó íàïðàâëåíèÿì. Íàêîíåö, íîâûå çíà÷åíèÿ �óíêöèé âû÷èñëÿþòñÿÿâíî ïî �îðìóëàì
vn+1
1 = vn

1 + τξn+1
1 , vn+1

2 = vn
2 + τξn+1

2 , vn+1
3 = vn

3 + τξn+1
2 , pn+1 = pn + τξn+1

pèç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñõåìû (7). Ïðåäëîæåííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ïðèãîäíà äëÿ ðå-øåíèÿ êàê íåñòàöèîíàðíûõ, òàê è ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñòàöèîíàð-íîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ êàê ïðåäåëüíîå ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíûõóðàâíåíèé ñî ñòàöèîíàðíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.3. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèåäâóìåðíûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷Äëÿ àïðîáàöèè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà è èññëåäîâàíèÿ åãî ñâîéñòâ áûëè ïðîâåäåíûðàñ÷åòû ðàçëè÷íûõ òå÷åíèé â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðèáëèæåíèÿõ. Íåêîòîðûå ïðè-ìåðû ðàñ÷åòîâ òå÷åíèé â êàâåðíå ñ äâèæóùåéñÿ êðûøêîé ïî ïîäîáíîé ñõåìå ïðèâåäåíûâ [9℄.3.1. Ìîäåëèðîâàíèå äâóìåðíûõ òå÷åíèéÂ ïåðâîé ñåðèè ðàñ÷åòîâ â ðàìêàõ ïîëíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà â äâóìåðíîì ïðè-áëèæåíèè èññëåäîâàíî òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â êàíàëå çà óñòóïîì



20 À.Â. Áàçîâêèí, Â.Ì. Êîâåíÿ, Î.Ì. Âàâèëîâà(j = 0) è çà òîðöîì öèëèíäðà (j = 1) ïðè ÷èñëàõ Re = 100, 500, 1000. �àñ÷åòû ïðîâåäåíûäëÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1, ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ: âûñîòàðàñ÷åòíîé îáëàñòè H = 1, âûñîòà R = 0.25 è äëèíà L0 = 0.25 óñòóïà â ïëîñêîì ñëó-÷àå èëè öèëèíäðà â îñåñèììåòðè÷íîì. Äëèíà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïðè îáòåêàíèè óñòóïàçàäàâàëàñü ðàâíîé L = 2.5, à ïðè îáòåêàíèè öèëèíäðà âûáèðàëîñü L = 1.0. �àñïðåäåëå-íèå ñêîðîñòè âî âõîäíîì ñå÷åíèè çàäàâàëîñü èç ðåøåíèÿ Ïóàçåéëÿ [2℄ ïðè ðàçëè÷íûõ÷èñëàõ Re. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ïî ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìóáûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû íà ðàçëè÷íûõ ðàñ÷åòíûõ ñåòêàõ. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðàñïðå-äåëåíèÿ ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè v1 ïðè òå÷åíèè îêîëî òîðöà öèëèíäðà äëÿRe = 500 íà ñåòêàõ 40× 80 (öè�ðà 1), 60× 120 (2) è 80× 160 (3) â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè
x1 = 2R = 0.5. Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé íà ñåòêàõ 60 × 120 è 80 × 160ñîâïàäàþò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ïîýòîìó äàëüíåéøèå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ñåòêå
60 × 120. Òèïè÷íàÿ êàðòèíà òå÷åíèÿ çà òîðöîì öèëèíäðà äëÿ Re = 500 ïðèâåäåíà íàðèñ. 3. Èçâåñòíî [1, 2℄, ÷òî äëèíà âîçâðàòíîé çîíû çà òåëîì ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò�îðìû îáòåêàåìîãî òåëà. Îíà ìåíüøå çà öèëèíäðîì, ÷åì çà óñòóïîì, ÷òî îáúÿñíÿåò-ñÿ ðàñòåêàíèåì ïîòîêà çà òîðöîì öèëèíäðà â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ îöåíêèäëèíû îáëàñòè îòðûâíûõ çîí áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ òå÷åíèé îêîëî òîðöà öè-ëèíäðà è óñòóïà äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Re. �åçóëüòàòû ýòèõ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íàðèñ. 4, ãäå êðèâûå 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî îòâå÷àþò ïëîñêîìó è îñåñèììåòðè÷íîìó ñëó÷à-ÿì. Èç ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî äëèíà âîçâðàòíîé çîíû çà òîðöîì öèëèíäðà íå ìåíÿåòñÿóæå ïðè ÷èñëàõ Re ≥ 700.Ñëåäóþùàÿ ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ áûëà ïîñâÿùåíà òå÷åíèþ â ðàñøèðÿþùåìñÿ êàíàëå(ðèñ. 5), âåðõíÿÿ ãðàíèöà êîòîðîãî çàäàâàëàñü ïî �îðìóëå

r = r0(z) =











r1 ïðè 0 < z < z1,

(z − z1)(r1 − r2)/(z1 − z2) + r1,

r2 ïðè z2 < z < 1.Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ áûëî ââåäåíî ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò q1 =
q1(z, r), q2 = q2(z, r), îòîáðàæàþùåå èñõîäíóþ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü íà åäèíè÷íûé êâàä-ðàò. Óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà â ïðåîáðàçîâàííûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ðåøà-

�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè íà ðàçëè÷íûõñåòêàõ: 40 × 80 (1), 60 × 120 (2), 80 × 160 (3) �èñ. 3. �àñïðåäåëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè çàòîðöîì öèëèíäðà äëÿ Re = 500
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü äëèíû âîçâðàòíîé îáëà-ñòè çà òîðöîì ïëàñòèíû (1) è öèëèíäðà (2) �èñ. 5. �àñøèðÿþùèéñÿ êàíàë

à á�èñ. 6. �àñïðåäåëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè â ðàñøèðÿþùåìñÿ êàíàëå äëÿ ϕ = arctg 0.7 (à) è
ϕ = arctg 2 (á)ëèñü ïî ñõåìå ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè. Âèä óðàâíåíèé â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäè-íàòàõ è ðàçíîñòíàÿ ñõåìà èõ ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè. Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ-÷åòîâ èñïîëüçîâàëîñü ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò q1 = z, q2 = [r/r0(z)]b, ÷òî ïîçâîëÿëîñãóùàòü óçëû ñåòêè â îêðåñòíîñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðà b.�åøåíèå çàäà÷ íàõîäèëîñü ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà τ , ïðè-÷åì óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìà ñîõðàíÿëàñü â øèðîêîì äèàïàçîíå åãî èçìåíåíèé. �àñ÷åòûïðîâåäåíû íà ñåòêå 100×100 óçëîâ. Òèïè÷íîå ÷èñëî øàãîâ äî óñòàíîâëåíèÿ ñîñòàâëÿëî
≈ 103 . . . 104 â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ è íà÷àëüíîãî ïîëÿ òå÷åíèÿ. Ïðè âû-áîðå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîòîêà (íàïðèìåð, ïðè äðóãîì÷èñëå Re) ÷èñëî øàãîâ äî óñòàíîâëåíèÿ óìåíüøàëîñü â íåñêîëüêî ðàç. Íèæå ïðèâåäåíûíåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òå÷åíèé â ðàñøèðÿþùåìñÿ êàíàëå. Äëÿ ÷èñåë Re = 102âïëîòü äî óãëà ðàñòâîðà êàíàëà ϕ = arctg 0.75 òå÷åíèå áûëî áåçîòðûâíûì, à ñ óâåëè-÷åíèåì ÷èñåë �åéíîëüäñà è óãëà íàêëîíà êàíàëà äëèíà îáëàñòè âîçâðàòíîãî òå÷åíèÿíà÷èíàëà âîçðàñòàòü. Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé â ðàñøèðÿ-þùåìñÿ êàíàëå ïðè óãëå íàêëîíà ñòåíêè ϕ = arctg 0.7 è ϕ = arctg 2.0 äëÿ Re = 500 èñòåïåíè ñãóùåíèÿ óçëîâ b = 2.0.



22 À.Â. Áàçîâêèí, Â.Ì. Êîâåíÿ, Î.Ì. ÂàâèëîâàÎïûòíûì ïóòåì ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíîå ñãóùåíèå óçëîâ ñåòêè äîñòèãàåòñÿ âäèàïàçîíå 1.3 ≤ b ≤ 2.0, äëÿ íåãî òðåáóåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ òî÷íîñòü ïðè ìèíèìàëüíîì÷èñëå óçëîâ ñåòêè 100 × 100 äëÿ ÷èñåë 102 ≤ Re ≤ 103.Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä îá ý��åêòèâíîñòè ïðåä-ëîæåííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âíåøíåãî îáòåêàíèÿ è âíóòðåííèõ òå÷åíèé âäåêàðòîâûõ, öèëèíäðè÷åñêèõ è êðèâîëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàííûõ êîîðäèíàòàõ.3.2. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ òå÷åíèéÄëÿ îöåíêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè è ý��åêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî âûøå àëãîðèòìà âòðåõìåðíîì ñëó÷àå áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû òå÷åíèé â êóáè÷åñêîé êàâåðíå ñ ïîäîãðå-âîì îäíîé èç ñòîðîí. �åøåíèå çàäà÷è îòûñêèâàëîñü â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Ìîäåëèðîâàíèå äàííîãî êëàññà òå÷åíèé áûëî ïðîâåäåíî â ïðèáëèæåíèè óïðîùåííîéìîäåëè Áóññèíåñêà (1), êîòîðàÿ âêëþ÷àëà óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà (2) ñ ó÷åòîì ñèëòÿæåñòè, íî áåç ó÷åòà êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ, è óðàâíåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû
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(9)
ãäå âèä ýëåìåíòîâ òåíçîðà τlj ïðèâåäåí â (2). Ïðè ïåðåõîäå ê áåçðàçìåðíîìó âèäó ïà-ðàìåòðû ïîòîêà â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ íîðìèðîâàëèñü, êàê ýòî ïðèíÿòî â ãåî�èçèêå(ñì., íàïðèìåð, [12, 13℄), íà ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:
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,ãäå L = 1 � ðàçìåð êàâåðíû, η0, κ0 � êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè è òåìïåðàòóðîïðîâîäíî-ñòè, ∆T � ðàçíîñòü òåìïåðàòóð íà ãðàíèöàõ îáëàñòè, p = p0−ρgz+ onst � îòêëîíåíèåäàâëåíèÿ îò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî, Ra = βρ0gzL
3∆T/(η0κ0) � ÷èñëî �ýëåÿ, β � êîý��è-öèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, gz � êîìïîíåíòà ñèëû òÿæåñòè, íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâî-ïîëîæíî íàïðàâëåíèþ îñè z. �åøåíèå óðàâíåíèé (9) îòûñêèâàëîñü â åäèíè÷íîì êóáå(ðèñ. 7).Ïîëàãàëîñü, ÷òî ÷åðåç âåðõíþþ è íèæíþþ ïîâåðõíîñòè êóáà æèäêîñòü íå ïðîòåêàåò,è íà íèõ çàäàâàëèñü óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé è çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû, ò. å. íàïîâåðõíîñòÿõ z = 0 è z = 1 (0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1) âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ u = v = w = 0,

T (z = 0) = 1, T (z = 0) = 0.Íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ïî ñóòè, ÿâëÿþùèõñÿ �èêòèâíûìè, ñòàâè-ëèñü óñëîâèÿ ñèììåòðèè � óñëîâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ (ðèñ. 7):� íà ïîâåðõíîñòÿõ x = 0 è x = X (0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1) u = ∂υ/∂x = ∂w/∂x = 0;� íà ïîâåðõíîñòÿõ y = 0 è y = Y (0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1) υ = ∂u/∂y = ∂w/∂y = 0.
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à á�èñ. 7. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü è ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèéÊðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-íè ñòàâèëèñü íóëåâûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè u = v = w = 0, çíà÷åíèå äàâëåíèÿ ïîëàãàëîñüïîñòîÿííûì è ðàâíûì p0 = 0.4, à òåìïåðàòóðà T0 (x, y, z) çàäàâàëàñü â âèäå (ñì. [13℄)
T0 (x, y, z) = 1 − z + a (cos (πx) + cos (πy)) sin (πz) . (10)×èñëåííîå ðåøåíèå óïðîùåííûõ óðàâíåíèé íåðàçðûâíîñòè è äâèæåíèÿ â (9) íàõî-äèëîñü ïî ðàçíîñòíîé ñõåìå (7), à äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èñïîëüçî-âàëàñü ñõåìà ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè
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∏
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(12)
�àçíîñòíûå ñõåìû (11) èëè (12) àïïðîêñèìèðóþò èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðè α = 0.5 +

O(τ) ñî âòîðûì ïîðÿäêîì ïî âñåì ïåðåìåííûì è ðåàëèçóþòñÿ íà äðîáíûõ øàãàõ ñêà-ëÿðíûìè ïðîãîíêàìè.Ïî ïðåäëîæåííîé ìîäåëè è àëãîðèòìàì ïðîâåäåíû ìíîãî÷èñëåííûå ðàñ÷åòû íåñòà-öèîíàðíûõ òå÷åíèé æèäêîñòè â êâàäðàòíîé êàâåðíå ñ ïîñòîÿííîé è ïåðåìåííîé âÿçêî-ñòüþ (äâóìåðíûé ñëó÷àé) è òå÷åíèÿ â êóáè÷åñêîé êàâåðíå ïðè ïîäîãðåâå ñíèçó. Ñòàöè-îíàðíûå ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è (ïðè îòñóòñòâèè êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ) ñîîòâåòñòâó-þò ðàâíîâåñíîìó íåïîäâèæíîìó ñîñòîÿíèþ â øèðîêîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ � ÷èñåë�ýëåÿ è êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè (1 ≤ Ra ≤ 103, 10−3 ≤ η ≤ 1). Ïðè ýòîì êàðòèíûòå÷åíèÿ â ïðîöåññå óñòàíîâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âèäà íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåì-ïåðàòóðû (10) ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àëèñü è äëÿ äâóìåðíîãî, è äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àåâ.



24 À.Â. Áàçîâêèí, Â.Ì. Êîâåíÿ, Î.Ì. ÂàâèëîâàÂ äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðè Ra = 1, η = 10−3, íà ìîìåíò âðåìåíè t = 50 ïðè íà÷àëüíîì çà-äàíèè ïàðàìåòðà a = 0 â (10) äâèæåíèå æèäêîñòè áûëî äâóõâèõðåâûì (ðèñ. 8, à), à ïðèçàäàíèè a = 0.2 ñîäåðæàëî îäèí âèõðü ñ êðóãîâûì äâèæåíèåì âîêðóã öåíòðà ïîëîñòè(ðèñ. 8, á). Ïîäîáíûé ðåæèì óñòàíîâëåíèÿ îòìå÷åí â ðàáîòå [3℄. Ïðè óñòàíîâëåíèè îáàðåæèìà âûõîäèëè íà íåïîäâèæíîå ñîñòîÿíèå ñ ïî÷òè ëèíåéíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïå-ðàòóðû. Äëÿ ïðèìåðà íà ðèñ. 9 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ. Ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþîíî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ äëÿ äàâëåíèÿ ∂p/∂z = Ra gz (1 − z).

à á�èñ. 8. Ôóíêöèÿ òîêà: à � ïðè a = 0; á � ïðè a = 0.2

�èñ. 9. �àñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â ñîñòîÿíèèðàâíîâåñèÿ �èñ. 10. Çàâèñèìîñòü âåêòîðà ñêîðîñòè îò ÷èñ-ëà èòåðàöèé



Ìåòîä �àêòîðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âÿçêîé æèäêîñòè 25Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ â òðåõìåðíîé êàâåðíå ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà ñîäåðæàëà, êàêïðàâèëî, 20 óçëîâ ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ, à âðåìåííîé øàã τ ìåíÿëñÿ â çàâèñèìî-ñòè îò ïàðàìåòðîâ ïîòîêà (÷èñåë �ýëåÿ è âÿçêîñòè). �àñ÷åòû òå÷åíèé áûëè ïðîâåäåíûäëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïîòîêà. Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì ðåçóëüòàòûðàñ÷åòîâ ïðè Ra = 3 · 104, η = 1 è íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû â (8) ñïàðàìåòðîì a = 0.2. �ðà�èê âûõîäà íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, ñîîòâåòñòâóþùèé íåïî-äâèæíîìó ñîñòîÿíèþ, ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 10. Îòìåòèì, ÷òî âûõîä íà ñòàöèîíàðíûéðåæèì ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2) äîñòèãàëñÿ çà ≈ 104 èòåðàöèé, õîòÿ äëÿ åãî ïîäòâåðæäå-íèÿ ïðîâîäèëîñü 2 · 104 èòåðàöèé. Îäíà èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê àëãîðèòìà � åãîñïîñîáíîñòü îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðî-âàíèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ íåâÿçêè äàâëåíèÿ (8). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äëÿóñòàíîâëåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà òðåáîâàëîñü äî 200 èòåðàöèé, à çàòåì ÷èñëî èòåðàöèéäî ñõîäèìîñòè óìåíüøàëîñü äî 2�5. Îòìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå óñòàíîâëåíèÿ íàáëþäà-ëàñü áîëåå ñëîæíàÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ äâóìåðíûìè çàäà÷àìè, êîí�èãóðàöèÿ òå÷åíèÿ. Íàðèñ. 11 è 12, à ïðèâåäåíû ïîëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè äëÿ òðåõ ñå÷åíèé êóáà z = 0.5, y = 0.5è x = 0.5 íà ìîìåíò âðåìåíè t = 50. Îòìåòèì, ÷òî â ïëîñêîñòè êóáà ïðè z = 0.5 òå÷åíèåæèäêîñòè ñòðåìèòñÿ ê öåíòðó (ñì. ðèñ. 11, à), â ïëîñêîñòè y = 0.5 (ðèñ. 11, á) âîçíèêàåòâèõðåâîå òå÷åíèå ñ êðóãîâûì âðàùåíèåì â öåíòðå îáëàñòè è çàñòîéíûìè çîíàìè îêîëîâåðõíåé è íèæíåé ïëîñêîñòåé z = 0 è z = 1.Åùå áîëåå ñëîæíàÿ êàðòèíà òå÷åíèÿ èìååò ìåñòî â ñå÷åíèè x = 0.5 (ñì. ðèñ. 12).Â öåíòðå ïëîñêîñòè îáðàçóåòñÿ öåíòðàëüíûé âûòÿíóòûé âèõðü áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè,à ó âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö îáëàñòè � âèõðåâûå çîíû ìàëîé èíòåíñèâíîñòè ñ âðàùåíè-åì â ïðîòèâîïîëîæíîì ê öåíòðàëüíîìó âèõðþ íàïðàâëåíèè. Íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿñêîðîñòè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 12, á. Âèäíî, ÷òî â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ê ïëîñêî-ñòè x = 0.5 ïîòîê æèäêîñòè äâèæåòñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû ñèììåòðè÷íî îñè z = 0.5. Íàðèñ. 13 ïîêàçàíû èçîëèíèè îòêëîíåíèÿ òåìïåðàòóðû δT = T − (1 − z) îò ëèíåéíîãî

à á�èñ. 11. Ïîëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè: à � ñå÷åíèå z = 0.5, max |v| ≈ 0.19; á � ñå÷åíèå y = 0.5,
max |v| ≈ 3.64
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à á�èñ. 12. Ñå÷åíèå x = 0.5: à � ïîëå ñêîðîñòè, max |v| ≈ 1.91; á � èçîëèíèè u

�èñ. 13. Èçîëèíèè îòêëîíåíèÿ òåìïåðàòóðûïî âûñîòå ðàñïðåäåëåíèÿ, îòâå÷àþùåãî ðàâíîâåñíîìó íåïîäâèæíîìó ñîñòîÿíèþ, â ñðå-äèííîì ñå÷åíèè z = 0.5. Â äàííîì ñëó÷àå â ïðàâîì íèæíåì óãëó ñå÷åíèÿ ïðîèñõîäèòïîäúåì íàãðåòîé ñíèçó æèäêîñòè, à â ëåâîì âåðõíåì óãëó � îïóùåíèå æèäêîñòè îõëà-æäåííîé. Ïðè óñòàíîâëåíèè ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîìó ñîñòîÿíèþ, êàê è âäâóìåðíîì ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû, ïîëó÷åííûå èç ðåøåíèÿçàäà÷è î òå÷åíèè æèäêîñòè â êâàäðàòå è â êóáå, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, ÷òî ïîçâîëÿåòñäåëàòü âûâîä î äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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M

∂U

∂t
= −W, W =

2
∑

j=1

∂Wj

∂xj

− F, (13)ãäå
U = H







p

v1

v2





 , W1 = H







v1

v2
1

+ p − τ11

v1v2 − τ12





 , W2 = H







v2

v1v2 − τ12

v2
1

+ p − τ22





 ,

F =







0
0
d





 , M =







0 0 0
0 1 0
0 0 1





 ,

τ11 = 2µ
∂v1

∂x1
, τ22 = 2µ

∂v2

∂x2
, τ12 = µ

(

∂v1

∂x2
+

∂v2

∂x1

)

, d = j

(

p − 2µ
v2

H

)

.Ââåäåì íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ïåðåâîäÿùåå ðàñ÷åòíóþ îáëàñòüâ åäèíè÷íûé êâàäðàò q1 = q1(x1, x2), q2 = q2(x1, x2). Òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ïðå-îáðàçîâàíèå x1 = x1(q1, q2), x2 = x2(q1, q2), à èñõîäíûå è íîâûå ïåðåìåííûå ñâÿçàíûñîîòíîøåíèÿìè
∂

∂xl

=
∂

∂q1

∂q1

∂xl

+
∂

∂q2

∂q2

∂xl

= z1l

∂

∂q1
+ z2l

∂

∂q2
(l = 1, 2).Â ïðåîáðàçîâàííûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ (13) âíîâü ìîãóò áûòü çàïèñàíû â äè-âåðãåíòíîì âèäå:

M
∂U

∂t
= −W, (14)ãäå

U =
U

J
, W =

∂W1

∂q1
+

∂W2

∂q2
−F, W1 = (z11W1 + z12W2)J0, W2 = (z21W1 + z22W2)J0,

J0 =

(

∂x1

∂q1

∂x2

∂q2

−
∂x1

∂q2

∂x2

∂q1

)

, J =
1

J0

� ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ, W = (W1, W2, W3)
T ,
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F = FJ0, J1 =

H

J
, W1 =

∂

∂q1
(J1V1) +

∂

∂q2
(J1V2),

W2 =
∂

∂q1
J1(V1v1 + z11p − σ11) +

∂

∂q2
J1(V2v1 + z21p − σ12),

W3 =
∂

∂q1
J1(V1v2 + z12p − σ21) +

∂

∂q2
J1(V2v2 + z22p − σ22) − jdJ0,

Vl = zl1v1
+ zl2v2

(l = 1, 2), d = p − 2µ
v2

H
, σ11 = z11τ11 + z12τ12, σ12 = z21τ11 + z22τ12,

σ21 = z11τ12 + z12τ22, σ22 = z21τ12 + z22τ22, τ11 = 2µ

(

z11
∂v1

∂q1
+ z21

∂v2

∂q2

)

,

τ22 = 2µ

(

z12
∂v2

∂q1
+ z22

∂v2

∂q2

)

, τ12 = µ

(

z12
∂v1

∂q1
+ z22

∂v1

∂q2
+ z11

∂v2

∂q1
+ z21

∂v2

∂q2

)

.Â íåäèâåðãåíòíîì âèäå óðàâíåíèÿ (14) ïðèìóò âèä
M

∂f

∂t
+ Bf = G, (15)ãäå

B =























0
2
∑

l=1
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∂

∂ql
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∑
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∂

∂ql

H
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∑
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∂

∂ql
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∑
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(Vl

∂

∂ql
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2) 0

2
∑
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∂

∂ql

0
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∑

l=1
(Vl

∂

∂ql

− bl
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,

bl
2 = 2zl1

∂

∂ql

µzl1
∂

∂ql

+
zl2

H

∂

∂ql

Hµzl2
∂

∂ql

,

bl
3 = zl1

∂

∂ql

µzl1
∂

∂ql

+
2zl2

H

∂

∂ql

Hµzl2
∂

∂ql

− 2j
µ

H2
(l = 1, 2).Îïåðàòîð B ñîäåðæèò ïåðâûå è ïîâòîðíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå, à âåêòîð G � ñìå-øàííûå. Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ïåðåïèñûâàþòñÿ è ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ. Ïîäîáíî (2), (7) äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (14), (15) ðàñ-ñìîòðèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó

(M + ταB0h)(I + ταB1h)(I + ταB2h)
f
n+1 − f

n

τ
= −

J

H
Wh (16)èëè ýêâèâàëåíòíóþ åé ñõåìó â äðîáíûõ øàãàõ:

ξn = −WhJ
/

H,

(M + ταB0h)ξ
n+1/3 = ξn,

(I + ταB1h)ξ
n+2/3 = ξn+1/3,

(I + ταB2h)ξ
n+1 = ξn+2/3,

f
n+1 = f

n + τξn+1,

(17)àïïðîêñèìèðóþùèå èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ñ òåì æå ïîðÿäêîì O(τm + h2), ÷òî è â (2).Çäåñü
B0h =











0 z11Λ1 + z21Λ2
z12

H
Λ1H +

z22

H
Λ2H

z11Λ1 + z21Λ2 0 0
z12Λ1 + z22Λ2 0 0











,
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B1h =







0 0 0
0 V1Λ1 − b1

2 0
0 0 V1Λ1 − b1

3





 , B2h =







0 0 0
0 V2Λ2 − b2

2 0
0 0 V2Λ2 − b2

3





 ,à êîý��èöèåíòû ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ Bj çàìåíåíû èõ ðàçíîñòíûìè àíàëîãàìè Bjh.Îñòàíîâèìñÿ íà îñîáåííîñòÿõ ðåàëèçàöèè ñõåìû (17). Çíà÷åíèå âåêòîðà ξn íàõîäèòñÿÿâíî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñõåìû, ãäå êîìïîíåíòû âåêòîðà Wh ÿâëÿþòñÿ ñåòî÷íûìèàïïðîêñèìàöèÿìè êîìïîíåíò âåêòîðà W:
W1h = Λ1t1 + Λ2t2,

W2h = Λ1(t1v1) + Λ1J1(z11p − σ11) + Λ2(t2v1) + Λ2J1(z21p − σ12),

W3h = Λ1(t1v2) + Λ1J1(z12p − σ21) + Λ2(t2v2) + Λ2J1(z22p − σ22) − jJ0

(

p − 2µ
v2

H

)

,

tl = J1Vl, à êîý��èöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàìåíåíû èõ ðàçíîñòíûìè àíà-ëîãàìè:
z11 = JΛ2x2, z12 = −JΛ2x1, z21 = −JΛ1x2, z22 = JΛ1x1.Íà ïåðâîì äðîáíîì øàãå ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

τα(z11Λ1 + z21Λ2)ξ
n+1/3
1 + τα

(

z12

H
Λ1H +

z22

H
Λ2H

)

ξ
n+1/3
2 = ξn

p ,

ξ
n+1/3
1 = ξn

1 − τα(z11Λ1 + z21Λ2)ξ
n+1/3
p ,

ξ
n+1/3
2 = ξn

2 − τα(z12Λ1 + z22Λ2)ξ
n+1/3
p .

(18)Èñêëþ÷àÿ çíà÷åíèÿ ξ
n+1/3
1 , ξ

n+1/3
2 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (18), ïîëó÷èì ñåòî÷íûéàíàëîã óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà:

Rphξ
n+1/2
p = fn

p , (19)ãäå
Rph = τα

[

2
∑

l=1

(

zl1Λlzl1Λl +
zl2

H
ΛlHzl2Λl

)

+ z11Λ1z21Λ2+

+z21Λ2z11Λ1 +
z12

H
Λ1Hz22Λ2 +

z22

H
Λ2Hz12Λ1

]

,

fn
p =

(

z11Λ1ξ
n
1 + z21Λ2ξ

n
1 +

z12

H
Λ1Hξn

2 +
z22

H
Λ2Hξn

2

)

−
1

τα
ξn
p .Åãî ðåøåíèå áóäåì íàõîäèòü êàê ïðåäåëüíîå ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ,íàïðèìåð, ïî ñõåìå ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ:

2
∏

l=1

[

I − τα

(

zl1Λlzl1Λl +
zl2

H
ΛlHzl2Λl

)]

ξν+1
p − ξν

p

τ
= Rphξ

ν
p − fn

p ,èëè ïî ýêâèâàëåíòíîé åé ñõåìå â äðîáíûõ øàãàõ, ðåàëèçóåìîé ñêàëÿðíûìè ïðîãîíêàìèïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ:
ζν = Rphξ

ν
p − fn

p ,
[

I − τα

(

z11Λ1z11Λ1 +
z12

H
Λ1Hz12Λ1

)]

ζν+1/2 = ζν,
[

I − τα(z21Λ2z21Λ2 +
z22

H
Λ2Hz22Λ2)

]

ζν+1 = ζν+1/2,

ξν+1
p = ξν

p + τζν+1.



30 À.Â. Áàçîâêèí, Â.Ì. Êîâåíÿ, Î.Ì. ÂàâèëîâàÈòåðàöèè ïðîäîëæàþòñÿ äî ñõîäèìîñòè, ò. å. äî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ |ξν+1 − ξν| ≤ τδ,ãäå ïàðàìåòð δ ≈ 10−3. Íàðÿäó ñ ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (19) ìî-æåò áûòü ðåøåíî è ïî èòåðàöèîííîé ñõåìå. Íà âòîðîì äðîáíîì øàãå ñèñòåìà ðàçíîñò-íûõ óðàâíåíèé
[

1 + τα

(

V1Λ1 − 2z11Λ1µz11Λ1 −
z12

H
Λ1Hµz12Λ1,

)]

ξ
n+2/3
1 = ξ

n+1/3
1 ,

[

1 + τα

(

V1Λ1 − z11Λ1µz11Λ1 − 2
z12

H
Λ1Hµz12Λ1,

)]

ξ
n+2/3
2 = ξ

n+1/3
2ðåàëèçóåòñÿ ñêàëÿðíûìè ïðîãîíêàìè äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ξ

n+2/3
l .Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ è íà òðåòüåì øàãå:

[

I + τα

(

V2Λ2 − 2z21Λ2µz21Λ2 −
z22

H
Λ2Hµz21Λ2

)]

ξn+1
1 = ξ

n+2/3
1 ,

[

I + τα

(

V2Λ2 − z21Λ2µz21Λ2 − 2
z22

H
Λ2Hµz22Λ2 + 2j

µ

H2

)]

ξn+1
2 = ξ

n+2/3
2 .Íàêîíåö, íîâûå çíà÷åíèÿ �óíêöèé âû÷èñëÿþòñÿ ÿâíî ïî �îðìóëàì

vn+1
1 = vn+1

1 + τξn+1
1 , vn+1

2 = vn
2 + τξn+1

2 , pn+1 = pn + τξn+1
pèç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñõåìû (17). Ïðåäëîæåííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ïðèãîäíà äëÿ ðå-øåíèÿ êàê íåñòàöèîíàðíûõ, òàê è ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñòàöèîíàð-íîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ êàê ïðåäåëüíîå ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíûõóðàâíåíèé ñî ñòàöèîíàðíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà. Ì.: Íàóêà, 1988. Ò. 6. �èäðîäèíà-ìèêà. 736 ñ.[2℄ Ëîéöÿíñêèé Ë.�. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. Ì.: Íàóêà, 1978. 736 ñ.[3℄ Òàðóíèí Å.Ë. Íåëèíåéíûå çàäà÷è òåïëîâîé êîíâåêöèè. Èçáðàííûå òðóäû. Ïåðìü:Èçä-âî Ï�Ó, ÏÑÈ, ÏÑÈ ÌÎÑÓ, ÏÑÑ�Ê, 2002. 216 ñ.[4℄ Ëàäûæåíñêàÿ Î.À. Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû äèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêî-ñòè. Ì.: Íàóêà, 1970. 288 ñ.[5℄ Ïàñêîíîâ Â.Ì., Ïîëåæàåâ Â.È., ×óäîâ Ë.À. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâòåïëî- è ìàññîîáìåíà. Ì.: Íàóêà, 1984. 288 ñ.[6℄ Òîëñòûõ À.È. Êîìïàêòíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû è èõ ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ ãèäðîäèíà-ìèêè. Ì.: Íàóêà, 1996. 230 ñ.[7℄ Êîâåíÿ Â.Ì. �àçíîñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷: êóðñ ëåêöèé. Íîâîñè-áèðñê: Í�Ó, 2004. 146 ñ.[8℄ ßíåíêî Í.Í. Ìåòîä äðîáíûõ øàãîâ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �è-çèêè. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà ÑÎ, 1976. 196 ñ.[9℄ Êîâåíÿ Â.Ì. Îá îäíîì àëãîðèòìå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà âÿçêîé íåñæèìà-åìîé æèäêîñòè // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 2006. Ò. 11, � 2. Ñ. 39�51.
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