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Ìîäåëèðîâàíèå àíèçîòðîïíûõ ìåòàìàòåðèàëîâñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèèìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ äëÿ ðåøåíèÿíåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Màêñâåëëà∗Ë.Þ. ÏðîêîïüåâàÓ÷ðåæäåíèå �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóêÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: ludmila.prokopeva�it.ns.ruÏðåäñòàâëåí ý��åêòèâíûé êîíå÷íî-îáúåìíûé ìåòîä äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåê-òðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé â ìåòàìàòåðèàëàõ � èñêóññòâåííûõ íàíîñòðóêòóðèðîâàí-íûõ ñðåäàõ. Ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ ðàñïàðàëëåëåí äëÿ ïðèìåíåíèÿ âûñîêîïðî-èçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äåêîìïîçèöèè âû÷èñëèòåëüíîé îá-ëàñòè è ìîäè�èöèðîâàí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ.Ïðèìåíåíèå êîíå÷íî-îáúåìíîãî ìåòîäà äåìîíñòðèðóåòñÿ íà çàäà÷å ìîäåëèðîâà-íèÿ ãèïåðëèíçû � îïòè÷åñêîãî ïðèáîðà íà îñíîâå àíèçîòðîïíîãî ìåòàìàòåðèàëà,êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòü äè�ðàêöèîííûé ïðåäåë ñòàíäàðòíîé îïòèêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ, ïàðàëëåëü-íûå âû÷èñëåíèÿ, àíèçîòðîïíàÿ ñðåäà, ìåòàìàòåðèàëû, ãèïåðëèíçà.ÂâåäåíèåÎäíî èç àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ ïðèëîæåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíå-íèé Ìàêñâåëëà îáóñëîâëåíî ðàçâèòèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâà-íèé â îáëàñòè íàíî�îòîíèêè. Ñåé÷àñ ðàçðàáîòêè íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ îïòè÷åñêèõìàòåðèàëîâ ñ íåòðèâèàëüíûìè ñâîéñòâàìè äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ ñîâðåìåííûõ îïòè÷å-ñêèõ ïðèáîðîâ âåäóòñÿ âî ìíîãèõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ëàáîðàòîðèÿõ. Â ïîñëåäíèåãîäû èññëåäîâàòåëÿì óäàåòñÿ ïîëó÷àòü ìàòåðèàëû ñ êàðäèíàëüíî íîâûìè ýëåêòðîìàã-íèòíûìè ñâîéñòâàìè, íå íàáëþäàåìûìè ðàíåå â ïðèðîäå è äàæå íå èçâåñòíûìè ïðåæäåêëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå, à ïîòîìó íàçâàííûìè ìåòàìàòåðèàëàìè (îò ãðå÷. �ìå-òà� � çà ïðåäåëàìè, ñâåðõ). Èíòåðåñíî, ÷òî ðîäîíà÷àëüíèêîì îäíîãî èç òàêèõ íàïðàâëå-íèé ñòàë ðîññèéñêèé ó÷åíûé Â.�. Âåñåëàãî, âïåðâûå îáîáùèâøèé êëàññè÷åñêèå çàêîíû�èçèêè äëÿ ìàòåðèàëîâ, èìåþùèõ îòðèöàòåëüíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ [1℄. Ýòè åãîðàáîòû ïîëó÷èëè øèðîêîå ïðèçíàíèå òîëüêî ïîñëå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäòâåðæäåíèÿñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ ñ ïðèìåíåíèåì ìåòàëëè÷åñêèõ íàíîðåçîíàòîðîâ, ïå-ðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ â äèýëåêòðèêå [2 � 9℄. Äðóãîé, íå ìåíåå ðåâîëþöèîííîé, ðàç-âèâàþùåéñÿ òåõíîëîãèåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòàìàòåðèàëîâ, èìåþùåé íåïîñðåäñòâåí-íîå îòíîøåíèå ê äàííîé ðàáîòå, ÿâëÿåòñÿ ïîïûòêà ïðåîäîëåòü äè�ðàêöèîííûé ïðåäåë
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Ìîäåëèðîâàíèå ìåòàìàòåðèàëîâ ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîé âåðñèè ÌÊÎ 59îïòè÷åñêîé ëèíçû [10 � 14℄. È, íàêîíåö, ñàìûì ëþáîïûòíûì, ïîæàëóé, ýêñïåðèìåíòîì âîáëàñòè ìåòàìàòåðèàëîâ îêàçàëñÿ ïðîåêò ñîçäàíèÿ �ïëàùà-íåâèäèìêè� (loaking devie).Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîñëåäíåãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñîçäàíèè òàêîé íàíîñòðóêòóðèðîâàííîé îïòè-÷åñêîé ñðåäû âîêðóã ìàñêèðóåìîãî îáúåêòà, êîòîðóþ îïòè÷åñêèé èìïóëüñ ïðîõîäèë áûáåç ïîãëîùåíèÿ è îòðàæåíèÿ, �àêòè÷åñêè îãèáàÿ îáúåêò, ÷òî ñäåëàëî áû åãî íåâèäèìûìäëÿ ñòîðîííåãî íàáëþäàòåëÿ [15 � 20℄.Ìàñøòàáû ïîäîáíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñèëüíî îãðàíè÷åíû èõ ñëîæíîñòüþ, êðîìå òîãî,ýêñïåðèìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò, âîîáùå ãîâîðÿ, òðåáóåò òùàòåëüíîé ïðîâåðêè. Â íàñòî-ÿùåå âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîëíîöåííûé ìåòîäíàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ñòàíîâÿñü íàðÿäó ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé íàóêîé ïî-íàñòîÿùåìóíåçàìåíèìûì â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îñëîæíåíû ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòà è òåîðåòè÷å-ñêèé àíàëèç âñåõ àñïåêòîâ èññëåäóåìîãî ÿâëåíèÿ.Íà äàííûé ìîìåíò â ëàáîðàòîðèÿõ, çàíèìàþùèõñÿ èññëåäîâàíèÿìè ìåòàìàòåðèà-ëîâ, äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ÷àùå âñåãî ïðèáåãàþò ê èñïîëüçîâàíèþêîììåð÷åñêîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, òàêîãî êàê, íàïðèìåð, COMSOL MULTI-PHYSICS èëè ANSYS, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îäíàêî ñîâðåìåí-íûå òðåáîâàíèÿ ê ÷èñëåííûì ðàñ÷åòàì âêëþ÷àþò â ñåáÿ âîçìîæíîñòü ñåòîê ý��åêòèâíîïîêðûâàòü ñëîæíûå îáúåêòû ñ íåòðèâèàëüíîé ãåîìåòðèåé, àäåêâàòíîå îïèñàíèå �èçè-÷åñêèõ ïðîöåññîâ â êîìïîçèòíûõ ñðåäàõ äèýëåêòðèê�ìåòàëë, âîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿâû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõñèñòåì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîâûøåííîå âíèìàíèå â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàëî óäåëÿòüñÿ ìåòî-äàì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íà íåñòðóêòóðèðîâàí-íûõ ñåòêàõ, òàêèì êàê ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ [21 � 25℄.Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ðÿä îñîáåííîñòåé, ó÷åò êîòîðûõ íåîáõîäèì äëÿ àäåêâàòíîãîìîäåëèðîâàíèÿ îáúåêòîâ. Ïðåæäå âñåãî äëÿ ìåòàìàòåðèàëîâ õàðàêòåðíî ïðèñóòñòâèåðàçëè÷íûõ êîìïîçèòîâ äèýëåêòðèê�ìåòàëë èëè äèýëåêòðèê�äèýëåêòðèê. Íàïðèìåð,âî âñåõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ïîëó÷åíèåì îòðèöàòåëüíîãî ìàãíèòíîãî îòêëèêà âíåêîòîðîì äèàïàçîíå äëèí âîëí èçëó÷åíèÿ, áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü èñêóññòâåííûå ìåòàë-ëè÷åñêèå ðåçîíàòîðû îïðåäåëåííîé �îðìû, ïåðèîäè÷åñêèì îáðàçîì ðàñïîëîæåííûå âäèýëåêòðèêå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîæíîñòè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà òàêèõ ñòðóêòóð ýòî îçíà-÷àåò, ÷òî ìåòîä äîëæåí áûòü àäàïòèðîâàí ê ðàñ÷åòó ñðåä ñî ñêà÷êîîáðàçíî èçìåíÿþùè-ìèñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, êîðåííûì îáðàçîì âëèÿåò íà�îðìàëüíûé ïîðÿäîê ÷èñëåííîé ñõåìû, êîòîðûé èçíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàåò äîñòàòî÷íóþãëàäêîñòü ýòèõ �óíêöèé. Íàïðèìåð, äëÿ ñòàíäàðòíûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì ïîâå-äåíèå íà ðàçðûâàõ áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ çíà÷èòåëüíîé äèñïåðñèåé, ïîýòîìó ÷àñòîïðè ðàñ÷åòàõ ïðèáåãàþò ê ïðåäâàðèòåëüíîìó ñãëàæèâàíèþ ýëåêòðîìàãíèòíûõ õàðàêòå-ðèñòèê îáúåêòîâ. Îäíàêî, êîãäà ðå÷ü èäåò î ñòðóêòóðàõ ïîðÿäêà 10 íì, ïðè ìîäåëèðî-âàíèè îáðàçöîâ óæå ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ìèëëèìåòðîâ è áîëåå òàêîé ïîäõîä ëèáî áóäåòíåàäåêâàòíî îïèñûâàòü âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñî ñëèøêîì ðàçìû-òûì �ðîíòîì (ïî îòíîøåíèþ ê ìàñøòàáàì îáúåêòà), ëèáî ïðèâåäåò ê äðàìàòè÷åñêîìóóâåëè÷åíèþ ÷èñëà ðàñ÷åòíûõ óçëîâ ñåòêè.Ïî ýòèì ïðè÷èíàì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé â ñëîæíûõ íàíî-ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñðåäàõ íåîáõîäèìû ñïåöèàëüíûå ý��åêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäûíà àäàïòèðîâàííûõ ê ãåîìåòðèè ñòðóêòóðû ñåòêàõ. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ òàêèõ öåëåéïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíî ìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ íàíåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ. Îñîáåííîñòè ðåàëèçóåìîãî ìåòîäà çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäó-þùåì.



60 Ë.Þ. ÏðîêîïüåâàÂî-ïåðâûõ, â êîíå÷íî-îáúåìíîé �îðìóëèðîâêå, ñëåäóþùåé èç �îðìóëû �àóññà�Îñòðîãðàäñêîãî, ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå ïîòîêà ïîëÿ íà ðåáðàõ (ãðàíÿõ �äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ). Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå àïïðîêñèìàöèåé äèñêðåò-íîãî ïîëÿ èç öåíòðîâ ïðàâîãî è ëåâîãî êîíå÷íûõ îáúåìîâ, ìîãóò ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ,îñîáåííî íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòîêà òî÷íî ðåøàåòñÿ îäíî-ìåðíàÿ çàäà÷à �èìàíà âäîëü íîðìàëè ê ðåáðó (ãðàíè).Âî-âòîðûõ, èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ ãðàäèåí-òîâ ïîëÿ, ÷òî òàêæå ïîâûøàåò òî÷íîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ êîìïîçèòíûõ ñðåä. Âðàáîòå [26℄ ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ìîäè�èêàöèè ïîçâîëÿþò ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíèòü âòîðîéïîðÿäîê òî÷íîñòè äëÿ ñðåä, ñîäåðæàùèõ îáëàñòè ñ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè çíà÷åíè-ÿìè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè.Â-òðåòüèõ, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ �èçè÷åñêèõ çàäà÷ ïðåäñêàçàòü äàæå äàëü-íåå ïîëå1 óäàåòñÿ íå âñåãäà, è ÷òîáû ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, òðåáó-åòñÿ àêêóðàòíàÿ ïîñòàíîâêà ïîãëîùàþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â êîíå÷íî-îáúåìíûå ìå-òîäû òåõíèêà ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïîãëîùàþùåãî ñëîÿ (PML) ïðèøëà èç êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ [27℄, è ý��åêòèâíîñòü åå ðàçëè÷íûõ ìîäè�èêàöèé àêòèâíî îáñóæ-äàåòñÿ, íàïðèìåð, â [28℄. Îäíàêî â äàííîé ðàáîòå óñïåøíî èñïîëüçîâàëèñü áîëåå ïðî-ñòûå ëîêàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (Silver-Mueller ondition), â îáùåì ñëó÷àå èìåþùèåïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.Â-÷åòâåðòûõ, ýòî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà äëÿ àíèçîòðîïíîé ñðåäû. Äåëî â òîì, ÷òî ìî-äåëèðîâàíèå àíèçîòðîïíûõ ñðåä ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-îáúåìíûõ ìåòîäîâ íå÷àñòî âñòðå-÷àåòñÿ â ëèòåðàòóðå, õîòÿ òåõíè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìåòîäîâ, ðàç-ðàáîòàííûõ â ïðåäïîëîæåíèè èçîòðîïíîñòè ñðåäû.Â-ïÿòûõ, ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ âîçìîæíûì íåäîñòàòêîì âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâïðè íåîáõîäèìîñòè ðàñ÷åòîâ ñêîëüêî-íèáóäü ñóùåñòâåííîãî îáðàçöà íàíîñòðóêòóðèðî-âàííîãî ìåòàìàòåðèàëà, �àêòè÷åñêè ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîé ïàðàëëåëüíîéâåðñèè ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ [29℄. Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì îñíîâàí íà äåêîìïî-çèöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ïðî-âåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ íà îòäåëüíîì ïðîöåññîðå, à îáìåí íåîáõîäèìûìè çíà÷åíèÿìè ìåæäóïðîöåññîðàìè ðåàëèçîâàí ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè MPI, ÷òî ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü âû÷èñ-ëåíèÿ íà ñîâðåìåííûõ ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåìàõ ðàçëè÷íîé àðõèòåêòóðû. Òàêèìîáðàçîì, âîïðîñ î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè óïèðàåòñÿ ëèøü â âîçìîæíîñòè ñîâðå-ìåííûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êîòîðûõ, íàäî ñêàçàòü, âîò óæå 40 ëåò÷åòêî ñëåäóÿ �çàêîíó Ìóðà�, óäâàèâàåòñÿ êàæäûå 18 ìåñÿöåâ, è óæå ïðåâîñõîäèò 1015îïåðàöèé ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé â 1 ñ (�RoadRunner� [30℄).�àçðàáàòûâàåìûé ÷èñëåííûé ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàð-íûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà òåñòèðîâàëñÿ íà çàäà÷àõ äè�ðàêöèè ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèò-íîé âîëíû íà ìåòàëëè÷åñêîì öèëèíäðå è äèýëåêòðè÷åñêîì ãðàäèåíòíîì öèëèíäðå [31℄.Â äàííîé ðàáîòå ìåòîä îáîáùåí äëÿ àíèçîòðîïíûõ ñðåä è ñ åãî ïîìîùüþ ïðîâåäåíîìîäåëèðîâàíèå öèëèíäðè÷åñêèõ ãèïåðëèíç, ðàçðàáîòêîé êîòîðûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿçàíèìàåòñÿ îäíà èç âåäóùèõ â èññëåäîâàíèè ìåòàìàòåðèàëîâ ëàáîðàòîðèÿ â óíèâåð-ñèòåòå Purdue (ÑØÀ, øòàò Èíäèàíà). �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü âýòîé ðàáîòå, áûëè ïðåäñòàâëåíû íà êîí�åðåíöèè [32℄, çäåñü æå ïîäðîáíî èçëàãàþòñÿïðèìåíÿåìûé àëãîðèòì è ÷èñëåííûé ìåòîä.1Ïîä äàëüíèì ïîëåì â òåîðèè ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ïîíèìàåòñÿ ïîëå íà ðàññòîÿíèè,ïðåâûøàþùåì äëèíó âîëíû èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ.



Ìîäåëèðîâàíèå ìåòàìàòåðèàëîâ ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîé âåðñèè ÌÊÎ 611. �èïåðëèíçàÎäíîé èç ðàçðàáîòîê â îáëàñòè ìåòàìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ èçîáðåòåíèå ïîä íàçâàíèåìãèïåðëèíçà � ïðèáîð, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè àíèçîòðîïíûõ ìåòàìàòåðèàëîâ,êîòîðûé ñïîñîáåí ðàçëè÷àòü ïðåäìåòû ìåíåå ïîëîâèíû äëèíû âîëíû âèäèìîãî ñâåòà(äè�ðàêöèîííûé ïðåäåë) è ïðîåöèðîâàòü èçîáðàæåíèå â äàëüíåå ïîëå, ãäå ñ ïîìîùüþñòàíäàðòíîé îïòèêè èçîáðàæåíèå ìîæåò áûòü óâåëè÷åíî äàëåå äî íóæíûõ ðàçìåðîâ.Îðèãèíàëüíàÿ èäåÿ ïðèáîðà îïèñàíà â [10, 11℄, ïîñëåäîâàâøèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîä-òâåðæäåíèÿ ðàáîòû ïðèáîðà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [12, 13℄. Îäíàêî â ïðèâåäåííûõðàáîòàõ íåäîñòàòêîì ïðåäëàãàåìîãî äèçàéíà ÿâëÿëîñü òî, ÷òî íà ãðàíèöàõ ãèïåðëèíçûèìïåäàíñ η =
√

µ/ε ïðåòåðïåâàë ñóùåñòâåííûé ñêà÷îê. Ýòî ïðèâîäèëî ê ÷àñòè÷íîìóîòðàæåíèþ îïòè÷åñêîãî ñèãíàëà è çíà÷èòåëüíî óìåíüøàëî åãî èíòåíñèâíîñòü íà âûõî-äå. Ïîýòîìó ïîçæå â [14℄ áûëè ðàçðàáîòàíû ìîäåëè �âíóòðåííåé� è �âíåøíåé� ãèïåð-ëèíç, ïîñòðîåííûå íà óñëîâèè ðàâåíñòâà èìïåäàíñîâ íà âíåøíåé è âíóòðåííåé ãðàíèöàõïðèáîðà ñîîòâåòñòâåííî è ïðè ýòîì ÿâëÿþùèåñÿ íåìàãíèòíûìè ñðåäàìè (èçãîòîâëåíèåìåòàìàòåðèàëîâ, èìåþùèõ ìàãíèòíûé îòêëèê íà îïòè÷åñêèõ ÷àñòîòàõ, ïðåäñòàâëÿåòñîáîé îòäåëüíóþ, ñëîæíóþ â ýêñïåðèìåíòå, çàäà÷ó). Â äàííîé ðàáîòå áóäåò ïðîâåäåíîìîäåëèðîâàíèå ýòèõ ïðèáîðîâ è ÷èñëåííî ïðîäåìîíñòðèðîâàíà èõ ðàáîòà.Â ìîäåëè öèëèíäðè÷åñêàÿ ãèïåðëèíçà íàõîäèòñÿ â âàêóóìå (εr = 1) è ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé áåñêîíå÷íûé â íàïðàâëåíèè îñè z öèëèíäð (â ñå÷åíèè èçîáðàæåí íà ðèñ. 1)ñ âûêîëîòîé ñåðäöåâèíîé:
{ (ρ, φ, z) | a ≤ ρ ≤ l, 0 ≤ φ < 2π, −∞ < z < +∞}. (1)Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ãèïåðëèíç âûâîäèò-ñÿ â [14℄. Äëÿ âíóòðåííåé ãèïåðëèíçû óñëîâèå ðàâåíñòâà èìïåäàíñîâ ïðè ρ = a ïðèâîäèòê ñîîòíîøåíèÿì

ερ(ρ) = (rτ)/ρ, εφ(ρ) = ρ/r, a ≤ ρ ≤ l. (2)Àíàëîãè÷íî, äëÿ âíåøíåé ãèïåðëèíçû èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà èìïåäàíñîâ ïðè ρ = lñîîòíîøåíèÿ ïðèìóò âèä
ερ(ρ) = (rτ)/ρ, εφ(ρ) = (ρ/r)/(b/l), a ≤ ρ ≤ l. (3)Çäåñü, êàê è â (2), ερ, εφ � íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà îòíîñèòåëüíîé äèýëåê-òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ εr =

(

ερ 0
0 εφ

), (Dρ, Dφ)
T =

a

l

�èñ. 1. �èïåðëèíçà: âíóòðåííèé ðàäèóñ a = 600 íì, âíåøíèé ðàäèóñ l = 3 ìêì; íà îêðóæíîñòü,îòìå÷åííóþ øòðèõîâîé ëèíèåé, ïîìåùåíû èñòî÷íèêè



62 Ë.Þ. Ïðîêîïüåâà
ε0εr (Eρ, Eφ)

T ; r(ρ) = τ−1(ρ − l) + b � âûáðàííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò,êîòîðîå âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò êîëüöî {a ≤ ρ ≤ l} íà êîëüöî {a ≤ r ≤ b},ïðè÷åì r(a) = a, r(l) = b; êîý��èöèåíò τ = (l−a)/(b−a); ïàðàìåòðû ëèíçû a = 600 íì,
b = 610 íì, l = 3 ìêì (ðèñ. 1).Äàëåå, íà äóãó îêðóæíîñòè

{

(ρ, φ)| ρ = a − 30 íì,
3π

4
≤ φ ≤

5π

4

}ïîìåùàþòñÿ ïÿòü æåñòêèõ êîãåðåíòíûõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ ñâåòà ñ äëèíîéâîëíû λ = 632 íì è àìïëèòóäîé ðàâíîé:
A(φ) =







1, φ ∈
4
⋃

k=0

[

3π

4
+

2kπ

18
;

3π

4
+

(2k + 1)π

18

]

,

0, èíà÷å, 3π/4 ≤ φ ≤ 5π/4. (4)Òåîðåòè÷åñêè òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ äîëæíà òî÷íî ïðîåöèðîâàòü ïÿòü èñòî÷íèêîâ ñèíòåð�åéñà ρ = a íà ρ = l, ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó èìïåäàíñ íå òåðïèò ñêà÷êà òîëüêîíà îäíîé ãðàíèöå (âíóòðåííåé ëèáî âíåøíåé ãðàíèöå ãèïåðëèíçû), ñëåäóåò îæèäàòü,÷òî ÷àñòü ýíåðãèè ñâåòîâîãî èçëó÷åíèÿ îòðàçèòñÿ îò äðóãîé ãðàíèöû (âíåøíåé ëèáîâíóòðåííåé ñîîòâåòñòâåííî). Äëÿ òîãî ÷òîáû êà÷åñòâåííî îöåíèòü ðàáîòó ïðèáîðîâ èóðîâåíü ïîòåðü âñëåäñòâèå îòðàæåíèÿ, ñìîäåëèðóåì ðàñïðîñòðàíåíèå îïòè÷åñêîãî èì-ïóëüñà (4) âî âíóòðåííåé è âíåøíåé ãèïåðëèíçàõ (2), (3) ÷èñëåííî, èñïîëüçóÿ ìåòîäêîíå÷íûõ îáúåìîâ âî âðåìåííîé îáëàñòè.2. Ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ äëÿ àíèçîòðîïíûõ ñðåäÌîäåëèðîâàíèå ãèïåðëèíçûÂ îáùåì ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îïèñûâàåòñÿ ïîëíûìè óðàâ-íåíèÿìè Ìàêñâåëëà, êðîìå òîãî, äëÿ îïòè÷åñêîé íåìàãíèòíîé ñðåäû ñðàçó áóäåì ïðåä-ïîëàãàòü µr = 1 è îòñóòñòâèå ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ div D = 0:






















∂D

∂t
− rotH = 0, ãäå D(ω) = ε0εrE,

∂B

∂t
+ rotE = 0, ãäå B = µ0H,

div D = 0, div B = 0.

(5)Â äàííîì ñëó÷àå çàäà÷à èìååò ðåøåíèå â âèäå ÒÌ-âîëíû E = (Ex, Ey, 0),
H = (0, 0, Hz), äëÿ êîòîðîé óðàâíåíèÿ (5) â ìàòðè÷íîé �îðìå ïðèìóò âèä

∂U

∂t
+

∂

∂x
A1U +

∂

∂y
A2U = 0, (6)ãäå

A1 =





0 0 0
0 0 µ−1

0

ε−1
0 ε−1

xy ε−1
0 ε−1

yy 0



 , A2 =





0 0 −µ−1
0

0 0 0
−ε−1

0 ε−1
xx −ε−1

0 ε−1
xy 0



 , U =





Dx

Dy

Bz



 . (7)



Ìîäåëèðîâàíèå ìåòàìàòåðèàëîâ ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîé âåðñèè ÌÊÎ 63à á â

�èñ. 2. Òðåóãîëüíàÿ ñåòêà, àäàïòèðîâàííàÿ ê ãåîìåòðèè ëèíçû (à); åòêà, ðàçðåøàþùàÿ èñòî÷-íèêè ïîëÿ, êîòîðûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè èìåþò êîíå÷íóþ ìàëóþ øèðèíó (á ); ñåòêà, íàìåðåííîñãóùåííàÿ âáëèçè ãðàíèöû, ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå ïðèìåíÿþòñÿ ãðóáûå ëîêàëüíûå ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ (â)Çäåñü ε−1
∗∗

� êîìïîíåíòû îáðàòíîãî òåíçîðà îòíîñèòåëüíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-ìîñòè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç èçâåñòíûå ερ, εφ(2), (3):
ε−1

xx =
cos2 φ

ερ

+
sin2 φ

εφ

, ε−1
yy =

cos2 φ

εφ

+
sin2 φ

ερ

, ε−1
xy = sin φ cos φ

(

1

ερ

−
1

εφ

)

. (8)Äàëåå â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè r ≤ 4 ìêì ñòðîèòñÿ íåñòðóêòóðèðîâàííàÿ òðåóãîëüíàÿñåòêà, ó÷èòûâàþùàÿ ãåîìåòðèþ ãèïåðëèíçû è �îðìó èñòî÷íèêîâ (ðèñ. 2)2.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû óðàâíåíèÿ (6) èíòåãðèðóþòñÿ ïî êàæäîé òðåóãîëü-íîé ÿ÷åéêå ∆i è ïðåîáðàçóþòñÿ ê êîíòóðíîìó èíòåãðàëó ïî �îðìóëå �àóññà�Îñòðîã-ðàäñêîãî:
∂

∂t

∫

∆i

Udx1dx2 +
3

∑

k=1

∫

Γk

i

AUdΓ = 0, (9)ãäå Γk
i � ðåáðà ÿ÷åéêè, A = n1A1 + n2A2, n = (n1, n2) � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ðåáðó Γk

i .Íàêîíåö, àïïðîêñèìèðóÿ óðàâíåíèå (9), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ ñõåìó:
Si

U
n+1
i − U

n
i

τ
+

3
∑

k=1

li,kF
n+1/2

i,k = 0, (10)ãäå U
n
i � çíà÷åíèÿ ïîëÿ â áàðèöåíòðå x

b
i òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà ∆i â ìîìåíò âðåìåíè

tn = nτ ; τ � øàã ïî âðåìåíè; Fi,k � çíà÷åíèå ïîòîêà AU â öåíòðå k-ãî ðåáðà i-ãîòðåóãîëüíèêà; li,k � äëèíà ðåáðà; Si � ïëîùàäü i-ãî òðåóãîëüíèêà.2Íåñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñåòêà áûëà ïîñòðîåíà À.Ñ. Ëåáåäåâûì, êîòîðîìó àâòîð âûðàæàåò ñâîþ áëà-ãîäàðíîñòü.



64 Ë.Þ. ÏðîêîïüåâàÎòäåëüíîãî âíèìàíèÿ çäåñü òðåáóåò âû÷èñëåíèå ïîòîêîâ Fi,k. Ïîòîê Fi,k âû÷èñëÿ-åòñÿ êàê ðåøåíèå îäíîìåðíîé îòíîñèòåëüíî íîðìàëè ê k-ìó ðåáðó i-ãî òðåóãîëüíèêàçàäà÷è �èìàíà, çàïèñàííîé â äèâåðãåíòíûõ ïåðåìåííûõ:
∂

∂t
U + A

∂

∂n
U = 0, (11)è, ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

Fi,k = A+
UL + A−

UR, (12)ãäå
A± = Sdiag

{

1

2
(λk ± |λk|)

}

S−1.Çäåñü S � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðàâûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàò-ðèöû A; λk � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A; UL,R � çíà÷åíèÿ ïîëÿ U, àïïðîêñèìèðî-âàííûå íà ðåáðî èç ëåâîãî è ïðàâîãî ïðèìûêàþùèõ òðåóãîëüíèêîâ ïî �îðìóëå Òåéëîðà,ïðè ýòîì ïîòðåáóþòñÿ çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà ïîëÿ (ãðàäèåíò ïîëÿ íà íåñòðóêòóðèðîâàí-íîé ñåòêå àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, ïîäðîáíî îïèñàííûì â [26℄).Â äàííîì ñëó÷àå (7) ìàòðèöû A± ïðèìóò âèä:
A+ =

1

2















−
acn2

δ
−

bcn2

δ
−

n2

µ0

acn1

δ

bcn1

δ

n1

µ0

a

ε0

b

ε0

cδ















, A− =
1

2















acn2

δ

bcn2

δ
−

n2

µ0

−
acn1

δ
−

bcn1

δ

n1

µ0

a

ε0

b

ε0

−cδ















, (13)
ãäå a = n1ε

−1
xy − n2ε

−1
xx , b = n1ε

−1
yy − n2ε

−1
xy , δ =

√

n2
1ε

−1
yy − 2n1n2ε−1

xy + n2
2ε

−1
xx .Îäíàêî èç ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàçðûâíûõ ñðåä ñõåìà áóäåòðàáîòàòü òî÷íåå, åñëè àïïðîêñèìàöèþ çíà÷åíèé âûïîëíÿòü â íåïðåðûâíûõ ïåðåìåííûõ.Â äàííîì ñëó÷àå íåïðåðûâíûìè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû V = (Dρ, Eφ, Hz) (íîðìàëüíàÿê ëèíèè ðàçðûâà êîìïîíåíòà èíäóêöèè è êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ). È çàòåì òîëü-êî UL,R = TVL,R èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ â (12). Çäåñü T � ìàòðèöàïåðåõîäà, âû÷èñëåííàÿ â ñåðåäèíå ðåáðà:

T =





cos φ −ε0εφ sin φ 0
sin φ ε0εφ cos φ 0

0 0 µ0



 . (14)Òîãäà óäîáíî ââåñòè íîâîå îáîçíà÷åíèå C± = A±T è âìåñòî �îðìóëû (12) ïîëüçî-âàòüñÿ �îðìóëîé Fi,k = C+
VL + C−

VR.3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòûÇàìåòèì, ÷òî ÷èñëåííûå ìåòîäû âî âðåìåííîé îáëàñòè ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòûäëÿ èñòî÷íèêîâ ëþáîé �îðìû, íàïðèìåð, ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ãàóññîâû ïó÷êè,à òàêæå ïðÿìîå ìîäåëèðîâàíèå âîëíîâîãî ïàêåòà. Â äàííîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó èíòåðå-ñóåò îòêëèê ñðåäû íà îïðåäåëåííîé äëèíå âîëíû, óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì



Ìîäåëèðîâàíèå ìåòàìàòåðèàëîâ ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîé âåðñèè ÌÊÎ 65â âèäå àìïëèòóäû ïîëÿ, ïåðåõîä ê êîòîðîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå íà èíòåðåñóþùåé äëèíå âîëíû.Ïðåæäå âñåãî ïðîâåäåì ìîäåëèðîâàíèå èñòî÷íèêîâ (4) â âàêóóìå (ðèñ. 3, à). Âèä-íî, ÷òî ñèãíàë â ðåçóëüòàòå èíòåð�åðåíöèè êîãåðåíòíûõ èñòî÷íèêîâ �îêóñèðóåòñÿ, çà-òåì ðàññåèâàåòñÿ. Òåïåðü äîáàâèì âíóòðåííþþ ëèíçó (2) è âíåøíþþ (3) (ðèñ. 3, á è4, à). Êàê è îæèäàëàñü, ïîìèìî òîãî, ÷òî ðàñ÷åò âåðè�èöèðóåò ðàáîòó öèëèíäðè÷å-ñêîé ãèïåðëèíçû (èçîáðàæåíèå ïÿòè èñòî÷íèêîâ èç áëèæíåé çîíû òî÷íî ïðîåöèðóåòñÿà á

�èñ. 3. Èñòî÷íèêè â âàêóóìå, àìïëèòóäà ïîëÿ Hz(a); âíóòðåííÿÿ ëèíçà, àìïëèòóäà ïîëÿ Hz (á )à á

�èñ. 4. Âíåøíÿÿ ëèíçà, àìïëèòóäà ïîëÿ Hz (a); ðàâíåíèå èçîáðàæåíèé îò ïÿòè èñòî÷íèêîâíà âíóòðåííåì è âíåøíåì èíòåð�åéñàõ âíåøíåé ëèíçû (á ). ×àñòü ýíåðãèè óõîäèò â âèäå îò-ðàæåííûõ îò âíóòðåííåãî èíòåð�åéñà âîëí, ÷åì îáúÿñíÿåòñÿ øóì íà ãðà�èêå
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�èñ. 5. Ôðàãìåíòû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ âî âíóòðåííåé ëèíçåñ óâåëè÷åíèåì â äàëüíþþ çîíó, ïðåîäîëåâàÿ òåì ñàìûì äè�ðàêöèîííûé ïðåäåë äëÿ
λ = 632 íì), ïîÿâëÿþòñÿ òàêæå è îòðàæåííûå îò ãðàíèö öèëèíäðè÷åñêèå ìîäû.Â ðåçóëüòàòå ïðè ñðàâíåíèè èçîáðàæåíèé íà âíóòðåííåì è âíåøíåì èíòåð�åéñàõáóäóò íàáëþäàòüñÿ íåêîòîðîå îñëàáëåíèå ñèãíàëà è âîçíèêíîâåíèå øóìà (ðèñ. 4, á ).Â öåëîì êà÷åñòâî ðàáîòû òàêîãî ïðèáîðà ñðàâíèìî ñ �èäåàëüíîé ëèíçîé� [14℄, à åãîèçãîòîâëåíèå áóäåò çíà÷èòåëüíî óïðîùåíî çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ íåìàãíèòíîãî ìàòå-ðèàëà.Êðîìå òîãî, àíèìàöèÿ ðàñ÷åòà âî âðåìåííîé îáëàñòè äàåò âèçóàëüíîå ïðåäñòàâëåíèåðàáîòû ïðèáîðà. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíà ìàãíèòíàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ (àìïëè-òóäà êîòîðîé áûëà ðàíåå èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3, á ) â äâà âûáðàííûõ ìîìåíòà âðåìåíè.Îñíîâíîé ñèãíàë çäåñü âûãëÿäèò â âèäå ïÿòè ðàäèàëüíûõ ëó÷åé, êîòîðûå âîçâûøàþòñÿíàä îñòàëüíûì øóìîì. Ïðèñóòñòâèå øóìà çäåñü îáúÿñíÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèìè ìîäà-ìè, îòðàæåííûìè îò âíåøíåé ãðàíèöû. Ïðè ïðîñìîòðå àíèìàöèè öåëèêîì âèäíî, ÷òîøóì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîÿ÷èå âîëíû.4. Çàêëþ÷åíèåÏðîâåäåííûå â äàííîé ðàáîòå ðàñ÷åòû ïî áîëüøåé ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ äåìîíñòðàöèîííûìèè ïîâòîðÿþò îðèãèíàëüíûå ðàñ÷åòû ñ ïîìîùüþ êîììåð÷åñêîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå-÷åíèÿ èç [14℄. Òåì ñàìûì ïîêàçàíà ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ ðåøåíèÿíåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÷àñòíîé çàäà÷è ïî èññëåäî-âàíèþ ìåòàìàòåðèàëîâ, à òàêæå ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà, ðàçðàáîòàí-íîãî ðàíåå â [26�29, 31�35℄, äëÿ àíèçîòðîïíûõ ñðåä. Êðîìå òîãî, ëèøü íåçíà÷èòåëüíûåìîäè�èêàöèè äâóìåðíîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ òðåáóþòñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøå-íèÿ ïîëíûõ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íà òåòðàýäðàëüíûõ ñåòêàõ, ÷òî áóäåòïîêàçàíî â äàëüíåéøèõ ïóáëèêàöèÿõ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ áó-äåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïàðàëëåëüíàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà [29℄. Â äàëüíåéøåì ðàçðàáîòàííûåïàðàëëåëüíûå ìåòîäû ïëàíèðóåòñÿ ïðèìåíÿòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõÿâëåíèé â íîâûõ, àêòóàëüíûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìåòàìàòåðèàëîâ, êîíñòðóêöèÿõ â ñó-ùåñòâåííî òðåõìåðíûõ ïîñòàíîâêàõ.
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