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Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíûõñèñòåì óðàâíåíèé ñî ñâÿçàííûìè êîý��èöèåíòàìè∗È.À. Øàðàÿ, Ñ.Ï. ØàðûéÓ÷ðåæäåíèå �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóêÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: sharaya�it.ns.ru, shary�it.ns.ruÏðåäëîæåí ìåòîä îòûñêàíèÿ äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëü-íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ âûïóêëîé ìíîãîãðàííîé ñâÿçüþ íà êîý��èöè-åíòû. Äîêàçàíî, ÷òî â ýòîé çàäà÷å äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå-÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðïîëîñ, ò. å. ìíîæåñòâîì ðåøåíèé êîíå÷íîé ñèñòåìûäâóñòîðîííèõ íåñòðîãèõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Ïðåäëîæåíû óïðîùåííûå âàðèàí-òû ìåòîäà äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñâÿçè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøå-íèé, ñâÿçàííûå ïàðàìåòðû.ÂâåäåíèåÈíòåðâàëüíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÈÑËÀÓ) âèäà Ax = bñ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöåé êîý��èöèåíòîâ A ∈ IR

m×n è èíòåðâàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ
b ∈ IR

m íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî âåùåñòâåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà Ax = b, âêîòîðîì ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ ïðîáåãàåò èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó A, à ïðàâàÿ ÷àñòü �èíòåðâàëüíûé âåêòîð b.Äëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b ìîæíî îïðåäåëèòü ðàç-ëè÷íûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé [1 � 3℄. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíû îáúåäèíåííîå, äîïóñêîâîå èóïðàâëÿåìîå ìíîæåñòâà ðåøåíèé.Â ýòîé ðàáîòå ðàññìîòðèì äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé (ÄÌ�). Îíî îáîçíà÷à-åòñÿ ÷åðåç Ξtol(A, b) è ñîñòîèò èç âñåõ âîçìîæíûõ âåêòîðîâ x, òàêèõ ÷òî äëÿ âñÿêîéìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ A èç èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû A çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ Ax íåâûõîäèò çà ãðàíèöû èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà b:
Ξtol(A, b) :=

{
x ∈ R

n
∣∣ (∀A ∈ A)(Ax ∈ b)

}
. (1)Ñâÿçüþ íà êîý��èöèåíòû ÈÑËÀÓ áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî âåùå-ñòâåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà m íà n, ðàññìàòðèâàÿ ïðèíàäëåæíîñòü ýòîìó ìíîæåñòâó êàêäîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. Ñâÿçü íà êîý��è-öèåíòû ÈÑËÀÓ îáîçíà÷èì ÷åðåç G. Â ýòîé ðàáîòå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêîòàêèõ ñâÿçåé G, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ìíîãîãðàííûìè ìíîæåñòâàìè. Äîãîâî-ðèìñÿ íàçûâàòü èõ âûïóêëûìè ìíîãîãðàííûìè ñâÿçÿìè.
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Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. . . 105Èíòåðâàëüíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b ñî ñâÿçüþ Gíà êîý��èöèåíòû ñèñòåìû íàçîâåì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé Ax = b, â êîòîðîì ìàòðèöàêîý��èöèåíòîâ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî A ∩ G, à ïðàâàÿ ÷àñòü � èíòåðâàë b.Äîïóñêîâûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû Ax = b ñî ñâÿçüþ
G íà êîý��èöèåíòû íàçîâåì ìíîæåñòâî

Ξtol(A ∩ G, b) :=





∅, åñëè A ∩ G = ∅,{
x ∈ R

n
∣∣ (∀S ∈ (A ∩ G)

)
(Sx ∈ b)

}
, èíà÷å. (2)Èç îïðåäåëåíèé (1) è (2) î÷åâèäíî, ÷òî ïðè A∩G 6= ∅ íàëîæåíèå ñâÿçè íà êîý��è-öèåíòû ñïîñîáñòâóåò ðàñøèðåíèþ äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé:

A ∩ G 6= ∅ =⇒ Ξtol(A, b) ⊆ Ξtol(A ∩ G, b).Èññëåäîâàíèÿì èíòåðâàëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñî ñâÿçàííûìè ïàðàìåò-ðàìè ïîñâÿùåíî ìíîãî ïóáëèêàöèé. Ñðåäè èõ àâòîðîâ � È.�îí, Õ.ßíññîí, Ç.Ì.�óìï,À.Íîéìàéåð, Ë.Â.Êîëåâ, Å.Ä.Ïîïîâà, Á.Ñ.Äîáðîíåö, Ñ.Ï.Øàðûé. Öåëàÿ ñåðèÿ ðàáîòîïóáëèêîâàíà â ñîàâòîðñòâå �.Àëå�åëüäîì, Â.Êðåéíîâè÷åì è �.Ìàéåðîì. Íî äî ñèõïîð â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ èíòåðâàëüíûì ëèíåéíûì ñèñòåìàì ñî ñâÿçàííûìè ïàðà-ìåòðàìè, ðàññìàòðèâàëîñü òîëüêî îáúåäèíåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Äàííàÿ ñòàòüÿïîñâÿùåíà íå îáúåäèíåííîìó, à äîïóñêîâîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé äëÿ ÈÑËÀÓ ñî ñâÿ-çàííûìè ïàðàìåòðàìè.Ñòðóêòóðà ñòàòüè òàêîâà: â ðàçäåëå 1 ïðèâåäåíû îáîçíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìûå ïîíÿ-òèÿ è �àêòû, â ðàçäåëå 2 èçëîæåí è îáîñíîâàí ìåòîä îòûñêàíèÿ ÄÌ� äëÿ ÈÑËÀÓ ñâûïóêëîé ìíîãîãðàííîé ñâÿçüþ íà êîý��èöèåíòû, â ðàçäåëàõ 3 è 4 ïðåäëîæåíû óïðî-ùåííûå âàðèàíòû ýòîãî ìåòîäà äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñâÿçè, â ðàçäåëå 5 ðàññìîòðåí÷èñëîâîé ïðèìåð íà ïðèìåíåíèå óïðîùåííûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà è äëÿ äåìîíñòðàöèèâëèÿíèÿ ñâÿçè êîý��èöèåíòîâ ÈÑËÀÓ íà äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.1. Îáîçíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è �àêòûÂ ýòîé ðàáîòå, íà÷èíàÿ ñ ââåäåíèÿ, ìû ñëåäóåì îáîçíà÷åíèÿì, ïðèíÿòûì â [4℄. Â ÷àñò-íîñòè, IR := {[x, y] | x, y ∈ R, x ≤ y} � ýòî ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ íà âåùåñòâåííîéîñè, ∗
IR := {[x, y] | x ∈ R ∪ {−∞}, y ∈ R ∪ {∞}, x ≤ y} � ìíîæåñòâî ðàñøèðåííûõèíòåðâàëîâ.Îñîáåííîñòè èñïîëüçîâàíèÿ øðè�òîâ â ñòàòüå ñëåäóþùèå. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà,âåêòîðû è ìàòðèöû íàáðàíû îáû÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì êóðñèâîì. Íàïðèìåð, x ∈ R

n �âåùåñòâåííûé âåêòîð äëèíû n. Êàëëèãðà�è÷åñêèé øðè�ò ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ìíîæåñòâ,íàïðèìåð, S ⊂ R
m×n � ïîäìíîæåñòâî â ìíîæåñòâå âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ âåùåñòâåííûõìàòðèö ðàçìåðà m íà n. Æèðíûé êóðñèâ, â ñîîòâåòñòâèè ñ [4℄, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èí-òåðâàëîâ, èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ è èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö. Íàïðèìåð, A ∈ IR

m×n �èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà, èìåþùàÿ m ñòðîê è n ñòîëáöîâ. Òàêàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà
A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â R

m×n ìíîæåñòâî ñïåöèàëüíîãî òèïà � ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëå-ëåïèïåä, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî íå âûøå mn, à ðåáðà ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì.Íèæíèé èíäåêñ äëÿ âåêòîðà îáîçíà÷àåò åãî êîìïîíåíòó èëè, ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ, ïðîåêöèþ ýòîãî âåêòîðà íà ñîîòâåòñòâóþùóþ êîîðäèíàòíóþ îñü, íàïðèìåð, äëÿèíòåðâàëüíîãî âåêòîðà b ∈ IR
m èìååì b = (b1, b2, . . . , bm)⊤. Äëÿ ìàòðèöû ïàðà íèæíèõ



106 È.À. Øàðàÿ, Ñ.Ï. Øàðûéèíäåêñîâ óêàçûâàåò íà åå ýëåìåíò, íàïðèìåð, äëÿ S ∈ R
m×n ÷åðåç Sij âûðàæåí ýëåìåíò,ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà, ò. å. ïðîåêöèÿ S íà ij-þ êîîðäèíàòíóþîñü. Äâîåòî÷èå â êà÷åñòâå íèæíåãî èíäåêñà îáîçíà÷àåò âåñü äèàïàçîí çíà÷åíèé ýòîãîèíäåêñà, íàïðèìåð, äëÿ S ∈ R

m×n ÷åðåç Si: îáîçíà÷àåòñÿ i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû S, ò. å.ïðîåêöèÿ ìàòðèöû S íà êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî i-é ñòðîêè:
Si: = (Si1, Si2, . . . , Sin).Àíàëîãè÷íî íèæíèé èíäåêñ äëÿ ìíîæåñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîåêöèè ìíîæå-ñòâà íà êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð, äëÿ S ⊂ R

m×n ÷åðåç Si: áóäåì âû-ðàæàòü îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ ìíîæåñòâà S íà êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî i-éñòðîêè, ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé i-é ñòðîêè äëÿ ìàòðèö èç ìíîæå-ñòâà S:
Si: = {Si: | S ∈ S} = {(Si1, . . . , Sin) | S ∈ S}.Ñèìâîë �⊙� áóäåì ïðèìåíÿòü äëÿ ïîýëåìåíòíîãî óìíîæåíèÿ ìíîæåñòâ, íàïðèìåð,

S ⊙ x = {Sx | S ∈ S} äëÿ S ⊂ R
m×n è x ∈ R

n � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ïðîèçâåäåíèé
Sx, â êîòîðûõ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà S ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà S. Ñèìâîë �⊗�áóäåò, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå, íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâà S ⊂ IR

nçàïèñü S =
⊗
j

Sj îçíà÷àåò, ÷òî S ñîâïàäàåò ñ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïðîåêöèéíà êîîðäèíàòíûå îñè.Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è �àêòû èç âûïóêëîãî àíàëèçà, ïðèâåäåí-íûå íèæå.Ìíîæåñòâî â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì R íàçûâàåòñÿ âû-ïóêëûì ìíîãîãðàííûì ìíîæåñòâîì, åñëè îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê ïåðåñå÷åíèåêîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ èëè ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì.Òî åñòü âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî â R
n (èëè R

m×n) � ýòî òàêîå ìíîæåñòâî,êîòîðîå ìîæåò áûòü îïèñàíî êîíå÷íîé ñèñòåìîé íåñòðîãèõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Ïåðå-ñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ìíîãîãðàííûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíî-ãîãðàííûì ìíîæåñòâîì. Îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿâûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì.Òî÷êà âûïóêëîãî ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ åãî âåðøèíîé, åñëè â ýòîììíîæåñòâå íåò îòðåçêà, äëÿ êîòîðîãî îíà ñëóæèò âíóòðåííåé òî÷êîé. Ìíîæåñòâî âåð-øèí âûïóêëîãî ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íî. Ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí âûïóêëîãîìíîãîãðàííèêà V îáîçíà÷èì vertV. Âñÿêèé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ âûïóê-ëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà ñâîèõ âåðøèí:
V = conv(vertV).Ïóñòü c, x ∈ R

n, d = [d, d] ∈ IR. Âêëþ÷åíèå-ïðèíàäëåæíîñòü
c⊤x ∈ d, (3)èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äâóñòîðîííåå íåñòðîãîå ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî âèäà

d ≤ c⊤x ≤ d,áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûì ëèíåéíûì âêëþ÷åíèåì. �èïåðïîëîñîé íàçîâåì ìíîæå-ñòâî ðåøåíèé ýëåìåíòàðíîãî ëèíåéíîãî âêëþ÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî x. �èïåðïîëîñà ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé:



Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. . . 107ïðè c 6= 0, d 6= d � ìíîæåñòâî, îãðàíè÷åííîå äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ãèïåðïëîñ-êîñòÿìè;ïðè c 6= 0, d = d � ãèïåðïëîñêîñòü;ïðè c = 0, 0 ∈ d � âñå ïðîñòðàíñòâî;ïðè c = 0, 0 6∈ d � ïóñòîå ìíîæåñòâî.Ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîíå÷íîé ñèñòåìû ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé ÿâëÿåòñÿïåðåñå÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðïîëîñ. Ýëåìåíòàðíîå ëèíåéíîå âêëþ÷åíèå âèäà (3),â êîòîðîì èíòåðâàë d âûðîæäåí (ò. å. d = d), ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì.Íàðÿäó ñ ýëåìåíòàðíûìè íàì ïîíàäîáÿòñÿ è ìàòðè÷íûå ëèíåéíûå âêëþ÷åíèÿ, ò. å.âêëþ÷åíèÿ âèäà
Cx ∈ d, ãäå x ∈ R

n, C ∈ R
m×n, d ∈ IR

m.Òàì, ãäå íå âîçíèêàåò ïóòàíèöû, ñëîâà ¾ýëåìåíòàðíîå¿ è ¾ìàòðè÷íîå¿ äëÿ ëèíåéíûõâêëþ÷åíèé áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàòü.Äëÿ âåêòîðîâ x ∈ R
n ñîîòíîøåíèå âèäà

c⊤x ∈ d, ãäå c ∈ R
n, d ∈ ∗

IR,áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûì îãðàíè÷åíèåì. Ïðè d ∈ IR � ýòî ýëåìåíòàðíîå ëèíåéíîåâêëþ÷åíèå, ïðè d = [d,∞] èëè d = [−∞, d], ãäå d ∈ R, � ýòî íåñòðîãîå ëèíåéíîåíåðàâåíñòâî c⊤x ≥ d èëè c⊤x ≤ d ñîîòâåòñòâåííî.2. Ìåòîä îòûñêàíèÿ ÄÌ� äëÿ ÈÑËÀÓñ âûïóêëîé ìíîãîãðàííîé ñâÿçüþ íà êîý��èöèåíòû2.1. Ïåðåõîä ê ðåøåíèþ âêëþ÷åíèÿ V ⊙ x ⊆ b,ãäå V � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèêÎáðàòèìñÿ ê îòûñêàíèþ äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñè-ñòåìû óðàâíåíèé Ax = b ñî ñâÿçüþ G íà êîý��èöèåíòû ñèñòåìû. Ïðåæäå âñåãî ïðå-îáðàçóåì îïðåäåëåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà, èçáàâèâøèñü â (2) îò êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè.Ïîëó÷èì
Ξtol(A ∩ G, b) =





∅, åñëè A ∩ G = ∅,{
x ∈ R

n
∣∣ (A ∩ G) ⊙ x ⊆ b

}
, èíà÷å. (4)Òåïåðü ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è G. Â êà÷åñòâå ñâÿçè G ìû äîãîâî-ðèëèñü áðàòü òîëüêî âûïóêëûå ìíîãîãðàííûå ìíîæåñòâà. Èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà Aïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê (îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîãîãðàííîåìíîæåñòâî) â R

m×n. Ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå A ∩ G ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííûììíîæåñòâîì (êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííûõ ìíîæåñòâ) è îãðàíè÷åíî(òàê êàê A îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî). Çíà÷èò, A ∩ G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûéìíîãîãðàííèê. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç V.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòûñêàíèÿ ÄÌ� ñèñòåìû Ax = b ñ âûïóêëîé ìíîãîãðàííîéñâÿçüþ G íà êîý��èöèåíòû íàì íàäî íàó÷èòüñÿ ðåøàòü îòíîñèòåëüíî x âêëþ÷åíèå
V ⊙ x ⊆ b, ãäå V � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â R

m×n.



108 È.À. Øàðàÿ, Ñ.Ï. Øàðûé2.2. Ñâîéñòâà âêëþ÷åíèÿ V ⊙ x ⊆ bÂ ýòîì ïîäðàçäåëå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ âêëþ÷åíèÿ V ⊙x ⊆ b, êîòîðûå ïîìî-ãóò íàì ïîñòðîèòü ìåòîä åãî ðåøåíèÿ. Ïåðâîå èç ñâîéñòâ èìååò ìåñòî äëÿ ïðîèçâîëüíîãîìíîæåñòâà S ìàòðèö â R
m×n, à íå òîëüêî äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà V.Ñâîéñòâî 1. Ïóñòü S ⊆ R

m×n, x ∈ R
n, b ∈ IR

m. Âêëþ÷åíèå
S ⊙ x ⊆ b (5)è ñèñòåìà èç m âêëþ÷åíèé

&
i

(Si: ⊙ x ⊆ bi) (6)îáîçíà÷àþò ñèñòåìû èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé. Íî ÷èñ-ëî âõîæäåíèé êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ëèíåéíîãî âêëþ÷åíèÿ â ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâó-þùóþ (6), íå áîëüøå, ÷åì â ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ (5).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè �⊙� èìååì S ⊙ x = {Sx | S ∈ S}.Ïîýòîìó âêëþ÷åíèå S ⊙ x ⊆ b ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå &
S∈S

(Sx ∈ b).Äëÿ èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà b âñÿêîå ìàòðè÷íîå ëèíåéíîå âêëþ÷åíèå Sx ∈ b ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé &
i

(Si:x ∈ bi). Çíà÷èò,
S ⊙ x ⊆ b � ýòî ñæàòàÿ çàïèñü äëÿ

&
S∈S

&
i

(Si:x ∈ bi). (7)Ïåðåãðóïïèðóåì ýëåìåíòàðíûå ëèíåéíûå âêëþ÷åíèÿ â (7):
&
i

&
S∈S

(Si:x ∈ bi).Êàæäûé áëîê âèäà &
S∈S

(Si:x ∈ bi) çàìåíèì íà &
Si:∈Si:

(Si:x ∈ bi). Ïðè ýòîì ìû ïðîñòîèçáàâèìñÿ îò òåõ çàâåäîìûõ ïîâòîðîâ ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé, êîòîðûåâîçíèêàþò èç-çà òîãî, ÷òî ðàçíûå ìàòðèöû S èç ìíîæåñòâà S ìîãóò èìåòü îäèíàêîâóþñòðîêó. Ïîëó÷èì
&
i

&
Si:∈Si:

(Si:x ∈ bi). (8)Òåïåðü ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå (8) â ñæàòîì âèäå, âîñïîëüçîâàâøèñü äëÿ ýòîãî åùåðàç îïðåäåëåíèåì îïåðàöèè �⊙�:
&
i

(Si: ⊙ x ⊆ bi).

�Ñìûñë ñâîéñòâà 1 â òîì, ÷òî ïåðåõîä îò (5) ê (6) ñîñòîèò â èñêëþ÷åíèè çàâåäîìûõïîâòîðîâ ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé.Ñâîéñòâî 2. Ïóñòü V ⊆ R
m×n � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, x ∈ R

n, b ∈ IR
m. Òîãäà

V ⊙ x ⊆ b ⇐⇒ (vertV) ⊙ x ⊆ b. (9)



Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. . . 109
V� vertV

⊙ xëèíåéíîåîòîáðàæåíèå b
V ⊙ x

� (vertV) ⊙ x�èñ. 1. Ê äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâà 2Äîêàçàòåëüñòâî (ðèñ. 1).
=⇒) Î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó vertV ⊆ V.
⇐=) Ìíîæåñòâî b âûïóêëî, ïîýòîìó äëÿ âñÿêîãî åãî ïîäìíîæåñòâà âçÿòèå âûïóêëîéîáîëî÷êè íå âûâîäèò èç ìíîæåñòâà b:

(vertV) ⊙ x ⊆ b =⇒ conv
(
(vertV) ⊙ x

)
⊆ b.Óìíîæåíèå íà âåêòîð x � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Îíî ïåðåâîäèò âñÿêóþ âûïóê-ëóþ êîìáèíàöèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê â êîìáèíàöèþ îáðàçîâ ýòèõ òî÷åê ñ òåìè æåêîý��èöèåíòàìè. Ïîýòîìó

(
conv(vertV)

)
⊙ x ⊆ conv

(
(vertV) ⊙ x

)
.Îñòàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òîò �àêò, ÷òî ìíîãîãðàííèê V ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëóþîáîëî÷êó ìíîæåñòâà ñâîèõ âåðøèí: conv(vertV) = V. �Ñâîéñòâî 2 ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò âêëþ÷åíèÿ V ⊙ x ⊆ b, îáîçíà÷àþùåãî îáû÷íîáåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé, ê âêëþ÷åíèþ (vertV) ⊙ x ⊆

b, âñåãäà îáîçíà÷àþùåìó êîíå÷íóþ ñèñòåìó ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé. Ñóòüýòîãî ïåðåõîäà � óäàëåíèå òåõ ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé, êîòîðûå çàâåäîìîÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè îñòàâøèõñÿ.Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü V ⊂ R
m×n � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, b ∈ IR

m � èíòåð-âàëüíûé âåêòîð, x ∈ R
n � âåùåñòâåííûé âåêòîð. Òîãäà
V ⊙ x ⊆ b ⇐⇒ &

i

((
vert(Vi:)

)
⊙ x ⊆ bi

)
. (10)Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì 1, ïåðåïèøåì âêëþ÷åíèå V⊙x ⊆ bâ âèäå

&
i

(Vi: ⊙ x ⊆ bi).Ïðîåêöèè Vi:, i = 1, . . . , m, âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà V ñàìè ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìèìíîãîãðàííèêàìè. Ïîýòîìó äëÿ íèõ èìååò ìåñòî ñâîéñòâî 2:
Vi: ⊙ x ⊆ bi ⇐⇒

(
vert(Vi:)

)
⊙ x ⊆ bi.

�



110 È.À. Øàðàÿ, Ñ.Ï. ØàðûéÂ óòâåðæäåíèè 1, êàê è â ñâîéñòâå 2, ìû ïîëó÷èëè êîíå÷íóþ ñèñòåìó ýëåìåíòàðíûõëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé, ýêâèâàëåíòíóþ âêëþ÷åíèþ V ⊙ x ⊆ b. Äàâàéòå ñðàâíèì ýòè ñè-ñòåìû. Äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ çàïèøåì èõ â ñõîäíîì âèäå, âûäåëÿÿ â êàæäîé ñèñòåìåâ i-é áëîê ñòðîêè ñ ïðàâîé ÷àñòüþ bi:Ñèñòåìà Èç �îðìóëû Èñõîäíûé âèä Áëî÷íûé âèä1 (9) (vertV) ⊙ x ⊆ b &
i

(
&

V ∈vertV
Vi:x ⊆ bi

)2 (10) &
i

((
vert(Vi:)

)
⊙ x ⊆ bi

)
&
i

(
&

v∈vert(Vi:)
vx ⊆ bi

)Ïðè òàêîì áëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè, ãäå ê òîìó æå âûïèñàíû ÿâíî âñå ýëåìåíòàðíûåëèíåéíûå âêëþ÷åíèÿ, ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî ñèñòåìà 2 ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé ñè-ñòåìû 1. Ïîÿñíèì ýòî ñ ïîìîùüþ ðèñ. 2. Ñòðîêè êîý��èöèåíòîâ i-ãî áëîêà ñèñòåìû 1ñîîòâåòñòâóþò ïðîåêöèÿì Vi: âñåõ âåðøèí V ìíîãîãðàííèêà V. À ñòðîêè êîý��èöèåíòîâ
i-ãî áëîêà ñèñòåìû 2 ñîîòâåòñòâóþò òîëüêî âåðøèíàì ïðîåêöèè Vi: ìíîãîãðàííèêà V.Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà Vi: ìîæíî óêàçàòü ïðîåöèðóåìóþ â íåå âåðøè-íó ìíîãîãðàííèêà V. Ïðè ýòîì ÷àñòü âåðøèí ìíîãîãðàííèêà V ìîæåò ïðîåöèðîâàòü-ñÿ â òî÷êè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà Vi:. Ìîæåò ïîëó÷èòüñÿè òàê, ÷òî íåñêîëüêî âåðøèí ìíîãîãðàííèêà V ïðîåöèðóþòñÿ â îäíó âåðøèíó ìíî-ãîãðàííèêà Vi:. Èòàê, èç äâóõ ñðàâíèâàåìûõ ýêâèâàëåíòíûõ êîíå÷íûõ ñèñòåì ýëåìåí-òàðíûõ âêëþ÷åíèé ñèñòåìà 2 ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîéñèñòåìû 1.Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 1 óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðè íàõîæäåíèè ÄÌ� äëÿ ÈÑ-ËÀÓ áåç ñâÿçåé. Äåéñòâèòåëüíî, èñêëþ÷èâ â îïðåäåëåíèè (1) êâàíòîðíóþ ïðèñòàâêó,ïîëó÷èì, ÷òî Ξtol(A, b) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ A⊙x ⊆ b. Èíòåð-âàëüíàÿ ìàòðèöà A � ýòî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, è èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî
Ξtol(A, b) îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé

&
i

((
vert(Ai:)

)
⊙ x ⊆ bi

)
. (11)

V

Vi:

} � Vi:, ãäå V ∈ vertV� v ∈ vert(Vi:)

�èñ. 2. Ïðîåêöèè âåðøèí ìíîãîãðàííèêà V è âåðøèíû åãî ïðîåêöèè



Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. . . 111Ìíîæåñòâî vert(Ai:) ñîäåðæèò íå áîëåå 2n ýëåìåíòîâ, ïîýòîìó çàïèñü (11) îáîçíà÷àåòñèñòåìó ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé, â êîòîðîé íå áîëåå m·2n ñòðîê. Íàïðèìåð,äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû
(

[1, 2] [3, 4]
5 [6, 7]

)
x =

(
[0, 6]

[−1, 0]

)îïèñûâàåòñÿ êîíå÷íîé ñèñòåìîé ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé:




1x1 + 3x2 ∈ [0, 6],

2x1 + 3x2 ∈ [0, 6],

1x1 + 4x2 ∈ [0, 6],

2x1 + 4x2 ∈ [0, 6],

5x1 + 6x2 ∈ [−1, 0],

5x1 + 7x2 ∈ [−1, 0].2.3. Ìåòîä îòûñêàíèÿ ÄÌ�Âåðíåìñÿ îò ðàññìîòðåíèÿ ñâîéñòâ âêëþ÷åíèÿ V ⊙ x ⊆ b ê ïîèñêó äîïóñêîâîãî ìíî-æåñòâà ðåøåíèé Ξtol(A ∩ G, b) äëÿ ÈÑËÀÓ Ax = b ñ âûïóêëîé ìíîãîãðàííîé ñâÿçüþ
G íà êîý��èöèåíòû ñèñòåìû. Óòâåðæäåíèå 1, äîêàçàííîå â ïîäðàçäåëå 2.2, çàâåðøàåòñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàññóæäåíèé.1. Ñíà÷àëà â ïîäðàçäåëå 2.1, ïðåîáðàçîâàâ îïðåäåëåíèå (2), ìû ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî(4). Îíî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè A ∩ G ïóñòî, òî Ξtol(A ∩ G, b) òîæå ïóñòî, à åñëè A ∩ Gíåïóñòî, òî Ξtol(A ∩ G, b) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (A ∩ G) ⊙ x ⊆ bîòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî x.2. Äàëåå â ïîäðàçäåëå 2.1 ìû îòìåòèëè, ÷òî äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà
G ïåðåñå÷åíèå A ∩ G ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì.3. È íàêîíåö, íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 1 ñòàëî âîçìîæíûì çàìåíèòü âêëþ÷åíèå

(A ∩ G) ⊙ x ⊆ b, ãäå A ∩ G � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê,êîíå÷íîé ñèñòåìîé ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé, ñæàòàÿ �îðìà êîòîðîé
&
i

((
vert((A ∩ G)i:)

)
⊙ x ⊆ bi

)
.Ýòà öåïî÷êà ðàññóæäåíèé1) äîêàçûâàåò, ÷òî äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ ÈÑËÀÓ Ax = b ñ âûïóê-ëîé ìíîãîãðàííîé ñâÿçüþ G íà êîý��èöèåíòû ñèñòåìû ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðïîëîñ, ïîòîìó ÷òî îíî ëèáî ïó-ñòî, ëèáî îïèñûâàåòñÿ êîíå÷íîé ñèñòåìîé ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé;



112 È.À. Øàðàÿ, Ñ.Ï. Øàðûé2) ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ìåòîä îòûñêàíèÿ ìíîæåñòâà Ξtol(A ∩ G, b):Ìåòîä îòûñêàíèÿ äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèéäëÿ èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = bñ âûïóêëîé ìíîãîãðàííîé ñâÿçüþ G íà êîý��èöèåíòû ñèñòåìûÝòàï I. Íàéòè ìíîæåñòâà vert
(
(A ∩ G)i:

), i = 1, . . . , m.Åñëè õîòÿ áû îäíî èç íèõ ïóñòîå, òî Ξtol(A ∩ G, b) = ∅.Åñëè âñå ìíîæåñòâà íåïóñòû, ïåðåéòè ê ýòàïó II.Ýòàï II. Äàòü îïèñàíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèéêîíå÷íîé ñèñòåìû ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé
&
i

((
vert((A ∩ G)i:)

)
⊙ x ⊆ bi

)â íóæíîì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ âèäå.
(12)

Ìû íå áóäåì êîíêðåòèçèðîâàòü ýòàï II ìåòîäà (12) èç-çà îáèëèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõåìó ïîñòàíîâîê çàäà÷ (ñðåäè êîòîðûõ � ïîëó÷åíèå îïòèìàëüíûõ äâîéñòâåííûõ îïèñà-íèé è îòûñêàíèå îöåíîê ìíîæåñòâàìè ðàçëè÷íîé �îðìû è ñ ðàçíûìè òðåáîâàíèÿìèê ðàñïîëîæåíèþ ïî îòíîøåíèþ ê îöåíèâàåìîìó ìíîæåñòâó), à òàêæå èç-çà òîãî, ÷òîýòè çàäà÷è óæå äîñòàòî÷íî èçâåñòíû. Äîãîâîðèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ìû íàøëè ìíîæåñòâî
Ξtol(A ∩ G, b), åñëè íàì óäàëîñü âûïîëíèòü ýòàï I.Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòàïà I ìåòîäà (12) ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ïîðÿäîê äåé-ñòâèé: Ýòàï I ìåòîäà (12) � óíèâåðñàëüíûé âàðèàíò1. Íàéòè îïèñàíèå âûïóêëîãî ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà Gâ âèäå êîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.2. Âêëþ÷èòü â ýòó ñèñòåìó íåðàâåíñòâà, âûðàæàþùèåïðèíàäëåæíîñòü èíòåðâàëüíîé ìàòðèöå A.3. Íàéòè èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ìíîæåñòâî âåðøèí ìíîãîãðàííèêà A ∩ G.4. Åñëè ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ïóñòî, òî Ξtol(A ∩ G, b) = ∅.Åñëè ìíîæåñòâî âåðøèí ìíîãîãðàííèêà A ∩ G íåïóñòî,ñïðîåöèðîâàòü ýòî ìíîæåñòâî íà êîîðäèíàòíûå ïîäïðîñòðàíñòâàîòäåëüíûõ ñòðîê è óäàëèòü èç ïðîåêöèé ëèøíèå òî÷êè.Ýòîò ïóòü äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûé, íî òðóäîåìêèé.Ó÷èòûâàÿ êîíêðåòíûé âèä íà÷àëüíûõ äàííûõ, ýòîò ïóòü ìîæíî ñîêðàòèòü. Â ðàç-äåëàõ 3 è 4 ìû ðàññìîòðèì äâà ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿ ñâÿçè G è ïðåäëîæèì äëÿ ýòèõñëó÷àåâ áîëåå ïðîñòûå, ïî ñðàâíåíèþ ñ óíèâåðñàëüíûì, ñïîñîáû âûïîëíåíèÿ ýòàïà Iìåòîäà (12).3. Ñëó÷àé 13.1. Îñîáåííîñòè âûïóêëîé ìíîãîãðàííîé ñâÿçè G�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âûïóêëàÿ ìíîãîãðàííàÿ ñâÿçü G óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèìòðåì óñëîâèÿì.
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G ∈ G ⇐⇒ &

k=1,...,q

(
∑

i,j

CkijGij ∈ dk

)
, (13)ãäå q ∈ N, Ckij ∈ R, dk ∈ ∗

IR.2. Êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû G ìîæåò âõîäèòü ñ íåíóëåâûì êîý��èöèåíòîì òîëüêîâ îäíî èç ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé ñèñòåìû (13), ò. å.
Clij 6= 0 =⇒

(
∀k ∈ {1, . . . , q} \ {l}

) (
Ckij = 0

)
.3. Íèêàêèå äâà ýëåìåíòà èç îäíîé ñòðîêè ìàòðèöû G íå ìîãóò âõîäèòü ñ íåíóëåâûìèêîý��èöèåíòàìè â îäíî è òî æå ëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû (13), ò. å.

Ckir 6= 0 =⇒
(
∀j ∈ {1, . . . , n} \ {r}

) (
Ckij = 0

)
.Â âèäå, ñîîòâåòñòâóþùåì ñëó÷àþ 1, ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâèòü ìíîæåñòâîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö è ìíîæåñòâî êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö. Íàïðèìåð, äëÿ êâàä-ðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n îïèñàíèå ìíîæåñòâà êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâó-þùåå ñëó÷àþ 1, èìååò âèä

Gij + Gji = 0, i = 1, . . . , n − 1, j = i + 1, . . . , n.3.2. Âëèÿíèå îñîáåííîñòåé ñâÿçè íà ýòàï I ìåòîäà (12)Îáîçíà÷èì êàê Inx ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïàð èíäåêñîâ (ij) äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðè-öû G:
Inx = {(ij) | i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n}.×åðåç Inxk îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òåõ ïàð èíäåêñîâ (ij), äëÿ êîòîðûõ Gij âõîäèò â k-åîãðàíè÷åíèå ñ íåíóëåâûì êîý��èöèåíòîì:

Inxk = {(ij) ∈ Inx | Cijk 6= 0}.Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è G îáîçíà÷èì áóêâîé S.Â ñèëó ïåðâîãî óñëîâèÿ íà ìíîæåñòâî G ìàòðèöû S èç ìíîæåñòâà S îïèñûâàþòñÿñèñòåìîé ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé




&
k=1,...,q

(
∑

(ij)∈Inxk

CkijSij ∈ dk

)
,

&
(ij)∈Inx

(Sij ∈ Aij).Ïîëüçóÿñü âòîðûì óñëîâèåì íà ìíîæåñòâî G, ðàçîáüåì ýòó ñèñòåìó íà áëîêè òàê,÷òîáû ðàçíûå áëîêè íå èìåëè îáùèõ ïåðåìåííûõ:




&
k=1,...,q





∑
(ij)∈Inxk

CkijSij ∈ dk,

Sij ∈ Aij , (ij) ∈ Inxk;

&
(ij)∈ Inx \

⋃
k

Inxk

(Sij ∈ Aij).

(14)



114 È.À. Øàðàÿ, Ñ.Ï. ØàðûéÇäåñü îòäåëüíûé áëîê ñîîòâåòñòâóåò êàæäîìó èíäåêñó k. Êðîìå òîãî, îòäåëüíûé áëîê,ñîñòîÿùèé èç îäíîãî îãðàíè÷åíèÿ Sij ∈ Aij, ñîîòâåòñòâóåò êàæäîé ïàðå èíäåêñîâ (ij),äëÿ êîòîðîé (∀k)(Ckij = 0). Ïðè òàêîì ðàçáèåíèè î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
Sij, âõîäÿùèõ â îäèí áëîê, íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èç äðóãèõ áëîêîâ.Ïðèâëåêàÿ òðåòüå óñëîâèå íà ìíîæåñòâî G, ïîëó÷àåì, ÷òî ýëåìåíòû îäíîé ñòðîêèìàòðèöû S íå ìîãóò âõîäèòü â îäèí áëîê. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî i ïåðåìåííûå Sij,
j = 1, . . . , n, áóäóò íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. Îòñþäà

(∀i)

(
Si: =

⊗

j

Sij

)
.Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Sij èç åäèíñòâåííîãî áëîêà ñèñòåìû (14), ñîäåðæàùåãî ïåðå-ìåííóþ Sij.Åñëè (ij) ∈ Inxk, òî åäèíñòâåííûé áëîê, ñîäåðæàùèé ïåðåìåííóþ Sij, èìååò âèä

∑

(lr)∈Inxk

CklrSlr ∈ dk,

Slr ∈ Alr, (lr) ∈ Inxk .

(15)Ïåðåïèøåì (15), âûäåëÿÿ ïåðåìåííóþ Sij :
Sij ∈

(
dk −

∑
(lr)∈ Inxk \{(ij)}

CklrSlr

)/
Ckij, (16a)

Slr ∈ Alr, (lr) ∈ Inxk \{(ij)}, (16b)
Sij ∈ Aij . (16)Ó÷èòûâàÿ ñïåöèàëüíûé âèä îãðàíè÷åíèÿ (16), èìååì

Sij = Aij ∩ S̃ij , (17)ãäå S̃ij � ij-ÿ ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû âêëþ÷åíèé (16a) è (16b).Îãðàíè÷åíèÿ (16a) è (16b) ïîçâîëÿþò ìûñëèòü ìíîæåñòâî S̃ij êàê ìíîæåñòâî çíà÷å-íèé ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè
(

dk −
∑

(lr)∈ Inxk \{(ij)}

CklrSlr

)/
Ckijíà èíòåðâàëå ⊗

(lr)∈Inxk \{(ij)}

Alr. Ïðè òàêîì âçãëÿäå íà S̃ij ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî, ÷òî
S̃ij =

⋃

Slr∈Alr,
(lr)∈ Inxk \{(ij)}

(
dk −

∑
(lr)∈ Inxk \{(ij)}

CklrSlr

)/
Ckij.Âçÿòèå îáúåäèíåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòè, òàê êàê ðàññìàòðèâàåìàÿ �óíêöèÿçàäàíà ðàöèîíàëüíûì âûðàæåíèåì ñ åäèíñòâåííûì âõîæäåíèåì êàæäîé ïåðåìåííîé.Ïîëó÷àåì

S̃ij =

(
dk −

∑
(lr)∈ Inxk \{(ij)}

CklrAlr

)/
Ckij. (18)



Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. . . 115(Ýòîò æå ðåçóëüòàò äëÿ ìíîæåñòâà S̃ij ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå äëèííûì ïóòåì, âûïîëíèâäîáðîñîâåñòíî âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòîäà Ôóðüå äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ Slr, (lr) ∈
Inxk \{(ij)}, èç ñèñòåìû âêëþ÷åíèé (16a) è (16b).)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ (ij) ∈ Inxk ìíîæåñòâî Sij îïðåäåëÿåòñÿ èç (17) è (18). Åñëèæå (ij) ∈ Inx \

⋃
k

Inxk, òî åäèíñòâåííûé áëîê, ñîäåðæàùèé ïåðåìåííóþ Sij, èìååò âèä
Sij ∈ Aij, è ïîòîìó Sij = Aij. Â öåëîì,

Sij =





Aij

⋂
((

dk −
∑

(lr)∈ Inxk \{(ij)}

CklrAlr

)/
Ckij

)
, åñëè (ij) ∈ Inxk,

Aij , åñëè (ij) ∈ Inx \
⋃
k

Inxk .

(19)Ìíîæåñòâî Sij ïóñòî èëè ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì.Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ âûïóêëîé ìíîãîãðàííîé ñâÿçè G, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó-÷àþ 1, ìíîæåñòâî (A∩G)i: ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ Sij , âû÷èñëÿåìûõïî ïðàâèëó (19). Ïîýòîìó ýòàï I ìåòîäà (12) äëÿ ñëó÷àÿ 1 ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèìîáðàçîì: Ýòàï I ìåòîäà (12) äëÿ ñëó÷àÿ 11. Íàéòè ìíîæåñòâà Sij , (ij) ∈ Inx, ïî ïðàâèëó (19).2. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ ïóñòî, òî Ξtol(A ∩ G, b) = ∅.Åñëè âñå ìíîæåñòâà Sij , (ij) ∈ Inx, îòëè÷íû îò ïóñòîãî,îïðåäåëèòü vert ((A ∩ G)i:) äëÿ êàæäîãî èíäåêñà iêàê ìíîæåñòâî âåðøèí èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà⊗
j

Sijè ïåðåéòè ê ýòàïó II ìåòîäà (12). (20)
3.3. Ïðèìåð ïîñòàíîâêè çàäà÷èÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àþ 1, ðàññìîòðèì çàäà÷óîá îòûñêàíèè äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíîé ìîäåëè ìåæîòðàñëå-âîãî áàëàíñà ñ óñëîâèåì ðåíòàáåëüíîñòè îòðàñëåé. Àíàëîãè÷íûé ïðèìåð, íî òîëüêî äëÿîáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé, áûë ðåøåí È.�îíîì â [5℄.Âîçüìåì óðàâíåíèå Ëåîíòüåâà ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà â âèäå

(I − Q)x = y, (21)â êîòîðîì n � ÷èñëî ñåêòîðîâ (îòðàñëåé) ìîäåëè, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n,
Q ∈ R

n×n � ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò, x ∈ R
n � âåêòîð îáúåìîâ ïðîèç-âîäñòâà, y ∈ R

n � âåêòîð îáúåìîâ êîíå÷íîãî ïðîäóêòà. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî 1 −
∑

i Qij,ðàâíîå ñóììå ýëåìåíòîâ j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû I −Q, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîáàâëåííóþñòîèìîñòü íà åäèíèöó ïðîèçâîäñòâà â j-ì ñåêòîðå ýêîíîìèêè. Îòíîñèòåëüíî óðàâíå-íèÿ (21) ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
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Çàäà÷àÄàíî:1) äëÿ çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò Qij èçâåñòíû òîëüêî ãðàíè-öû, ò. å. äàíà òàêàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà Q ∈ IR

n×n, ÷òî Q ∈ Q;2) äëÿ êîìïîíåíò yi âåêòîðà îáúåìîâ êîíå÷íîãî ïðîäóêòà òîæå óêàçàíû òîëü-êî ãðàíèöû, ò. å. çàäàí èíòåðâàëüíûé âåêòîð y ∈ IR
n;3) çàäàíû ãðàíèöû äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè íà åäèíèöó ïðîèçâîäñòâà â êàæ-äîì ñåêòîðå ýêîíîìèêè â âèäå èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà d ∈ IR

n.Íàéòèâñå òàêèå âåêòîðû îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà x, ïðè êîòîðûõ äëÿ âñåõ ìàò-ðèö êîý��èöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò Q èç Q, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
1 −

∑
i Qij ∈ dj, j = 1, . . . , n, âåêòîð îáúåìîâ êîíå÷íîãî ïðîäóêòà y íå âûé-äåò çà ãðàíèöû èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà y.

(22)
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèíÿòûõ íàìè îáîçíà÷åíèé è òåðìèíîâ, ýòî çàäà÷à îá îòûñêàíèèìíîæåñòâà äîïóñêîâûõ ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû Ax = b, ãäå A = I − Q,

b = y, ñî ñâÿçüþ G, îãðàíè÷èâàþùåé ñóììó ýëåìåíòîâ êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðèöû êî-ý��èöèåíòîâ.Ïîêàæåì, ÷òî ñâÿçü G ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì ñëó÷àÿ 1.1. Ñâÿçü G îïèñûâàåòñÿ êîíå÷íîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé:
G ∈ G ⇐⇒ &

j=1,...,n

(
∑

i

Gij ∈ dj

)
.(Ïðè ñîãëàñîâàíèè ñ (13) íàäî ñ÷èòàòü, ÷òî Ckij = 1 ïðè k = j è 0 � âî âñåõ îñòàëüíûõñëó÷àÿõ. Çàòåì íàäî çàìåíèòü k íà j è èñêëþ÷èòü íåíóæíûå èíäåêñû.)2. Êàæäûé ýëåìåíò Gij ìàòðèöû G âõîäèò òîëüêî â îäíî îãðàíè÷åíèå, à èìåííî âîãðàíè÷åíèå ñ íîìåðîì j.3. Íè â êàêîì èç îãðàíè÷åíèé íå âñòðå÷àþòñÿ ýëåìåíòû èç îäíîé ñòðîêè, ïîñêîëüêóâ êàæäîå îãðàíè÷åíèå âõîäÿò òîëüêî ýëåìåíòû îäíîãî ñòîëáöà.Èòàê, âñå òðåáîâàíèÿ ê ñâÿçè âûïîëíåíû, è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî âîñïîëüçî-âàòüñÿ ìåòîäîì (12) â óïðîùåííîì âàðèàíòå, ñîîòâåòñòâóþùåì ñëó÷àþ 1.Ýòàï I ìåòîäà (12)1. Ñ ó÷åòîì êîíêðåòíîé ñâÿçè ïðàâèëî (19) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ Sij, ãäå S =

A ∩ G, ïðèìåò âèä
Sij = Aij ∩

(
dj −

∑

p 6=i

Apj

)
.Ïîñêîëüêó A = I−Q, ýòî ïðàâèëî ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ íà÷àëüíûõ äàííûõ:

Sij =





(1 − Qii) ∩

(
dj +

∑
p 6=i

Qpj

)
, åñëè i = j,

(−Qij) ∩

(
dj − 1 +

∑
p 6=i

Qpj

)
, èíà÷å.



Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. . . 1172. Åñëè êàêîå-òî èç ìíîæåñòâ Sij , (ij) ∈ Inx, ïóñòî, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è(22) òîæå ïóñòî.Åñëè âñå ìíîæåñòâà Sij , (ij) ∈ Inx, íåïóñòûå, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (22)îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé
&
i

((
vert

(
Si:

))
⊙ x ⊆ yi

)
, ãäå Si: =

⊗

j

Sij , i = 1, . . . , n. (23)Ýòàï II ìåòîäà (12)Äàòü îïèñàíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé êîíå÷íîé ñèñòåìû ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ-÷åíèé (23) â íóæíîì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ âèäå. Íà ýòîì ýòàïå ìîæíî ó÷åñòü òèïè÷íîåäëÿ çàäà÷è (22) òðåáîâàíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè âåêòîðà îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà, äîáàâèâê ñèñòåìå (23) íåðàâåíñòâî x ≥ 0.4. Ñëó÷àé 24.1. Îñîáåííîñòè âûïóêëîé ìíîãîãðàííîé ñâÿçè GÏåðåéäåì ê ñëó÷àþ, êîãäà âûïóêëàÿ ìíîãîãðàííàÿ ñâÿçü G óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèìóñëîâèÿì.1. Ìíîæåñòâî G çàäàíî â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå
G =

⋃

p∈Rq

G(p), ãäå p � âåêòîð ïàðàìåòðîâ,ïðè÷åì êàæäûé ýëåìåíò Gij(p) ìàòðèöû G(p) ïðîïîðöèîíàëåí îäíîé èç êîìïîíåíò âåê-òîðà ïàðàìåòðîâ:
Gij(p) = cijpk(i,j), cij ∈ R \ {0}, pk(i,j) ∈ {p1, . . . , pq}.2. Íèêàêèå äâà ýëåìåíòà ìàòðèöû G(p), ïðîïîðöèîíàëüíûå îäíîé êîìïîíåíòå âåê-òîðà ïàðàìåòðîâ, íå ëåæàò â îäíîé ñòðîêå, ò. å. äëÿ âñåõ k = 1, . . . , q èìååò ìåñòî ñëå-äîâàíèå
(il) ∈ Inxk =⇒

(
∀j ∈ {1, . . . , n} \ {l}

) (
(ij) 6∈ Inxk

)
,ãäå Inxk := {(ij) | Gij(p) = cijpk}� ìíîæåñòâî ïàð èíäåêñîâ âñåõ òåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû

G(p), êîòîðûå ïðîïîðöèîíàëüíû ïàðàìåòðó pk.Î÷åâèäíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî G � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâîâ R
m×n.Â âèäå, ñîîòâåòñòâóþùåì ñëó÷àþ 2, ìîæíî ïðåäñòàâèòü, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèåìíîæåñòâà ìàòðèö: ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, êîñîñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, öèêëè÷åñêèåìàòðèöû, ìàòðèöû �àíêåëÿ, ìàòðèöû �óðâèöà, ìàòðèöû Ò¼ïëèöà. Íàïðèìåð, äëÿ ìíî-æåñòâà êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö îäíà èç âîçìîæíûõ ïàðàìåòðèçàöèé, ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ ñëó÷àþ 2, èìååò âèä

G(p) =




p1 p2 p3 . . . pn

−p2 pn+1 pn+2 . . . p2n−1

−p3 −pn+2 p2n . . . p3n−3... ... ... . . . ...
−pn −p2n−1 −p3n−3 . . . pn(n+1)/2




, p1, . . . , pn(n+1)/2 ∈ R.



118 È.À. Øàðàÿ, Ñ.Ï. Øàðûé4.2. Âëèÿíèå îñîáåííîñòåé ñâÿçè íà ýòàï I ìåòîäà (12)Åñëè ñâÿçü G óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ ñëó÷àÿ 2, òî ìíîæåñòâî S := A∩G ñîñòîèòèç âñåõ òàêèõ ìàòðèö S, ÷òî
{

&
k=1,...,q

(
Sij = cijpk, (ij) ∈ Inxk

)
,

Sij ∈ Aij , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.
(24)Çàìåòèì, ÷òî â (24) íå èçâåñòíû íå òîëüêî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ Sij ïðè i = 1, . . . , m è

j = 1, . . . , n, íî è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ pk ïðè k = 1, . . . , q.Ïåðåïèøåì (24) â âèäå ñèñòåìû èç q áëîêîâ:
&

k=1,...,q

{
Sij = cijpk, (ij) ∈ Inxk,

Sij ∈ Aij, (ij) ∈ Inxk .
(25)Â (25) íèêàêèå äâà áëîêà íå èìåþò îáùèõ ïåðåìåííûõ, ïîýòîìó çíà÷åíèÿ ïåðåìåí-íûõ Sij , (ij) ∈ Inxk, èç k-ãî áëîêà íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èç äðóãèõ áëîêîâ.Â ñèëó âòîðîãî òðåáîâàíèÿ ê ìíîæåñòâó G ýëåìåíòû îäíîé ñòðîêè ìàòðèöû S íåìîãóò âõîäèòü â îäèí áëîê. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî i ïåðåìåííûå Sij , j = 1, . . . , n, áóäóòíåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé, ò. å. (∀i)

(
Si: =

⊗
j

Sij

).Íàéäåì ìíîæåñòâî Sij èç åäèíñòâåííîãî áëîêà ñèñòåìû (25), ñîäåðæàùåãî ïåðåìåí-íóþ Sij . Åñëè (ij) ∈ Inxk, ýòî áóäåò áëîê
{

Slr = clrpk, (lr) ∈ Inxk,

Slr ∈ Alr, (lr) ∈ Inxk .Ïîñëå î÷åâèäíûõ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îí ïðèìåò âèä
{

Slr = clrpk, (lr) ∈ Inxk,

clrpk ∈ Alr, (lr) ∈ Inxk .�àâåíñòâà Slr = clrpk, (lr) ∈ Inxk, ïðè pk ∈ R îïèñûâàþò â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ Slr,
(lr) ∈ Inxk, ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Òàê êàê âñå êîíñòàíòû clr,
(lr) ∈ Inxk, îòëè÷íû îò íóëÿ, ýòà ïðÿìàÿ íå ïåðïåíäèêóëÿðíà íèêàêîé èç êîîðäèíàòíûõîñåé. Êàæäîå âêëþ÷åíèå clrpk ∈ Alr ïðè clr 6= 0 îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî çíà÷åíèéïàðàìåòðà pk îòðåçêîì Alr/clr. Ó÷èòûâàÿ äåéñòâèå âñåõ òàêèõ îãðàíè÷åíèé, ïîëó÷èì,÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà pk ðàâíî ⋂

(lr)∈Inxk

Alr/clr. Ýòî ìíîæåñòâî ëèáî ïóñòî,ëèáî ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì.Èòàê, 



Slr = clrpk, (lr) ∈ Inxk,

pk ∈
⋂

(lr)∈Inxk

Alr/clr.Ïîýòîìó ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïåðåìåííîé Sij , óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîé ñèñòåìå, ìîæíîíàéòè ïî ïðàâèëó
Sij = cij ⊙




⋂

(lr)∈Inxk

Alr/clr



 äëÿ (ij) ∈ Inxk . (26)



Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. . . 119Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãðóïïà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû G, ïðîïîðöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðó pk, ñî-ñòîèò òîëüêî èç îäíîãî ýëåìåíòà (ij), òî ìíîæåñòâî Sij ñîâïàäàåò ñ Aij:
Inxk = {(ij)} =⇒ Sij = Aij . (27)Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ýòàï I ìåòîäà (12) ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:Ýòàï I ìåòîäà (12) äëÿ ñëó÷àÿ 21. Íàéòè ìíîæåñòâà Sij , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, ïî ïðàâèëó (26).2. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç íèõ ïóñòîå, òî Ξtol(A ∩ G, b) = ∅.Åñëè âñå ìíîæåñòâà Sij , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, îòëè÷íû îò ïóñòîãî,îïðåäåëèòü vert ((A ∩ G)i:) äëÿ êàæäîãî èíäåêñà iêàê ìíîæåñòâî âåðøèí èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà⊗

j

Sijè ïåðåéòè ê ýòàïó II ìåòîäà (12). (28)
5. ×èñëîâîé ïðèìåð�àññìîòðèì ÷èñëîâîé ïðèìåð, ÷òîáû ïîÿñíèòü, êàê ïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì (12) â óïðî-ùåííûõ âàðèàíòàõ.Ïóñòü èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A è èíòåðâàëüíûé âåêòîð b èìåþò âèä

A =

(
[0, 1] [−5,−1]
[0, 2] [1, 2]

)
, b =

(
[−1, 1]
[−2, 2]

)
.Òðåáóåòñÿ ïðåäñòàâèòü ãðà�è÷åñêè ìíîæåñòâî òàêèõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ x ∈

R
n, äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèöàõ A èç A çíà÷åíèå Ax ëåæèò âèíòåðâàëå b.5.1. Ïåðâûé ñïîñîá ðåøåíèÿ5.1.1. Âûáîð îïèñàíèÿ ñâÿçèÌíîæåñòâî G êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ðàçìåðîì 2 × 2 ïðåäñòàâèì â âèäå

G =

(
G11 G12

G21 G22

)
∈ G ⇐⇒ G12 + G21 = 0.Òàêîå îïèñàíèå ñâÿçè G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñëó÷àÿ 1, ïðè ýòîì q = 1, d1 = 0,

C112 = C121 = 1, C111 = C122 = 0, Inx1 = {(1 2), (2 1)}. Äëÿ ñâÿçè òàêîãî òèïà ýòàï Iìåòîäà ðåøåíèÿ (12) ìîæíî âûïîëíèòü â óïðîùåííîì âàðèàíòå (20).5.1.2. Ýòàï I â âèäå (20)1. Íàéäåì ìíîæåñòâà Sij , i = 1, 2, j = 1, 2, ïî ïðàâèëó (19). Ïîëó÷èì
S11 = A11 = [0, 1],

S12 = A12 ∩ (0 − A21) = [−5,−1] ∩ (−[0, 2]) = [−5,−1] ∩ [−2, 0] = [−2,−1],

S21 = A21 ∩ (0 − A12) = [0, 2] ∩ (−[−5,−1]) = [0, 2] ∩ [1, 5] = [1, 2],

S22 = A22 = [1, 2].



120 È.À. Øàðàÿ, Ñ.Ï. Øàðûé2. Âñå ìíîæåñòâà Sij , i = 1, 2, j = 1, 2, íåïóñòûå, ïîýòîìó
(A ∩ G)1: =

(
S11 S12

)
=
(
[0, 1] [−2,−1]

)
,

(A ∩ G)2: =
(
S21 S22

)
=
(
[1, 2] [1, 2]

)
.Îòñþäà

vert
(
(A ∩ G)1:

)
=

{
(0,−2), (1,−2), (0,−1), (1,−1)

}
,

vert
(
(A ∩ G)2:

)
=

{
(1, 1), (2, 1), (1, 2), (2, 2)

}
.5.1.3. Ýòàï IIÍà ýòîì ýòàïå íàì íàäî ïðåäñòàâèòü ãðà�è÷åñêè ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîíå÷íîé ñèñòåìûýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé





−2x2 ∈ [−1, 1],
x1 − 2x2 ∈ [−1, 1],

−x2 ∈ [−1, 1],
x1 − x2 ∈ [−1, 1],
x1 + x2 ∈ [−2, 2],

2x1 + x2 ∈ [−2, 2],
x1 + 2x2 ∈ [−2, 2],

2x1 + 2x2 ∈ [−2, 2].

x1

x2

(I)
(II)

(III)
(IV)

(V)

(VI)
2-2

2

-2
1-1 1

-1

�èñ. 3. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÷èñëîâîãî ïðèìåðà (çàøòðèõîâàíî)



Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. . . 121Ïåðâóþ ñòðîêó ñèñòåìû ðàçäåëèì íà −2, ïîñëåäíþþ ñòðîêó � íà 2, òðåòüþ ñòðî-êó (êàê ñëåäñòâèå ïåðâîé ñòðîêè ñèñòåìû) è ïÿòóþ ñòðîêó (êàê ñëåäñòâèå ïîñëåäíåéñòðîêè) óäàëèì. Ïîëó÷èì ñèñòåìó ýëåìåíòàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé:




x2 ∈

[
−

1

2
,
1

2

]
, (I)

x1 − 2x2 ∈ [−1, 1], (II)
x1 − x2 ∈ [−1, 1], (III)

2x1 + x2 ∈ [−2, 2], (IV)
x1 + 2x2 ∈ [−2, 2], (V)
x1 + x2 ∈ [−1, 1], (VI)ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðîé ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3. Â ðàññìîòðåííîì íàìè ÷èñëî-âîì ïðèìåðå ìíîæåñòâî ðåøåíèé � ýòî âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (0, 0.5),

(0.5, 0.5), (1, 0), (0,−0.5), (−0.5,−0.5), (−1, 0).5.2. Âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ5.2.1. Âûáîð îïèñàíèÿ ñâÿçèÌíîæåñòâî G êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ðàçìåðîì 2 × 2 ïðåäñòàâèì â âèäå
G =

⋃

p∈R3

G(p), G(p) =

(
p1 p2

−p2 p3

)
.Òàêîå îïèñàíèå ñâÿçè G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñëó÷àÿ 2, ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòüóïðîùåííûé âàðèàíò (28) ýòàïà I ìåòîäà (12).5.2.2. Ýòàï I â âèäå (28)1. Ïîèñê ìíîæåñòâ Sij , i = 1, 2, j = 1, 2.Ìíîæåñòâà Inx1 = {(1 1)} è Inx3 = {(2 2)} ñîäåðæàò ïî îäíîìó ýëåìåíòó. Ïîýòîìóíà îñíîâàíèè (27) ïîëó÷àåì S11 = A11 = [0, 1], S22 = A22 = [1, 2].Ìíîæåñòâà S12 è S21 îïðåäåëèì ïî ïðàâèëó (26), îïèðàÿñü íà òî, ÷òî Inx2 = {(1 2), (2 1)},

c12 = 1, c21 = −1:
S12 = c12 ⊙

(
(A12/c12) ∩ (A21/c21)

)
= 1 ⊙ ([−5,−1] ∩ [−2, 0]) = [−2,−1],

S21 = c21 ⊙
(
(A12/c12) ∩ (A21/c21)

)
= −1 ⊙ ([−5,−1] ∩ [−2, 0]) = [1, 2].2. Êàê â ïåðâîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ.5.2.3. Ýòàï IIÊàê â ïåðâîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ.



122 È.À. Øàðàÿ, Ñ.Ï. Øàðûé5.3. Âëèÿíèå ñâÿçèÂî ââåäåíèè áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ïðè A ∩ G 6= ∅ íàëîæåíèå ñâÿçè íà êîý��èöèåíòûñïîñîáñòâóåò ðàñøèðåíèþ äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé:
A ∩ G 6= ∅ =⇒ Ξtol(A, b) ⊆ Ξtol(A ∩ G, b).Âîñïîëüçóåìñÿ äàííûìè ðàññìîòðåííîé ÷èñëîâîé çàäà÷è, ÷òîáû íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòüâëèÿíèå ñâÿçè êîý��èöèåíòîâ íà äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòå-ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ìíîæåñòâà Ξtol(A, b) è Ξtol(A ∩ G, b) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

A =

(
[0, 1] [−5,−1]
[0, 2] [1, 2]

)
, b =

(
[−1, 1]
[−2, 2]

)
, G � ìíîæåñòâî êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö.Ìíîæåñòâî Ξtol(A ∩ G, b) âçÿòî èç ðàññìîòðåííîé ÷èñëîâîé çàäà÷è.Ìíîæåñòâî Ξtol(A, b) ìîæíî îïðåäåëèòü, â ñîîòâåòñòâèè ñ (11), èç ñèñòåìû ýëåìåí-òàðíûõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé:





−5x2 ∈ [−1, 1],
x1 − 5x2 ∈ [−1, 1],

−x2 ∈ [−1, 1],
x1 − x2 ∈ [−1, 1],

x2 ∈ [−2, 2],
2x1 + x2 ∈ [−2, 2],

2x2 ∈ [−2, 2],
2x1 + 2x2 ∈ [−2, 2].Ïðè÷åì â ýòîé ñèñòåìå òðåòüÿ, ïÿòàÿ è ñåäüìàÿ ñòðîêè î÷åâèäíî ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìèïåðâîé ñòðîêè, ïîýòîìó èõ ìîæíî óäàëèòü.

x1

x2

1−1

0.50.2
−0.2

−0.5

(0.5,0.5) (0.8,0.2)
(−0.8,−0.2)(−0.5,−0.5)

Ξtol(A, b)

Ξtol(A ∩ G, b)

�èñ. 4. Âëèÿíèå ñâÿçè íà äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé â ÷èñëîâîì ïðèìåðå



Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. . . 123Äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Ξtol(A, b) � âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîãðàììîé, ðàñ-ïîëîæåííîé ïî àäðåñó http://www.ns.ru/interval/Programming/AEsolset.ps è ïðåä-íàçíà÷åííîé äëÿ âèçóàëèçàöèè ìíîæåñòâ ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû Ax = b ñìàòðèöåé A ðàçìåðîì 2×2.Ìíîæåñòâî Ξtol(A, b) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè
(0, 0.2), (0.8, 0.2), (1, 0), (0,−0.2), (−0.8,−0.2), (−1, 0). Íà ðèñ. 4 îí çàøòðèõîâàí äëÿñîïîñòàâëåíèÿ ñ ñîäåðæàùèì åãî øåñòèóãîëüíèêîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâó
Ξtol(A ∩ G, b).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Øàðûé Ñ.Ï. Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê àíàëèçó ëèíåéíûõ ñòàòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èíòåð-âàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ // Èçâåñòèÿ �ÀÍ. Òåîðèÿ è ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. 1997. � 3.Ñ. 51�61. http://www.ns.ru/interval/shary/Papers/IzvAN.pdf[2℄ Øàðûé Ñ.Ï. Êîíå÷íîìåðíûé èíòåðâàëüíûé àíàëèç: ýëåêòðîííàÿ êíèãà.http://www.ns.ru/interval/Library/InteBooks/SharyBook.pdf[3℄ Shary S.P. A new tehnique in the systems analysis under interval unertainty andambiguity // Reliable Computing. 2002. Vol. 8, N 5. P. 321�419.http://www.ns.ru/interval/shary/Papers/ANewTeh.pdf[4℄ Kearfott R.B., Nakao M.T., Neumaier A., Rump S., Shary S., van Hentenryk P.Standardized notation in interval analysis // Èíòåðâàëüíûé àíàëèç: Òðóäû ÕIII Áàéêàëüñêîéìåæäóíàðîäíîé øêîëû-ñåìèíàðà ¾Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿. Ò. 4. Èðêóòñê:ÈÑÝÌ ÑÎ �ÀÍ. 2005. Ñ. 106�113. http://www.ns.ru/interval/INotation.pdf,http://www.ns.ru/interval/Conferenes/Baikal-2005/IntervalAnalysis.pdf,à òàêæå http://www.mat.univie.a.at/~neum/interval.html[5℄ Rohn J. Interval linear systems with presribed olumn sums // Linear algebra and itsappliations. 1981. Vol. 39. P. 143�148. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 9 �åâðàëÿ 2009 ã.


