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Ïðèìåíåíèå òåîðèè êàíîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâäëÿ îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,ðàñïðåäåëåííîé íà îòðåçêå∗Â.È. Äåíèñîâ, Â.Ñ. Òèìî�ååâ, Â.Þ. ÙåêîëäèíÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îññèÿe-mail: videnis�nstu.ru, nets�fpm.ami.nstu.ru, raix�ngs.ru�àññìîòðåíà çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ íà�èíèòíûõ èíòåðâàëàõ. Ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå �óíêöèè ïëîòíîñòè èñêîìîé ñëó-÷àéíîé âåëè÷èíû â ðÿä ïî îðòîãîíàëüíûì ïîëèíîìàì íà îñíîâå òåîðèè êàíî-íè÷åñêèõ ìîìåíòîâ (â êà÷åñòâå áàçîâîé ïëîòíîñòè èñïîëüçîâàíî ñåìåéñòâî áåòà-ðàñïðåäåëåíèé). Ïðåäëîæåí àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ �óíêöèè ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé íà �èíèòíîì èíòåðâàëå. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðè-ìåíåíèÿ àëãîðèòìà äëÿ îöåíèâàíèÿ ðÿäà ðàñïðåäåëåíèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ,êàíîíè÷åñêèå ìîìåíòû, îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå, áåòà-ðàñïðåäåëåíèå.ÂâåäåíèåÂî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñî ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêîé ýêñ-ïåðèìåíòàëüíîé èí�îðìàöèè, âîçíèêàåò çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè ðàñïðåäåëåíèé èññëå-äóåìûõ ïîêàçàòåëåé. Íà ñåãîäíÿ ñóùåñòâóåò øèðîêèé ñïåêòð ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõðåøàòü ýòó çàäà÷ó ïðè òåõ èëè èíûõ óñëîâèÿõ, îïðåäåëÿåìûõ ñïåöè�èêîé ïðåäìåò-íîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, öåëåé èññëåäîâàíèÿ, ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è èìåþùè-ìèñÿ â ðàñïîðÿæåíèè èññëåäîâàòåëÿ òåõíè÷åñêèìè è òåõíîëîãè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè.Íà ïðàêòèêå ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì çàäà÷è èäåí-òè�èêàöèè ðàñïðåäåëåíèé, èñïîëüçóþòñÿ, êàê ïðàâèëî, òîëüêî ñòàíäàðòíûå ñïîñîáûîöåíèâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé, òàêèå êàê ìåòîäû òèïà õè-êâàäðàò Ïèðñîíà, ìàêñèìàëüíî-ãî ïðàâäîïîäîáèÿ, êðèòåðèè ñîãëàñèÿ òèïà êðèòåðèåâ Ñìèðíîâà, Êîëìîãîðîâà, îìåãà-êâàäðàò è ò. ä., èçâåñòíûå åùå ïî ðàáîòàì [1�3℄. Îäíàêî àíàëèç ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû [4�7℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíû ñïåöèàëèçè-ðîâàííûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ñòàòèñòèê è ïîä-õîäîâ, áàçèðóþùèõñÿ íà òåîðåòè÷åñêèõ äîñòèæåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Âýòîé ñâÿçè ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå ïðèìåíåíèþ òåîðèè âåðîÿòíîñòíûõìåð è åå ïðèëîæåíèé, òàêèõ êàê ïëàíèðîâàíèå îïòèìàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ [5℄, óñòîé-÷èâîå îöåíèâàíèå îòäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàñïðåäåëåíèé [6℄, óñòîé÷èâîå îöåíèâàíèåðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé â öåëîì [4℄ è äð.
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè êàíîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ äëÿ îöåíèâàíèÿ . . . 17Îäèí èç àëüòåðíàòèâíûõ ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ ðàñïðåäåëåíèé ïðåäîñòàâëÿåò òåî-ðèÿ êàíîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ, ïðåäëîæåííàÿ Ì. Ñêèáèíñêè [8℄ è ðàçâèòàÿ âïîñëåäñòâèèÕ. Äåòòå è Â.Äæ. Ñòàääåíîì [5℄. Îñîáåííîñòü äàííîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ íà �èíèòíîì èíòåðâàëå, ìîãóò áûòü ïðèìåíåíûñïåöèàëüíûå ìåòîäû, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ñäâèãà è ìàñøòà-áà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñ îäíîé è òîé æå òî÷êè çðåíèÿ öåëûåñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îáëàäàþùèõ îáùèìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ìîãóò áûòüîïèñàíû â òåðìèíàõ êàíîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ.Ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èçìåðåíèÿìè (íàáëþäå-íèÿìè) çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíêðåòíûì òåõíè÷åñêèì ïî-êàçàòåëÿì, åñòåñòâåííî ðàññìîòðåíèå êîíå÷íûõ (�èíèòíûõ) èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé ýòèõïîêàçàòåëåé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, äàæå åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-íà òåîðåòè÷åñêè ðàñïðåäåëåíà íà íåîãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå, åå ðåàëüíî íàáëþäàåìûåçíà÷åíèÿ áóäóò êîíå÷íûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñëåäñòâèå ñâîåé ïðèðîäû, ìíîãèå òåõíè-÷åñêèå ïîêàçàòåëè èçíà÷àëüíî íå ìîãóò ïðèíèìàòü áåñêîíå÷íî áîëüøèå èëè áåñêîíå÷íîìàëûå çíà÷åíèÿ.Òàêèå ñèòóàöèè âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷åñêîãî êîíòðîëÿ êà÷åñòâà,òåîðèè íàäåæíîñòè, â èññëåäîâàíèÿõ ìåäèöèíû, áèîëîãèè, ýêîëîãèè, ñåëüñêîãî õîçÿé-ñòâà è äð. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå �èíèòíîñòè èíòåðâàëà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííî âûòåêàþùèì èç óñëîâèÿ ðåøàåìîé çàäà÷è, ò. å. ñêîðååíåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíûõ ïðàêòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Íî íåëüçÿ çà-áûâàòü î òîì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (ñâÿçàííûõ, íàïðèìåð, ñ òåîðèåéêàòàñòðî�) ê âûáîðó �èíèòíîãî èíòåðâàëà ðàñïðåäåëåíèÿ íóæíî ïîäõîäèòü ñ èçâåñò-íîé îñòîðîæíîñòüþ, îñíîâûâàÿñü íà ñïåöè�èêå àïðèîðíîé èí�îðìàöèè îá èçó÷àåìîìòåõíè÷åñêîì îáúåêòå.Âî ìíîãèõ èññëåäîâàíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ðàñïðåäåëåííûìèíà �èíèòíûõ èíòåðâàëàõ, èñïîëüçóåòñÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèå. Îíî óäîáíî â ïåðâóþ î÷å-ðåäü òåì, ÷òî èìååò ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òàêèå øèðîêî ïðèìåíÿåìûå íà ïðàêòèêå ðàñ-ïðåäåëåíèÿ, êàê ðàâíîìåðíîå, ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíóñà, F -ðàñïðåäåëåíèå Ñíåäåêîðà�Ôèøåðà, ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ, è äð.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòåí ìåòîä îöåíèâàíèÿ �óíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ,îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ, ÷àñòè÷íûå ñóììû êîòîðîãî ñòîé èëè èíîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïðèáëèæàþò èñêîìóþ ïëîòíîñòü. Ïåðâûå èññëåäîâà-íèÿ òàêîãî ðîäà îòíîñÿòñÿ ê ðàáîòàì Ê.Â.Ë. Øàðëüå [9℄ íà÷àëà XX âåêà, â êîòîðûõ áû-ëî ïðåäëîæåíî ðàçëîæåíèå �ðàìà�Øàðëüå äëÿ íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè. Ïîçäíåå ïîäõîäáûë îáîáùåí â [2℄ äëÿ ïëîòíîñòåé ïðîèçâîëüíîãî âèäà.Â ïðåäñòàâëÿåìîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòåé ñëó÷àéíûõâåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêàõ, íà îñíîâå ñèíòåçà òåîðèé êàíîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâè îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé ïëîòíîñòåé.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏóñòü ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà ïîëó÷åíû ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå {x1, x2, ...}, ñóòüèçìåðåíèÿ çíà÷åíèé íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ðàñïðåäåëåííîé íà �èíèòíîì èí-òåðâàëå. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè [5℄ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ξÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [0, 1], ïîñêîëüêó äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ íà ïðîèç-



18 Â.È. Äåíèñîâ, Â.Ñ. Òèìî�ååâ, Â.Þ. Ùåêîëäèíâîëüíîì îòðåçêå, ñêàæåì, [a, b], ïðè ïîìîùè à��èííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ x̃i =
xi − a

b − aðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûåèçëàãàåìûì íèæå.Çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïî çíà÷åíèÿì ïîëíîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè åå ìîìåíòîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçâåñòíóþ çàäà÷ó Õàóñäîð�à [10℄.Â ñèëó �èíèòíîñòè çàäà÷à Õàóñäîð�à ðàçðåøèìà, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü îäíî-çíà÷íî îïðåäåëåíà �óíêöèÿ ïëîòíîñòè fξ(x).Îñíîâíîå âíèìàíèå â ðàáîòå áóäåò óäåëåíî ïîñòðîåíèþ îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿïëîòíîñòè â ðÿä ïî ïîëèíîìàì ßêîáè, ïîðîæäåííûì áåòà-ðàñïðåäåëåíèåì. Ïðè ýòîìêîý��èöèåíòû èñêîìîãî ðàçëîæåíèÿ áóäóò âûðàæàòüñÿ â òåðìèíàõ êàíîíè÷åñêèõ ìî-ìåíòîâ îöåíèâàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.2. Ïîñòðîåíèå îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè ïëîòíîñòèÏóñòü µ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1], ïëîò-íîñòü êîòîðîé èìååò âèä
wα,β(x) =

1

B(α + 1, β + 1)
(1 − x)αxβ, (1)ãäå α, β > −1.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ {P

(α,β)
k (x)}k≥0 � îðòîãîíàëüíà îòíîñèòåëüíî ïëîò-íîñòè (1), åñëè

1
∫

0

P
(α,β)
k (x)P

(α,β)
l (x)wα,β(x)dx = 0, k 6= l, (2)ãäå P

(α,β)
k (x) � ïîëèíîì ñòåïåíè k. Ïîëèíîìû â (2) ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ïîëè-íîìàìè ßêîáè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íà îñíîâå ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé (óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòî-ðûì óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè) â ðÿäû. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòüðàçëîæåíèÿ �óíêöèé ïëîòíîñòè âèäà

fξ(x) = wα,β(x)

∞
∑

k=0

rkP
(α,β)
k (x), (3)ãäå wα,β(x) � áàçîâàÿ ïëîòíîñòü ðàçëîæåíèÿ.Ñîãëàñíî [11, 12℄, îïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòîâ rk ðàçëîæåíèÿ (3) ìîæåò áûòü ïðîâå-äåíî ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïîëèíîìîì ñòåïåíè k.Òîãäà

rk =

1
∫

0

P
(α,β)
k (x)fξ(x)dx, k = 0, 1, 2, ... (4)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëèíîìû ßêîáè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ëèíåéíûìè êîìáèíà-öèÿìè ñèñòåìû ñòåïåíåé {1, x, x2, ...}, à èìåííî â âèäå

P
(α,β)
0 (x) = 1, P

(α,β)
k (x) =

k
∑

i=0

akix
i. (5)



Ïðèìåíåíèå òåîðèè êàíîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ äëÿ îöåíèâàíèÿ . . . 19Ïðè ïîäñòàíîâêå (5) â (4) âîçíèêàþò èíòåãðàëû âèäà ∫ xifξ(x)dx, êîòîðûå îïðåäå-ëÿþò íà÷àëüíûå ìîìåíòû mi ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Òàêèì îáðàçîì, êîý��èöèåíòû(4) áóäóò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìîìåíòîâ èñêîìîé ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû, à èìåííî
r0 = 1, rk = ak0 +

k
∑

i=2

akimi, k = 1, 2, ... (6)Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå âìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (6) óäîáíåå èñïîëüçîâàòü åãî àíàëîãäëÿ ñèñòåìû îðòîíîðìèðîâàííûõ ïîëèíîìîâ ßêîáè è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ öåíòðèðîâàí-íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ̃ = ξ − m1. Â ýòîì ñëó÷àå (6) èìååò âèä
r0 = 1, r1 = a10, r2 = a20 + a22µ2,

rk = ak0 +
k
∑

i=3

akiµi, k = 3, 4, ..., (7)ãäå µi � öåíòðàëüíûå ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïåðåõîäà ê îðòîíîðìèðîâàííûì ïîëèíîìàì ßêîáè {P̃
(α,β)
k (x)}k≥0íåîáõîäèìî, ñëåäóÿ [13℄, ïðîâåñòè ïðåîáðàçîâàíèå

P̃
(α,β)
k (x) =

√

k!(α + β + 2k + 1)

Γ(α + k + 1)Γ(β + k + 1)
P

(α,β)
k (x).Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (2) ïðèíèìàåò áîëåå îáùèé âèä:

1
∫

0

P̃
(α,β)
k (x)P̃

(α,β)
l (x)wα,β(x)dx = δkl,ãäå δkl � ñèìâîë Êðîíåêåðà.Ñîãëàñíî [5℄ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáû÷íûõ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàõîäèò-ñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êàíîíè÷åñêèõ ìîìåí-òîâ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè èçâåñòíîçíà÷åíèå mk äëÿ èñêîìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è çíà÷åíèÿ m−

k è m+
k , îïðåäåëÿåìûåíàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè ýòîãî æå ìîìåíòà ó âñåõ ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí, ïåðâûå k−1 ïðåäûäóùèõ ìîìåíòîâ êîòîðûõ ñîâïàäàþò, òî êàíîíè÷åñêèéìîìåíò ïîðÿäêà k ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

pk =
mk − m−

k

m+
k − m−

k

.Íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàíîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ñòðîãî ïî îïðå-äåëåíèþ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé àíàëèòè÷åñêîé çàäà÷åé [5℄. Ïîýòîìó ïðèìåíÿ-þòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðîöåäóðû, â ÷àñòíîñòè, Q-D-àëãîðèòì, èññëåäîâàííûé, íàïðèìåð,â [14℄. Îí îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè êàíîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ â òåðìèíàõ îïðåäå-ëèòåëåé �àíêåëÿ Hk è Hk [15℄:
mk − m−

k =
Hk

Hk−2

, m+
k − mk =

Hk

Hk−2

, pk =
HkHk−2

HkHk−2 + Hk−2Hk

,



20 Â.È. Äåíèñîâ, Â.Ñ. Òèìî�ååâ, Â.Þ. Ùåêîëäèíãäå H−1 = H0 = H−1 = H0 = 1, à òàêæå
H2k =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m0 · · · mk... . . . ...
mk · · · m2k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, H2k+1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m1 · · · mk+1... . . . ...
mk+1 · · · m2k+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

H2k =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m1 − m2 · · · mk − mk+1... . . . ...
mk − mk+1 · · · m2k−1 − m2k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

H2k+1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m0 − m1 · · · mk − mk+1... . . . ...
mk − mk+1 · · · m2k − m2k+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Êðîìå ñîáñòâåííî êàíîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ, äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Õàóñäîð�à ÷àñòîïðèìåíÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå àññîöèèðîâàííûå ζ-õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,îïðåäåëÿåìûå êàê
ζ0 = 1, ζ1 = p1, ζk = (1 − pk−1)pk, k = 2, 3, ...Ýòè õàðàêòåðèñòèêè èìåþò áîëåå óäîáíîå, ÷åì êàíîíè÷åñêèå ìîìåíòû, ïðåäñòàâëå-íèå â òåðìèíàõ îïðåäåëèòåëåé �àíêåëÿ, à èìåííî

ζk =
HkHk−3

Hk−1Hk−2

.Òàêèì îáðàçîì, êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî îðòîãîíàëüíûì ïîëèíîìàì ßêîáè(4) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû íå òîëüêî êàê �óíêöèè îáû÷íûõ ìîìåíòîâ (6), íî è êàê�óíêöèè êàíîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ è/èëè ζ-õàðàêòåðèñòèê. �åøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæåòáûòü ïîëó÷åíî íà îñíîâå ñëåäóþùåé èçâåñòíîé òåîðåìû, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìîæíîíàéòè â [15℄.Òåîðåìà (Ñêèáèíñêè). Åñëè mn = (m1, ..., mn) ∈ Int Mn, òî
mn = Sn,n =

[n/2]
∑

i=0

[

S2
i,n−i

n−2i
∏

j=1

ζj

]

,ãäå Si,j = Si,j−1 + ζj−i+1Si−1,j, 1 ≤ i ≤ j è Si,j = 0, åñëè 0 ≤ j < i, S0,j = 1 ïðè j ≥ 0.Â òåîðåìå Ñêèáèíñêè äëÿ ïðîñòðàíñòâà ìîìåíòîâ M îïðåäåëåíà âåëè÷èíà Int M =
{m ∈ M : mn ∈ Mn∀n ∈ N}, à Mn ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà
M , îïðåäåëÿåìûì ïåðâûìè n ìîìåíòàìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.Âîçâðàùàÿñü ê èñêîìîìó ðàçëîæåíèþ (3), ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âû÷èñëåíèå âñåõåãî ÷ëåíîâ íå èìååò ïðàêòè÷åñêîãî ñìûñëà, ïîñêîëüêó îáû÷íî â ðàñïîðÿæåíèè èññëåäî-âàòåëÿ èìååòñÿ èí�îðìàöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ áîëåå èëè ìåíåå òî÷íî îöåíèòü ëèøü ïåðâûåíåñêîëüêî ìîìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ñ óâå-ëè÷åíèåì ïîðÿäêà ìîìåíòà ðåçêî óõóäøàåòñÿ êà÷åñòâî åãî îöåíèâàíèÿ äàæå äëÿ òåõìåòîäîâ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ âûñîêîé ñòåïåíüþ óñòîé÷èâîñòè [7℄.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ èññëåäîâàòåëÿ âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüêà÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî äîñòèãàåòñÿ âû÷èñëåíèåì



Ïðèìåíåíèå òåîðèè êàíîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ äëÿ îöåíèâàíèÿ . . . 21îñíîâíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, îïðåäåëÿþùèõ �îðìó ðàñïðåäåëåíèÿ. Ê íèìîòíîñÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèÿ, êîý��èöèåíòû àñèììåòðèè è ýêñöåñ-ñà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ â ðàçëîæåíèè (3) èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü÷ëåíû äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå (3) â âèäå
fξ(x) = wα,β(x)

∞
∑

k=0

rkP̃
(α,β)
k (x) =

= wα,β(x)
(

Ψ̃n(x) + R̃n(x)
)

= Ψn(x) + Rn(x), (8)ãäå Ψ̃n(x) � n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (3), à R̃n(x) � n-é îñòàòîê ðÿäà, Ψn(x) =
wα,β(x)Ψ̃n(x), Rn(x) = wα,β(x)R̃n(x). Òîãäà, ïðåíåáðåãàÿ îñòàòêîì ðÿäà, áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî fξ(x) ≈ Ψn(x), ïðè÷åì äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè, êîãäà n ≤ 4.Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ñêèáèíñêè, îïðåäåëèì âûðàæåíèÿ äëÿ íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ:

m1 = ζ1, m2 = ζ1(ζ1 + ζ2), m3 = ζ1((ζ1 + ζ2)
2 + ζ2ζ3),

m4 = ζ1((ζ1 + ζ2)
3 + ζ2ζ3(2(ζ1 + ζ2) + ζ3 + ζ4)).Ïðèìåíèâ èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå íà÷àëüíûå è öåíòðàëüíûå ìîìåíòû[3℄, ïîëó÷àåì

µ1 = 0, µ2 = ζ1ζ2, µ3 = −ζ1ζ2(ζ1 − ζ2 − ζ3),

µ4 = ζ1ζ2((ζ1 − ζ2 + ζ3)
2 + ζ1ζ2 − ζ3ζ4).Íåîáõîäèìîñòü â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ðàçëîæåíèÿ (6) èëè (7), ïðèýòîì ïîñëåäíåå ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà öåíòðèðîâàíà.Îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû ßêîáè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì ÷å-ðåç ζ-õàðàêòåðèñòèêè:

P̃
(α,β)
1 (x) = x − ζ1,

P̃
(α,β)
k+1 (x) = (x − ζ2k − ζ2k+1)P̃

(α,β)
k (x) − ζ2k−1ζ2kP̃

(α,β)
k−1 (x). (9)Äëÿ ïåðåõîäà îò (9) ê (5) îïðåäåëèì êîý��èöèåíòû aki â òåðìèíàõ ζ-õàðàêòåðèñòèê:

a10 = −ζ1, a20 = ζ1ζ3, a22 = 1,

a30 = −ζ1ζ3ζ5, a32 = −

5
∑

i=1

ζi, a33 = 1,

a40 =

4
∏

i=1

ζ2i−1, a42 =

5
∑

i=1

(

ζi

7
∑

j=i+2

ζj

)

, a43 = −

7
∑

i=1

ζi, a44 = 1.Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ýòèõ êîý��èöèåíòîâ â (7) è çàìåíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìî-ìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èõ îöåíêàìè, âû÷èñëåííûìè ïî âûáîðêå, ïîëó÷àåì îöåíêóèñêîìîé �óíêöèè ïëîòíîñòè â âèäå n-é ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà (7):
f̂

(n)
ξ (x) ≈ wα,β(x)

n
∑

k=0

rkP̃
(α,β)
k (x), (10)ãäå rk îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (7), à n ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 2, 3 èëè 4.



22 Â.È. Äåíèñîâ, Â.Ñ. Òèìî�ååâ, Â.Þ. ÙåêîëäèíÑëåäóåò îòìåòèòü íåêîòîðûå çàêîíîìåðíîñòè, âîçíèêàþùèå â ñîîòíîøåíèÿõ, ñâÿ-çûâàþùèõ êîý��èöèåíòû îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ (5) è êàíîíè÷åñêèå ìîìåíòû ñëó-÷àéíîé âåëè÷èíû (è ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëèòåëè �àíêåëÿ).Óòâåðæäåíèå 1. Ïðè i ≥ 1 âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:1) aii = 1;2) ai0 = (−1)i
i
∏

k=1

ζ2k−1 = (−1)i
H2i−1

H2i−2

;3) ai,i−1 = −
2i−1
∑

k=1

ζk;4) ai,i−2 =
2i−3
∑

k=1

(

ζk

2i−1
∑

l=k+2

ζl

).Äîêàçàòåëüñòâî ï. 1�4 óòâåðæäåíèÿ 1 ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìèêîý��èöèåíòîâ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ. Êðîìå òîãî, âòîðîå ðàâåíñòâî ï. 2 ïîëó÷à-åòñÿ ïðèìåíåíèåì ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé �àíêåëÿ [15℄.Äàëåå èìååò ñìûñë îáñóäèòü âîïðîñ î êîððåêòíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ áàçîâîé �óíê-öèè áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ wα,β(x). Â îòëè÷èå îò ðàññìàòðèâàåìîãî â [3, 11℄ ðàçëîæåíèÿ�ðàìà�Øàðëüå ïî ñèììåòðè÷íîé íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè, â äàííîì ñëó÷àå âîçíèêàåòïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî ïðè ðàçíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ α, β ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå �îðìû. Ïðè α > β ðàñïðåäåëåíèå îáëà-äàåò ïîëîæèòåëüíîé àñèììåòðèåé, à ïðè α < β � îòðèöàòåëüíîé. ×òîáû ó÷åñòü ýòîò�àêò, íåîáõîäèìî ïðè ïîñòðîåíèè ðàçëîæåíèÿ (2) ñîîòíåñòè ñâîéñòâà ïëîòíîñòè (1) èñâîéñòâà èñêîìîé ïëîòíîñòè fξ(x), îïðåäåëÿåìûå ïî âûáîðêå. Äëÿ ýòîé öåëè àâòîðàìèïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùååÓòâåðæäåíèå 2. Öåíòðàëüíûå ìîìåíòû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η1 è η2, ðàñïðå-äåëåííûõ íà îòðåçêå [0, 1], ñî âçàèìíî ñèììåòðè÷íûìè �óíêöèÿìè ïëîòíîñòè f1(x) è
f2(x) ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

µ
(2)
k = (−1)kµ

(1)
k .Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå âçàèìíîé ñèììåòðè÷íîñòè �óíêöèé f1(x) è f2(x) îçíà-÷àåò, ÷òî âåðíî

f2(x) = f1(1 − x). (11)Òîãäà öåíòðàëüíûå ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η1 âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì
µ

(1)
k = E(η1 − Eη1)

k =

1
∫

0

(

x − m
(1)
1

)k

f1(x)dx,ãäå m
(1)
1 � ïåðâûé íà÷àëüíûé ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η1. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

η2 â ñèëó (11) ýòîò ìîìåíò áóäåò èìåòü âèä
m

(2)
1 =

1
∫

0

xf2(x)dx =

1
∫

0

xf1(1 − x)dx =

1
∫

0

(1 − x)f1(x)dx = 1 − m
(1)
1 .
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µ

(2)
k = E(η2 − Eη2)

k =

1
∫

0

(x − m
(2)
1 )kf2(x)dx =

1
∫

0

(x − 1 + m
(1)
1 )kf1(1 − x)dx.Äàëåå ïðîâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ y = 1 − x, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

µ
(2)
k =

0
∫

1

(

m
(2)
1 − y

)k

f2(y)d(1 − y) = (−1)k

1
∫

0

(

y − m
(2)
1

)k

f2(y)dy = (−1)kµ
(1)
k ,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 2Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçëîæåíèÿ (3) íà îñíîâå áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ äî-ñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àåâ ïîëîæèòåëüíîé àñèììåòðèè, ïîñêîëüêóâåðíî

wα,β(x) = wβ,α(1 − x),÷òî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 2.Äàëåå çàìåòèì, ÷òî äëÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ �èêñèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè α è βîöåíêè ïëîòíîñòåé ïî �îðìóëå (10) ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò èñêîìûõ ïëîòíî-ñòåé ñ òî÷êè çðåíèÿ êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ, òàêèõ êàê êðèòåðèé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-äîáèÿ, õè-êâàäðàò Ïèðñîíà, êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà è äð. ×òîáû ïîëó÷èòü íàèëó÷øèåðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ, åñòåñòâåííî ïðîâîäèòü îïòèìèçàöèþ ïî ïàðàìåòðàì áàçîâîé�óíêöèè ïëîòíîñòè wα,β(x). Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ àâòîðàìè ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþ-ùèé MEC-àëãîðèòì (Measure Estimation on Canonial moments) îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòèðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé íà �èíèòíîì èíòåðâàëå.Øàã 0. Çàäàòü i = 0, âûáðàòü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ áàçîâîé ïëîòíîñòè
(α0, β0).Øàã 1. Âû÷èñëèòü íà÷àëüíûå mk è öåíòðàëüíûå µk ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.Øàã 2. Âû÷èñëèòü ζ-õàðàêòåðèñòèêè â ñîîòâåòñòâèè ñ Q-D-àëãîðèòìîì.Øàã 3. Âû÷èñëèòü êîý��èöèåíòû îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ â (5).Øàã 4. Âû÷èñëèòü îöåíêó èñêîìîé �óíêöèè ïëîòíîñòè ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ (10).Øàã 5. Îöåíèòü êà÷åñòâî ðàçëîæåíèÿ (10) íà îñíîâå âûáðàííîãî êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿ.Åñëè ïîëó÷åí óäîâëåòâîðèòåëüíûé ðåçóëüòàò, òî àïïðîêñèìàöèÿ (10) âûáèðàåòñÿ â êà-÷åñòâå îöåíêè èñêîìîé �óíêöèè ïëîòíîñòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèòñÿ âûáîðíîâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ αi+1, βi+1 = (αi + ∆α, βi + ∆β), ãäå (∆α, ∆β) îïðåäåëÿþò-ñÿ íà îñíîâå âûáðàííîãî ìåòîäà îïòèìèçàöèè è çàäàííîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé. Äàëååïîëàãàåì i := i + 1 è ïåðåõîäèì íà øàã 4.Îòìåòèì, ÷òî êà÷åñòâî îöåíîê ÌÅÑ-àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñâîé-ñòâàìè îöåíîê ζ-õàðàêòåðèñòèê, ïîëó÷àåìûõ íà îñíîâå Q-D-àëãîðèòìà (øàã 2), à ñ äðó-ãîé � âûáèðàåìûì êðèòåðèåì ñîãëàñèÿ. Êàê ïîêàçàíî â [5,14℄, îöåíêè ζ-õàðàêòåðèñòèêQ-D-àëãîðèòìà îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ñîñòîÿòåëüíîñòè è íåñìåùåííîñòè. Åñëè â êà÷å-ñòâå êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìàêñèìóì �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ èëè ìèíèìóìñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò, òî ñîãëàñíî [3℄ ïîëó÷àåìûå îöåíêè îáëàäàþò ñâîéñòâàìè àñèìï-òîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè è ý��åêòèâíîñòè.



24 Â.È. Äåíèñîâ, Â.Ñ. Òèìî�ååâ, Â.Þ. Ùåêîëäèí3. �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿÈññëåäîâàíèå êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè (10) ïðîâîäèëîñü ïîñðåäñòâîì âû÷èñëèòåëüíûõýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ îöåíèâàëèñü ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-ëè÷íûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì, ðàñïðåäåëåííûì íà îòðåçêå [0, 1]. Ýòè ïëîòíîñòè îöå-íèâàëèñü ïðè ïîìîùè ÌÅÑ-àëãîðèòìà, ïðè÷åì â êà÷åñòâå áàçîâîé ïëîòíîñòè âûáðàíàïëîòíîñòü áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ.Êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè èñêîìîé �óíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿëîñüïî êðèòåðèþ õè-êâàäðàò Ïèðñîíà [3℄. Ñðàâíåíèå ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäèëîñüñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (8) ïðè n = 2, n = 3 è n = 4, ÷òî ñîîòâåòñòâîâàëî äâóì,òðåì è ÷åòûðåì ñëàãàåìûì â ðàçëîæåíèè (10).Ìîäåëü 1. Â êà÷åñòâå èñêîìîé ïëîòíîñòè (1) âûáåðåì òðåóãîëüíîå ðàñïðåäåëåíèåñ ïîëîæèòåëüíîé àñèììåòðèåé. Íà îòðåçêå [0, 1] ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü èìååò âèä
fξ(x) = 2 − 2x.Ñìîäåëèðóåì âûáîðêó èç ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåìîì N = 1000 è âîñïîëüçóåìñÿMEC-àëãîðèòìîì äëÿ îöåíèâàíèÿ fξ(x). �ðà�èêè ïîëó÷åííûõ îöåíîê �óíêöèè ïëîòíî-ñòè f̂

(2)
ξ (x), f̂ (3)

ξ (x) è f̂
(4)
ξ (x) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå (ñîîòâåòñòâåííî òîíêîé, øòðèõîâîéè æèðíîé ëèíèÿìè).Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî óæå ñàìàÿ ïðîñòàÿ àïïðîêñèìàöèÿ f̂

(2)
ξ (x) äîñòàòî÷íî õîðî-øî îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå èñõîäíûõ äàííûõ. Â òî æå âðåìÿ ãðà�èê íàãëÿäíî ïî-êàçûâàåò, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè (10) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîéìîäåëè ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ � îöåí-êè �óíêöèè ïëîòíîñòè f̂

(3)
ξ (x) è f̂

(4)
ξ (x) ïîçâîëÿþò óëó÷øèòü êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè.Ýòîò ý��åêò ñêîðåå âñåãî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñïåöè�èêà êîíêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿâ ðàçëîæåíèè (10) ó÷èòûâàåòñÿ çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ïîïðàâîê ê áàçîâîé �óíêöèè, îáåñïå-÷èâàåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè îðòîãîíàëüíûìè ïîëèíîìàìè.Êðîìå ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ èññëåäîâàíèå ñòàòèñòè-÷åñêèõ ñâîéñòâ îöåíîê, ïîëó÷àåìûõ MEC-àëãîðèòìîì. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà âóñëîâèÿõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè áûëî ïðîâåäåíî (Np = 100) âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïå-ðèìåíòîâ. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèê, îòðàæàþùèõ ñâîéñòâà MEC-îöåíîê, áûëè âûáðà-íû ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå, ìåäèàíà, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå è êîý��èöè-åíò âàðèàöèè. �åçóëüòàòû óñðåäíåíèÿ ïî Np ýêñïåðèìåíòàì ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.

�åçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè MEC-àëãîðèòìîì



Ïðèìåíåíèå òåîðèè êàíîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ äëÿ îöåíèâàíèÿ . . . 25Ò à á ë è ö à 1. �åçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè n = 2, n = 3 è n = 4Ñòàòèñòè÷åñêàÿ Îöåíêèõàðàêòåðèñòèêà α̂ β̂
χ̂2

(2) χ̂2
(3) χ̂2

(4)Ñðåäíåå 0.85 0.34 19.91 11.46 8.93Ìåäèàíà 0.85 0.34 18.95 11.48 8.72Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà 0.10 0.05 7.33 4.69 4.04Êîý��èöèåíò âàðèàöèè 71.13 7.80 36.83 40.81 45.27Â òàáë. 1 âåëè÷èíû χ̂2
(2), χ̂2

(3) è χ̂2
(4) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèê õè-êâàäðàò Ïèðñîíà ïðè îöåíèâàíèè èñêîìîé ïëîòíîñòè �óíêöèÿìè f̂

(2)
ξ (x), f̂ (3)

ξ (x) è f̂
(4)
ξ (x)ñîîòâåòñòâåííî.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî áëèçîñòü çíà÷åíèé ñðåäíåãî è ìåäèàíû îöåíîê ïàðàìåòðîâ

α è β ñâèäåòåëüñòâóåò î ñèììåòðè÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ (ýìïèðè÷åñêèõ) ðàñïðåäå-ëåíèé ýòèõ îöåíîê. Êðîìå òîãî, ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà îöåíêè ïàðàìåòðà α ïðàêòè÷åñêèâ äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì äëÿ β, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé àñèììåòðèåé ðàññìàò-ðèâàåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé àñèììåòðèåé êàðòèíàîáðàòíàÿ.Ìîäåëü 2. Â êà÷åñòâå èñêîìîé ïëîòíîñòè fξ(x) ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòûáåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ (òàáë. 2). Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé ñìîäåëèðîâàíà âû-áîðêà îáúåìîì N = 1000 è ïðîèçâåäåíî îöåíèâàíèå �óíêöèè ïëîòíîñòè fξ(x) íà îñíî-âå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ML-îöåíêà) è MEC-àëãîðèòìà. Ïîëó÷åííûåîöåíêè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèê õè-êâàäðàò Ïèðñîíà òàêæå ïðåäñòàâ-ëåíû â òàáë. 2.Àíàëèç äàííûõ òàáë. 2 ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Çíà÷åíèÿ êðèòå-ðèÿ õè-êâàäðàò Ïèðñîíà äëÿ îöåíîê, ïîëó÷àåìûõ ÌÅÑ-àëãîðèòìîì, ïðè ñèììåòðè÷-íûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ òèïà áåòà îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî âûøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèåçíà÷åíèÿ äëÿ îöåíîê ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðè ýòîì ñ óâåëè÷åíèåìçíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ ïî îáîèì ìåòîäàì âûðàâíèâàåòñÿ. Ñ äðóãîéñòîðîíû, ïðè îòêëîíåíèè ðàñïðåäåëåíèé îò ñèììåòðè÷íûõ ÿâíî ïðîñìàòðèâàåòñÿ óëó÷-øåíèå êà÷åñòâà îöåíîê, ïîëó÷àåìûõ ÌÅÑ-àëãîðèòìîì, ïðè÷åì, ÷åì áîëüøåé àñèììåò-ðèåé îáëàäàåò ìîäåëèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå, òåì îùóòèìåå ñòàíîâèòñÿ ïðåèìóùåñòâîÌÅÑ-àëãîðèòìà.Ò à á ë è ö à 2. �åçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìèðàñïðåäåëåíèÿÈñêîìîå Îöåíêè ïàðàìåòðîâðàñïðåäå- áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ χ̂2
ML χ̂2

(2) χ̂2
(3) χ̂2

(4)ëåíèå fξ(x) α̂ML β̂ML α̂ β̂Àðêñèíóñ −0.48 −0.50 −0.04 −0.62 3.86 69.21 33.80 17.27Rav[0,1℄ −0.01 −0.07 −0.49 −0.17 2.93 42.11 10.47 7.95Áåòà(1,1) 0.97 0.97 1.65 0.97 3.68 8.45 5.04 6.04Áåòà(1,3) 0.87 2.80 1.07 2.69 12.44 10.42 13.53 12.19Áåòà(1,6) 1.19 6.40 1.22 6.36 2.45 2.36 2.36 2.39Áåòà(6,6) 6.04 6.03 6.07 5.98 11.77 11.54 12.10 12.05Áåòà(1,10) 1.00 10.43 0.98 10.13 3.54 3.11 3.11 3.12Áåòà(10,10) 10.70 10.75 10.88 10.95 3.78 3.65 3.65 3.65



26 Â.È. Äåíèñîâ, Â.Ñ. Òèìî�ååâ, Â.Þ. ÙåêîëäèíÀíàëèç çíà÷åíèé îöåíîê ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷àåìûõ ÌÅÑ-àëãîðèòìîì, ïîçâîëÿåò ãî-âîðèòü îá èõ ñóùåñòâåííîì îòëè÷èè êàê îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëèðóåìûõ ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí, òàê è îò îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ýòîò �àêò íå äîëæåíââîäèòü â çàáëóæäåíèå èññëåäîâàòåëÿ, ïîñêîëüêó îöåíêè ÌÅÑ-àëãîðèòìà íà ñàìîì äåëåÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè áàçîâîé �óíêöèè ïëîòíîñòè, à íå èñêîìîé, êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå,åñòåñòâåííî, ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü ñåìåéñòâó áåòà-ðàñïðåäåëåíèé. Ñèòóàöèÿ òàêîãîòèïà ðàññìîòðåíà íèæå â ìîäåëè 3.Ìîäåëü 3. Â êà÷åñòâå èñêîìîé ïëîòíîñòè fξ(x) ðàññìîòðèì ñìåñü äâóõ ïëîòíîñòåéáåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà
fξ(x) = λwα1,β1

(x) + (1 − λ)wα2,β2
(x),ãäå λ ∈ [0, 1] � ïàðàìåòð ñìåñè. Â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñìåøèâàåìûõ ïëîòíî-ñòåé (α1, β1) è (α2, β2) âûáèðàëèñü òàêèå, êîòîðûå îáåñïå÷èâàëè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûåñâîéñòâà �óíêöèé wα1,β1

(x) è wα2,β2
(x) ñîîòâåòñòâåííî. Òàêîé âûáîð îáóñëîâëèâàåòñÿæåëàíèåì èññëåäîâàòü êà÷åñòâî îöåíîê, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ ÌÅÑ-àëãîðèòìà, äëÿïëîòíîñòåé, îòëè÷íûõ îò ïëîòíîñòè áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ïî �îðìå, òàê è ïî ñâîé-ñòâàì. Îöåíêè, ðàññ÷èòàííûå íà îñíîâå ÌÅÑ-àëãîðèòìà è ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-äîïîäîáèÿ, äëÿ âûáîðêè îáúåìîì N = 1000 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêõè-êâàäðàò Ïèðñîíà ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3 è 4.Äàííûå òàáë. 3 è 4 ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàêñèìàëüíî-ãî ïðàâäîïîäîáèÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îöåíèâàíèÿ ñìåñåé áåòà-ðàñïðåäåëåíèé äà-åò ìåíåå òî÷íûå îöåíêè ïî êðèòåðèþ õè-êâàäðàò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â äîïîëíåíèåê ðåçóëüòàòàì ìîäåëè 2 ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè îöåíèâàíèè ñìåøèâàåìûõ â ðàçíûõÒ à á ë è ö à 3. �åçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìèðàñïðåäåëåíèÿ MEC-àëãîðèòìîìÏàðàìåòðñìåñè λ (α1,β1) (α2, β2) α̂ β̂ χ̂2

(2) χ̂2
(3) χ̂2

(4)

1/3 (1, 12) (1, 1) 0.32 0.41 39.11 4.65 5.86
2/3 (1, 12) (1, 1) −0.06 1.17 48.34 56.10 67.05
1/3 (1, 12) (3, 3) −0.58 0.86 70.24 38.09 30.96
2/3 (1, 12) (3, 3) 0.08 1.48 40.24 38.58 45.81
3/4 (2, 3) (0, 0) 1.33 1.33 28.30 47.32 32.71
7/8 (2, 3) (0, 0) 1.85 1.95 30.35 46.47 35.53Ò à á ë è ö à 4. �åçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìèðàñïðåäåëåíèÿ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿÏàðàìåòðñìåñè λ (α1,β1) (α2, β2) α̂ β̂ χ̂2

ML

1/3 (1, 12) (1, 1) −0.06 0.61 9.89
2/3 (1, 12) (1, 1) −0.28 1.20 76.43
1/3 (1, 12) (3, 3) 0.29 1.16 30.40
2/3 (1, 12) (3, 3) −0.13 1.52 52.32
3/4 (2, 3) (0, 0) 0.86 1.44 33.28
7/8 (2, 3) (0, 0) 1.46 2.1 40.18



Ïðèìåíåíèå òåîðèè êàíîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ äëÿ îöåíèâàíèÿ . . . 27ïðîïîðöèÿõ ñèììåòðè÷íûõ è íåñèììåòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé òî÷íîñòü, äîñòèãàåìàÿÌÅÑ-àëãîðèòìîì, îêàçûâàåòñÿ âûøå äàæå ïðè íàëè÷èè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé äîëèîäíîãî èç ðàñïðåäåëåíèé ñìåñè. Ýòîò �àêò ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ðåøåíèèçàäà÷ îöåíèâàíèÿ çàøóìëåííûõ ðàñïðåäåëåíèé (ñ ðàçíûì óðîâíåì øóìà) ïðèìåíåíèåÌÅÑ-àëãîðèòìà ïðåäïî÷òèòåëüíåå îáùåóïîòðåáèòåëüíûõ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-äîïîäîáèÿ.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ �óíêöèè ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,ðàñïðåäåëåííîé íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, íà îñíîâå òåîðèè êàíîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ. Îò-ìå÷åíî, ÷òî ïîëó÷àåìûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ �óíêöèè ïëîòíîñòè îáëàäàþò ðÿäîì îï-òèìàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî-êàçàëè, ÷òî ïîëó÷åííîå îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè ïëîòíîñòè â ðÿä ÿâëÿåòñÿäîñòàòî÷íî ãèáêèì èíñòðóìåíòîì, ó÷èòûâàþùèì è âèä âûáðàííîé áàçîâîé �óíêöèèïëîòíîñòè, è ñòðóêòóðó çàäàííîé âûáîðêè. Ýòîò �àêò äàåò âîçìîæíîñòü ðåêîìåíäî-âàòü äàííûé ïîäõîä íå òîëüêî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èäåíòè�èêàöèè ðàñïðåäåëåíèé ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí, íî è äëÿ ïîñòðîåíèÿ íà èõ îñíîâå àëãîðèòìîâ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâðåãðåññèîííûõ çàâèñèìîñòåé.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Êåíäàëë Ì., Ñòüþàðò À. Òåîðèÿ ðàñïðåäåëåíèé. Ì.: Íàóêà, 1966. 587 ñ.[2℄ Êðàìåð �. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ñòàòèñòèêè. Ì.: Ìèð, 1975. 648 ñ.[3℄ Ôèøåð �.À. Ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ èññëåäîâàòåëåé. Ì.: �îññòàòèçäàò, 1958. 268 ñ.[4℄ Rousseeuw P.J. Tutorial to robust statistis // J. of Chemometris. 1991. Vol. 5. P. 1�20.[5℄ Dette H., Studden W.J. Theory of Canonial Moments and its Appliations in Statistis,Probability and Analysis. N.Y.: John Wiley & Sons In., 1997. 330 p.[6℄ Rousseuw P.J., Leroy A.M.A robust sale estimator based on the shortest half // StatistiaNeerlandia. 1988. Vol. 42, N 2. P. 103�116.[7℄ Welling M. Robust higher order statistis // Pro. of the Tenth Intern. Workshop onArti�ial Intelligene and Statistis (AISTATS 2005), Barbados, 2005. P. 405�412.[8℄ Skibinski M. Extreme n-th moments for distributions on [0,1℄ and the inverse of a momentspae map // J. App. Probab. 1968. Vol. 5. P. 693�701.[9℄ Charlier C.V.L. Researhes into the Theory of Probability. Lund: Hakon Ohlsson, 1906.
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