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×èñëåííûå ïðîöåäóðû ðåøåíèÿãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà∗Â.Ä. ÊóðãóçîâÓ÷ðåæäåíèå �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóêÈíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: kurguzov�hydro.ns.ru�àçðàáîòàíû àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ çà-äà÷ äå�îðìèðîâàíèÿ ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé (áîëüøèå ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðî-òû) ïðè æåñòêîì íàãðóæåíèè, ò. å. êîãäà âíåøíåå âîçäåéñòâèå õàðàêòåðèçóåòñÿ çà-äàííûìè ñìåùåíèÿìè óçëîâ. �åøåíà çàäà÷à î ñòàòè÷åñêîì äå�îðìèðîâàíèè ïëîñ-êîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ëèíåéíî-óïðóãèõ ñòåðæíåé, èñïû-òûâàþùèõ äå�îðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ. Íàéäåíî âñå ìíîæåñòâî ðàâíîâåñíûõñîñòîÿíèé ñèñòåìû, êàê óñòîé÷èâûõ, òàê è íåóñòîé÷èâûõ, âêëþ÷àÿ è âñå ïðåäåëü-íûå òî÷êè. Äîñòîâåðíîñòü ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîâïàäåíèåìðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ íàêîíñòðóêöèþ (ìÿãêîå è æåñòêîå íàãðóæåíèÿ), à òàêæå àíàëèòè÷åñêèì àíàëèçîìóðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.ÂâåäåíèåÂ ñîâðåìåííîé ñòðîèòåëüíîé èíäóñòðèè óæå òðóäíî ïðåäñòàâèòü ïðîåêòèðîâàíèå è ðàñ-÷åò êîíñòðóêöèé áåç ÑÀÏ� (ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ), ñðåäè êîòîðûõâàæíåéøóþ ðîëü èãðàþò ïàêåòû êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëè-çà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ñòàë äå-�àêòî îñíîâíûì ñðåäèìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè èññëåäîâàíèè ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,ïðè÷åì ñàìàÿ øèðîêàÿ ñ�åðà ïðèìåíåíèÿ ÌÊÝ ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìàìè àíàëèçà ïðî÷-íîñòè, æåñòêîñòè, óñòîé÷èâîñòè è äèíàìèêè èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé è ñòðîèòåëüíûõñîîðóæåíèé. Â ñâîåé îñíîâå ÌÊÝ èìååò äîâîëüíî ïðîñòóþ èäåþ ðàñ÷åòà ñëîæíîé êîí-ñòðóêöèè ïóòåì ðàñ÷ëåíåíèÿ åå íà îòäåëüíûå ïðîñòåéøèå ÷àñòè (êîíå÷íûå ýëåìåíòû),íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå êîòîðûõ ñðàâíèòåëüíî ëåãêî îïèñûâàåòñÿ, èçàòåì îáúåäèíåíèÿ èõ âíîâü â åäèíóþ êîíñòðóêöèþ ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèé ðàâíîâåñèÿè íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ ïåðåìåùåíèé. Ïðîñòîòà �èçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ÌÊÝ è åãîíàäåæíîñòü îáúÿñíÿþò îãðîìíóþ ïîïóëÿðíîñòü ýòîãî ìåòîäà ñðåäè èíæåíåðîâ.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà ðûíêå èìååòñÿ äîâîëüíî øèðîêèé âûáîð ïàêåòîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà, íàïðèìåð, çàðóáåæíûå Ansys, MSC.Nastran, MSC.Mar, LS-Dyna,

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé(ãðàíò � 07-01-00163).© ÈÂÒ ÑÎ �ÀÍ, 2009. 70



×èñëåííûå ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ . . . 71Abaus, îòå÷åñòâåííûå Sad, WinMahine è äð. Íàëè÷èå ïðå- è ïîñòïðîöåññîðîâ, ïîë-íîñòüþ óïðàâëÿåìûé ãðà�è÷åñêèé èíòåð�åéñ, ãèáêàÿ è àâòîìàòèçèðîâàííàÿ ãåíåðàöèÿêîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè, óâÿçêà íàãðóçî÷íûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñ ãåîìåòðèåé, èçî-ïîâåðõíîñòè è äðóãèå ñðåäñòâà âèçóàëèçàöèè � âñå ýòî ïîìîãàåò óñêîðèòü ïîëó÷åíèåðåçóëüòàòîâ è îáëåã÷èòü ðàáîòó êîíñòðóêòîðîâ è ðàñ÷åò÷èêîâ. Îäíàêî ó ìîëîäûõ èí-æåíåðîâ íàáëþäàåòñÿ íåêàÿ ýé�îðèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàêåòîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãîàíàëèçà: �Äàéòå ìíå êîìïüþòåð ïîìîùíåå, è ÿ ðåøó ëþáóþ çàäà÷ó�. Ïðîáëåìà çàêëþ-÷àåòñÿ íå â ïîëó÷åíèè êàêîãî-ëèáî ðåøåíèÿ âîîáùå, à â òîì, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â äîñòî-âåðíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, à ýòî îñîáåííî âàæíî ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ çàäà÷.Íåîáõîäèì êà÷åñòâåííûé àíàëèç ïîâåäåíèÿ êîíñòðóêöèè, ïðîâåäåíèå ðÿäà òåñòîâûõðàñ÷åòîâ, àïðîáàöèÿ ðàñ÷åòíîé ìåòîäèêè íà ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ, ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòà-òàìè ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ äðóãèìè ìåòîäàìè è, â èäåàëå, ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì,÷òî, êîíå÷íî, íå âñåãäà áûâàåò âîçìîæíûì.Ìíîãèå çàäà÷è ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìíåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ, òðàíñöåíäåíòíûõ èëè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñî-äåðæàùèõ ïàðàìåòð. Òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ,âèäíû óæå ïðè àíàëèçå ïðîöåññà äå�îðìèðîâàíèÿ ïðîñòåéøåé äâóõñòåðæíåâîé ñèñòå-ìû � �åðìû Ìèçåñà [1℄, ãäå çàâèñèìîñòü ñèëà�ñìåùåíèå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé. Åùåáîëüøèå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äå�îðìèðîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì, êàêïîëîãèå àðêè è ïîëîãèå îáîëî÷êè. Íàïðèìåð, äëÿ ïîëîãîé àðêè ñâÿçü ìåæäó íàãðóç-êîé è óñèëèåì ðàñïîðà èìååò âèä ïåòëåîáðàçíîé êðèâîé [2℄, àíàëîãè÷íûå îñîáåííîñòèèìåþò ðåøåíèÿ äëÿ ïîëîãèõ îáîëî÷åê [3℄.Ìîùíûì èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ ïîäîáíîãî ðîäà çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðîäîëæåíèÿðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [4, 5℄. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò èäåÿ äâèæåíèÿ âäîëü ìíîæåñòâàðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì íà êàæäîì øàãå èí�îðìàöèè î ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ íàïðåäûäóùèõ øàãàõ. Èñïîëüçóåìûé â áîëüøèíñòâå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ïðîãðàìì ìå-òîä äëèíû äóãè � îäíà èç ðåàëèçàöèé ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó.Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷äå�îðìèðîâàíèÿ ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé (�åðìû, ðàìû) ïðè æåñòêîì íàãðóæåíèè,ò. å. êîãäà âíåøíåå âîçäåéñòâèå õàðàêòåðèçóåòñÿ çàäàííûìè ñìåùåíèÿìè óçëîâ �åð-ìû. Â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà æåñòêîå íàãðóæåíèåìîäåëèðóåò äâèæåíèå çàõâàòîâ èñïûòàòåëüíîé ìàøèíû ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ïðèìÿãêîì íàãðóæåíèè êîíòðîëèðóåòñÿ âåëè÷èíà ñèëû, ïðèëîæåííîé ê îáðàçöó. Ïðåäëàãà-åìûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó è ÿâëÿþùèéñÿåãî ìîäè�èêàöèåé, ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ îêâàçèñòàòè÷åñêîì äå�îðìèðîâàíèè ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè ïðè ìÿãêîì íàãðóæåíèè,åñëè âìåñòî ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ èñïîëüçîâàòü êîíòðîëèðóåìîå ïåðåìåùåíèå.1. Óðàâíåíèÿ êâàçèñòàòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèéÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î äå�îðìèðîâàíèè ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè ñ ó÷åòîì áîëüøèõñìåùåíèé è ïîâîðîòîâ âîñïîëüçóåìñÿ õîðîøî ðàçâèòîé òåõíèêîé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿíåëèíåéíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ [6℄.



72 Â.Ä. ÊóðãóçîâÏðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàòåðèàë ñòåðæíåé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-óïðóãèì è âñå ñòåðæíèðàáîòàþò â óñëîâèÿõ ÷èñòîãî ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè èñïîëüçîâàíèèÌÊÝ �óíêöèÿ �îðìû ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íî îïèñûâàåò ïîëå ïåðåìåùåíèé è äëÿ ìîäå-ëèðîâàíèÿ êàæäîãî ñòåðæíÿ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïî îäíîìó îäíîìåðíîìó äâóõóç-ëîâîìó êîíå÷íîìó ýëåìåíòó. Âíóòðåííÿÿ ñèëà f , âîçíèêàþùàÿ â ñòåðæíåâîì ýëåìåíòåïðè åãî äå�îðìàöèè, îïðåäåëÿåòñÿ òàê: f = cε, ε = (l − l0)/l0. Çäåñü c � æåñòêîñòüñòåðæíåâîãî ýëåìåíòà (c = EA, ãäå E � ìîäóëü Þíãà, A � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-íèÿ), l0 � íà÷àëüíàÿ äëèíà ñòåðæíÿ, l � äëèíà ñòåðæíÿ â äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ âåëè÷èíà f1 = ∂f/∂l = c/l0.Îáîçíà÷èì ÷åðåç U
e âåêòîð ïåðåìåùåíèé ñòåðæíåâîãî ýëåìåíòà:

U
e = [u1
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3]

T.Çäåñü ui
j � j-ÿ (j = 1, 2, 3) êîìïîíåíòà âåêòîðà ïåðåìåùåíèé i-ãî (i = 1, 2) óçëàñòåðæíåâîãî ýëåìåíòà. Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

∂l
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T,ãäå B = [−e1 − e2 − e3 e1 e2 e3], ek = lk/l (k = 1, 2, 3) ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìèâåêòîðà åäèíè÷íîé äëèíû e = l/l, l = x2 − x1, l =
√

lTl � äëèíà ñòåðæíåâîãî ýëåìåí-òà, x1, x2 � ðàäèóñ-âåêòîðû óçëîâ ñòåðæíåâîãî ýëåìåíòà 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî. Âåêòîðâíóòðåííèõ ñèë ýëåìåíòà F
e òåïåðü ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì F

e = fB
T.Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [7℄ âåêòîð âíóò-ðåííèõ ñèë ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè F îïðåäåëÿåòñÿ àññåìáëèðîâàíèåì âåêòîðîâ âíóò-ðåííèõ ñèë F

e (1 ≤ e ≤ M) âñåõ ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñòåðæíåâóþ êîíñòðóêöèþ.Ââåäåì êàñàòåëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè K
e ñòåðæíåâîãî ýëåìåíòà [8℄:
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.Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (1) äëÿ êàñàòåëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿòî÷íûì. Â íåì ó÷èòûâàåòñÿ êàê èçìåíåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óçëàìè ýëåìåíòà (ïåðâûé÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (1)), òàê è ïîâîðîò ýëåìåíòà (âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (1)).Êàñàòåëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè K ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè îïðåäåëÿåòñÿ àññåì-áëèðîâàíèåì êàñàòåëüíûõ ìàòðèö æåñòêîñòè K

e âñåõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè.Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ êâàçèñòàòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ èìåþò âèä [6℄
t
KU = t+∆t

R − t
F, (2)ãäå U = t+∆t

U− t
U � âåêòîð ïðèðàùåíèé ïåðåìåùåíèé, t+∆t

R � âåêòîð âíåøíèõ ñèë,
t
F � âåêòîð âíóòðåííèõ ñèë. Âñëåä çà [7℄ çäåñü è äàëåå ëåâûé âåðõíèé èíäåêñ îáîçíà-÷àåò ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ äàííàÿ âåëè÷èíà. Ïîä âðåìåíåì âêâàçèñòàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïîíèìàåòñÿ íåêîòîðûé ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèé ïàðàìåòðíàãðóæåíèÿ.



×èñëåííûå ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ . . . 732. Ïðîöåäóðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèéêâàçèñòàòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿÄëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì ïîøàãîâîãî èíòåãðèðî-âàíèÿ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ â ñî÷åòàíèè ñ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðîé Íüþòîíà��à�ñîíà[6℄. Íàèáîëåå èçâåñòíûì ìåòîäîì èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûé ìåòîä Íüþòîíà��à�ñîíà. Â ìîìåíò âðåìåíè t+ ∆t èòåðàöèîí-íàÿ ïðîöåäóðà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé
t+∆t

K
(i−1)∆U

(i) = t+∆t
R− t+∆t

F
(i−1)(i = 1, 2, . . .), (3)ãäå âåðõíèé ïðàâûé èíäåêñ îáîçíà÷àåò íîìåð èòåðàöèè, ∆U

(i) = t+∆t
U

(i) − t+∆t
U

(i−1) �ïîïðàâêà âåêòîðà ïðèðàùåíèé ïåðåìåùåíèé, à íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ èòåðàöèîííîãîïðîöåññà ñëåäóþùèå:
t+∆t

K
(0) = t

K, t+∆t
U

(0) = t
U, t+∆t

F
(0) = t

F.Ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû êîíòðîëèðóåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè, õàðàêòå-ðèçóþùèìè îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé: εu (êîíòðîëü ïî ñìåùåíèÿì), εf(êîíòðîëü ïî íåñáàëàíñèðîâàííîìó âåêòîðó âíóòðåííèõ ñèë), εe (êîíòðîëü ïî ýíåðãèèäå�îðìèðîâàíèÿ).Ïðè ìÿãêîì íàãðóæåíèè âåêòîð âíåøíèõ ñèë t+∆t
R èçâåñòåí è ðåøåíèå ñèñòåìûóðàâíåíèé (2) ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó (3). Ñëîæíåå îá-ñòîèò äåëî, êîãäà â ðåøåíèè çàäà÷è âñòðå÷àþòñÿ ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ òèïà ìàêñè-ìàëüíîé íàãðóçêè. Òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî â êà÷åñòâå ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåãîïàðàìåòðà äå�îðìèðîâàíèÿ íåëüçÿ âçÿòü âíåøíþþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà êîíñòðóê-öèþ. Íàïðèìåð, ïðè P > Pmax, ãäå Pmax � ìàêñèìàëüíàÿ íàãðóçêà, ðåøåíèÿ çàäà÷èíå ñóùåñòâóåò. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîéòè ýòó òðóäíîñòü, ââåäåì ïàðàìåòð âíåøíåé ñèëûâ ÷èñëî íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí (íàðÿäó ñ ïåðåìåùåíèÿìè), à â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíî-ãî (êîíòðîëüíîãî) óðàâíåíèÿ ê ñèñòåìå (3) çàäàäèì äëèíó äóãè â (U, λ)-ïðîñòðàíñòâå(U � âåêòîð ïåðåìåùåíèé, λ � ïàðàìåòð âíåøíåé ñèëû). Íèæå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäÊðèñ�èëäà ñ äâèæåíèåì âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïî ñ�åðå â (U, λ)-ïðîñòðàíñòâå [9℄.�àññìîòðèì êëàññ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ âåêòîð âíåøíåé ñèëû ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå

t+∆t
R = t+∆tλR0,ãäå R0 � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð, à ïàðàìåòð t+∆tλ õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòüäåéñòâèÿ âíåøíåé ñèëû è ïðåäïîëàãàåòñÿ íåèçâåñòíûì. Íà ïåðâîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿóðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü òàê, ÷òîáû íåêîòîðàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðàïåðåìåùåíèé ïðèíèìàëà çàäàííóþ âåëè÷èíó U∗, ò. å. ïîëó÷àåì êîíòðîëüíîå óðàâíåíèåäëÿ ïåðâîãî øàãà ïî âðåìåíè
∆tUk = U∗,ãäå ∆tUk � íåêîòîðàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ïåðåìåùåíèé íà ïåðâîì øàãå ïî âðåìåíè.Íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ ïî âðåìåíè â êà÷åñòâå êîíòðîëüíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿóñëîâèå äâèæåíèÿ â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå ïî ñ�åðå ñ ïîñòîÿííûì ðàäèóñîì ∆l (ïðè-ðàùåíèå äëèíû äóãè èíòåãðàëüíîé êðèâîé ∆l â (U, λ)-ïðîñòðàíñòâå ïðåäïîëàãàåòñÿçàäàííîé âåëè÷èíîé):

ψ2λ(i)2 + U
(i)T

U
(i) = ∆l2,ãäå λ(i) = t+∆tλ(i) − tλ, 0 ≤ ψ ≤ 1.
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t
KÛ = R0.Ïðèðàùåíèå âåêòîðà ïåðåìåùåíèé U

(1) íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà U
(1) = λ(1)

Û, ãäå λ(1)îïðåäåëÿåòñÿ èç êîíòðîëüíîãî óðàâíåíèÿ: â ìîìåíò âðåìåíè t = ∆t (ïåðâûé øàã) λ(1) =
U∗/Ûk; â ìîìåíòû âðåìåíè t = 2∆t, 3∆t, . . . (ïîñëåäóþùèå øàãè ïî âðåìåíè)

λ(1) = ± ∆l
√

ÛT Û + ψ2
. (4)Äëÿ èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàþòñÿ äâå ñèñòåìûóðàâíåíèé [9℄:

t+∆t
K

(i−1)∆Ǔ
(i) = t+∆tλ(i−1)

R0 − t+∆t
F

(i−1),

t+∆t
K

(i−1)∆Û
(i) = R0.Ïîïðàâêà âåêòîðà ïðèðàùåíèé ïåðåìåùåíèé íà èòåðàöèÿõ íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå

∆U
(i) = ∆Ǔ

(i) + ∆λ(i)∆Û
(i).Çäåñü ∆λ(i) îïðåäåëÿåòñÿ èç êîíòðîëüíîãî óðàâíåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = ∆t (ïåðâûéøàã):

∆λ(i) = − ∆Ǔ
(i)
k /∆Û

(i)
k ;â ìîìåíòû âðåìåíè t = 2∆t, 3∆t, . . . (ïîñëåäóþùèå øàãè ïî âðåìåíè):

∆λ
(i)
1,2 =

−b±
√
b2 − ac

a
, (5)ãäå a = ψ2+∆Û

(i)T ∆Û
(i), b = ψ2λ(i−1)+Ũ

(i−1)T ∆Û
(i), c = ψ2λ(i−1)2+Ũ

(i−1)T
Ũ

(i−1)−∆l2.Çäåñü ââåäåí âåêòîð Ũ
(i−1) = U

(i−1)+∆Ǔ
(i). Êîðíè â ðàâåíñòâàõ (4), (5) âûáèðàþòñÿ òàê,÷òîáû îáåñïå÷èâàëîñü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû γ = U

(i−1)T
U

(i). Óñëîâèå ìàê-ñèìàëüíîñòè γ ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåé ãëàäêîñòè ïóòè ðåøåíèÿ â (U, λ)-ïðîñòðàíñòâå.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé æåñòêîãî íàãðóæåíèÿ êîíñòðóêöèè, êîãäà íà êàæäîìøàãå ïî âðåìåíè çàäàþòñÿ ïðèðàùåíèÿ ñìåùåíèé â íåêîòîðûõ óçëàõ. Â ýòîì ñëó÷àåâåêòîð âíåøíèõ ñèë t+∆t
R íåèçâåñòåí è íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è.Íà íóëåâîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

t
KU

(0) = R
(0). (6)Çäåñü L êîìïîíåíò âåêòîðà ïðèðàùåíèé ñìåùåíèé U

(0) ñ íîìåðàìè k1, k2, . . . kL ðàâ-íû çàäàííûì çíà÷åíèÿì Uk1
, Uk2

,. . . , UkL
, à îñòàëüíûå íåèçâåñòíû. Ñîîòâåòñòâåííî Lêîìïîíåíò âåêòîðà R

(0) ñ òåìè æå íîìåðàìè íåèçâåñòíû, à îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ. Äëÿðåøåíèÿ ñèñòåìû (6) çàïèøåì åå â âèäå
[

Kaa Kab

Kba Kbb

] [

Ua

Ub

]

=

[

Ra

Rb

]

,ãäå Ua � íåèçâåñòíûå ñìåùåíèÿ, Ra � çàäàííûå ñèëû, Ub � çàäàííûå ñìåùåíèÿ, Rb �íåèçâåñòíûå ñèëû. Óìíîæàÿ ïåðâóþ ñòðîêó íà ñòîëáåö, ïîëó÷èì KaaUa +KabUb = Ra,



×èñëåííûå ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ . . . 75îòêóäà KaaUa = Ra −KabUb. �åøàÿ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì âåêòîð Ua. Óìíî-æàÿ âòîðóþ ñòðîêó íà ñòîëáåö, ïîëó÷èì KbaUa + KbbUb = Rb, îòêóäà íàõîäèì âåêòîð
Rb. Âû÷èñëÿåì ìàòðèöó æåñòêîñòè t+∆t

K
(0) è âåêòîð âíóòðåííèõ ñèë t+∆t

F
(0), íàõîäèìâåêòîð t+∆t

R
(0) = t

R + R
(0).Íà ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

t+∆t
K

(i−1)∆U
(i) = t+∆t

R
(i) − t+∆t

F
(i−1) (i = 1, 2, ...), (7)â êîòîðîé L êîìïîíåíò âåêòîðà ∆U

(i) ñ íîìåðàìè k1, k2, . . . kL ðàâíû íóëþ, à îñòàëü-íûå íåèçâåñòíû. Ñîîòâåòñòâåííî L êîìïîíåíò âåêòîðà t+∆t
R

(i) ñ òåìè æå íîìåðàìèíåèçâåñòíû, à îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ íàõîäèì N −L êîìïîíåíòâåêòîðà ∆U
(i) è L êîìïîíåíò âåêòîðà t+∆t

R
(i). Âû÷èñëÿåì âåêòîð U

(i) = U
(i−1) +∆U

(i)è ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå êðèòåðèåâ ñõîäèìîñòè.3. ×èñëåííûé ïðèìåð�àññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è î äå�îðìèðîâàíèè ïðîñòîé ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè(ðèñ. 1), êîòîðàÿ íåñêîëüêî ëåò íàçàä âûçâàëà îæèâëåííóþ äèñêóññèþ â ñåòè Èíòåðíåòè íà ñòðàíèöàõ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ èçäàíèé [10�13℄.Ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ ëèíåéíî-óïðóãèõ ñòåðæíåé 1 è 2, èñïûòûâàþùèõ äå�îð-ìàöèè ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ. Ïîä äåéñòâèåì ñèëû P = 95 Í óçåë 1 ñêîëüçèò ïî âåð-òèêàëüíîé íàïðàâëÿþùåé, âîâëåêàÿ â äâèæåíèå óçåë 2, êîòîðûé ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿòîëüêî â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, óçåë 3 øàðíèðíî îïåðò. Æåñòêîñòè ñòåðæíåé
c1 = 1000 Í, c2 = 2000 Í, ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû (â ìåòðàõ) ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. Õîòÿìàòåðèàë ñòåðæíåé ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó �óêà, âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ áîëüøèõ ñìåùåíèéè ïîâîðîòîâ çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé.Ïðîâåäåì ÷èñëåííûé àíàëèç ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, èñïîëüçóÿ èçëîæåííûé âûøå àë-ãîðèòì (ìÿãêîå íàãðóæåíèå). Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè ñèëû P îòñìåùåíèÿ ïåðâîãî óçëà u1. Ïîêàçàíû âñå âîçìîæíûå ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìûäî óðîâíÿ íàãðóæåíèÿ 220 Í. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïðÿìàÿ P = 95 ïåðåñåêàåò ãðà�èê

�èñ. 1. Ïðîñòàÿ êîíñòðóêöèÿ èç äâóõ ëèíåéíî-óïðóãèõ ñòåðæíåé



76 Â.Ä. Êóðãóçîââ òðåõ òî÷êàõ, ò. å. ðåøåíèå çàäà÷è íå åäèíñòâåííî. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû òðè ðàâíîâåñ-íûå êîí�èãóðàöèè ñèñòåìû, îòâå÷àþùèå âíåøíåé íàãðóçêå 95 Í: äâå êîí�èãóðàöèè �ñòåðæåíü 2 ïðîùåëêèâàåòñÿ âïðàâî, ñòåðæåíü 1 � âíèç (ðèñ. 3, à, á ), òàêæå îêàçàëîñü,÷òî âîçìîæíî ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå áåç ïðîùåëêèâàíèÿ ñòåðæíÿ 2 (ðèñ. 3, â).Ä. Íàçàðîâ â ñâîèõ ïóáëèêàöèÿõ [10, 12, 13℄ óòâåðæäàåò, ÷òî ëåâîå ïîëîæåíèå óçëà 2(ðèñ. 3, â) �íåïðàâèëüíîå�, à �ïðàâèëüíîå� òîëüêî ïðàâîå ïîëîæåíèå (ðèñ. 3, à). Èç ïðè-âåäåííîãî àíàëèçà âèäíî, ÷òî âñå òðè ïîëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè. Íåîäíîçíà÷-íîñòü ðåøåíèÿ, íåâîçìîæíàÿ ïðè ëèíåéíîì àíàëèçå, � îáû÷íîå ÿâëåíèå ïðè àíàëèçåíåëèíåéíîì. Êðîìå òîãî, ðåøåíèå, ïðèâåäåííîå Ä. Íàçàðîâûì â [13℄, íåâåðíî. Â ýòîìëåãêî óáåäèòüñÿ, ïîäñòàâèâ íàéäåííûå Ä. Íàçàðîâûì ïîëîæåíèÿ óçëîâ 1 è 2 (y = 22.074äëÿ óçëà 1, x = 13.02 äëÿ óçëà 2) â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû âíóòðåí-íèå óñèëèÿ â ñòåðæíÿõ 1 è 2 â îäíîì èç ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé. Ïðîâåäÿ íåñëîæíûéêà÷åñòâåííûé àíàëèç, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñòåðæåíü 1 ðàñòÿíóò, à ñòåðæåíü 2 ñæàò.Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà óçëû 1 è 2 (ðèñ. 4), èìåþò âèä
P = N1 cosα, N1 cosβ +N2 cos γ = 0, (8)

P

u
1

P=95 Н

200

100

-100

5 10 15 20 25

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñèëû P îò ñìåùåíèÿ ïåðâîãî óçëà u1 ïðè ìÿãêîì íàãðóæåíèè

à á â�èñ. 3. Òðè ðàâíîâåñíûå êîí�èãóðàöèè ñèñòåìû, îòâå÷àþùèå âíåøíåé íàãðóçêå 95 Í: øòðè-õîâîé ëèíèåé ïîêàçàíà íà÷àëüíàÿ êîí�èãóðàöèÿ, öè�ðàìè îáîçíà÷åíû íîìåðà óçëîâ
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g

b

a
P

N
N

1
2

N
1

10 12

10

12

x

y�èñ. 4. �àâíîâåñèå ñèë, äåéñòâóþùèõ íà óçëû êîíñòðóêöèèãäå P � ñèëà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó; N1 è N2 � âíóòðåííèå ñèëû, äåéñòâó-þùèå â ñòåðæíÿõ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî;
cosα =

y − 10

l1
, cosβ =

x

l1
, cos γ =

x− 12

l2
;

l1 =
√

x2 + (y − 10)2, l2 =
√

(x− 12)2 + 22 � äëèíû äå�îðìèðîâàííûõ ñòåðæíåé 1 è 2ñîîòâåòñòâåííî; N1 = c1ε1,N2 = c2ε2; ε1 = (l1−l01)/l01, ε2 = (l2−l02)/l02 � îòíîñèòåëüíûåóäëèíåíèÿ ñòåðæíåé 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî; l01 = 10
√

2, l02 = 2
√

2 � ïåðâîíà÷àëüíûåäëèíû ñòåðæíåé; x � ïîëîæåíèå óçëà 2, y � ïîëîæåíèå óçëà 1.Ñèñòåìà (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó äâóõ íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-íèé îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ x è y. Àâòîðó íå èçâåñòíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèåñèñòåìû (8). Ïðè P = 95 ðåøåíèå ñèñòåìû (8) ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ èñïîëüçîâà-íèåì êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé Mathematia 6.0 ñ ëþáîéñòåïåíüþ òî÷íîñòè, åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà âçÿòüäàííûå, ïîëó÷åííûå èç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (ñì. ðèñ. 2). Êðîìå òîãî, â ïðàâèëüíîñòè÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî óäîñòîâåðèòüñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé íàéäåííûõ çíà÷åíèéâ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (8). Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå, ïðåäëîæåííîå Ä. Íàçàðîâûì â [13℄,
x = 13.02, y = 22.074 íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ (8).Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî àëãîðèòìó (3)�(5) (u1, u2 � ïåðåìå-ùåíèÿ óçëîâ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî, P � çíà÷åíèå ïðèëîæåííîé ñèëû) è àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå (x, y) ïî ïðîãðàììå Mathematia 6.0. Âåëè÷èíû u1, u2 ñâÿçàíû ñ x, y ñîîòíî-øåíèÿìè u1 = y, u2 = x− 10.Êðîìå àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïðàâèëüíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî ïðîâå-ðèòü, èñïîëüçóÿ âìåñòî ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ óïðàâëÿåìîå ïåðåìåùåíèå. Ñ ýòîé öå-ëüþ âîñïîëüçóåìñÿ ÷èñëåííîé ïðîöåäóðîé (6), (7) ðåøåíèÿ çàäà÷è î äå�îðìèðîâàíèè



78 Â.Ä. Êóðãóçîâ
u1 u2 P x y Ñòåðæåíü 1 Ñòåðæåíü 219.444551 3.516602 95.063244 13.5169 19.4422 �àñòÿíóò Ñæàò20.449667 2.414533 94.935944 12.4148 20.4513 ¿ ¿22.457239 −0.197498 94.991328 9.8025 22.4574 ¿ �àñòÿíóò
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5 10 15 20 25�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü ñèëû P îò ñìåùåíèÿ ïåðâîãî óçëà u1 ïðè æåñòêîì íàãðóæåíèèêîíñòðóêöèè ïðè æåñòêîì íàãðóæåíèè. Çàäàäèì ïåðåìåùåíèå óçëà 1 (ñì. ðèñ. 1) ïîâåðòèêàëè è ïðîéäåì âåñü äèàïàçîí ïåðåìåùåíèé îò 0 äî 24 ñ äîñòàòî÷íî ìåëêèì øà-ãîì (íàïðèìåð, 0.001). Íà êàæäîì øàãå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè �èêñèðîâàííîé âåëè÷èíåïåðåìåùåíèÿ óçëà 1 îïðåäåëÿåòñÿ íàãðóçêà P . �ðà�èê çàâèñèìîñòè P îò u1 ïðåäñòàâ-ëåí íà ðèñ. 5. Ñðàâíèâàÿ ãðà�èê íà ðèñ. 2 (ìÿãêîå íàãðóæåíèå) ñ ãðà�èêîì íà ðèñ. 5(æåñòêîå íàãðóæåíèå), ìîæíî îáíàðóæèòü, ÷òî ðåøåíèå, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 5, �îá-ðåçàåò� ðåøåíèå, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå âñå ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿñèñòåìû íà ðèñ. 2 ðåàëèçóþòñÿ �èçè÷åñêè, íàïðèìåð, íà ðèñ. 2 èìåþòñÿ ó÷àñòêè, ãäåâíåøíÿÿ ñèëà P îòðèöàòåëüíà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè êàæäîé èç ðàâ-íîâåñíûõ �îðì òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå. Äðóãîå èññëåäîâàíèå, êîòîðîåíåîáõîäèìî ïðîâåñòè äëÿ äàííîé çàäà÷è, � ïðîâåðêà íàëè÷èÿ íà èíòåãðàëüíîé êðèâîéòî÷åê áè�óðêàöèè. Êðèòåðèåì áè�óðêàöèè ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñìåíà çíàêà äèàãîíàëü-íûõ ýëåìåíòîâ êàñàòåëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè íà ïðîìåæóòêå îò t äî t+∆t. Ïðîâåðêàóïîìÿíóòîãî êðèòåðèÿ íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîêàçàëà, ÷òî â äàííîé çàäà÷åòàêèõ òî÷åê íåò.Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü ðåçêîå çàìåäëåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðî-öåññà â òî÷êàõ ðàçðûâà �óíêöèè P = P (u1), ãðà�èê êîòîðîé ïðèâåäåí íà ðèñ. 5.×èñëåííûé àëãîðèòì äåëàåò â óêàçàííûõ òî÷êàõ 514 è 565 èòåðàöèé ñîîòâåòñòâåí-íî, äëÿ ñðàâíåíèÿ � âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà Íüþòîíà��à�ñîíà ñõîäèòñÿ çà 2�4 èòåðàöèè ïðè îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè ïî ñìåùåíèÿì è ñèëàì
εu = εf = 10−5, ïî ýíåðãèè äå�îðìèðîâàíèÿ εe = 10−10.Òàêèì îáðàçîì, äîñòîâåðíîñòü ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîâïàäåíèåìðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ íà êîí-ñòðóêöèþ (ìÿãêîå è æåñòêîå íàãðóæåíèÿ), à òàêæå àíàëèòè÷åñêèì àíàëèçîì óðàâíåíèéðàâíîâåñèÿ.



×èñëåííûå ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ . . . 794. Ïðèëîæåíèå ê çàäà÷àì íàíîìåõàíèêèÏðåäëîæåííûå âûøå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü ñ óñïåõîì ïðèìåíåíû ê ðåøå-íèþ çàäà÷ î äå�îðìèðîâàíèè è ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè àòîìíûõ ðåøåòîê [8, 14�16℄. Õà-ðàêòåð äå�îðìèðîâàíèÿ àòîìíîé ðåøåòêè áëèçîê ê õàðàêòåðó äå�îðìèðîâàíèÿ ñòåðæ-íåâîé êîíñòðóêöèè (�åðìû): àòîìû ðåøåòêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óçëû �åðìû,à îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå àòîìû, � êàê ñòåðæíè ñ íåëèíåéíûì ïîâåäåíèåì. Íà êàæäûéíàõîäÿùèéñÿ â ðåøåòêå àòîì äåéñòâóþò âíåøíèå ñèëû è ñèëû ñî ñòîðîíû áëèæàéøèõñîñåäåé. Ïîñêîëüêó ðàçìåð êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ñîãëàñîâàí ñ ïîñòîÿííîé àòîìíîé ðåøåò-êè, ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ñî ñòðóêòóðîé, ïðè÷åìâçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðû îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâóþùèìè �èçè÷åñêèìè ïî-òåíöèàëàìè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ àòîìíîé ðåøåòêè ñëåäóþò èç ïðèíöèïà âîçìîæíûõïåðåìåùåíèé: âèðòóàëüíàÿ ðàáîòà âíóòðåííèõ ñèë ðàâíà âèðòóàëüíîé ðàáîòå âíåøíèõñèë è ñèë èíåðöèè. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïîøàãî-âàÿ ïðîöåäóðà (3)�(5), (6), (7): ðàâíîâåñíàÿ êîí�èãóðàöèÿ è âíóòðåííèå ñèëû àòîìíîéðåøåòêè â ìîìåíò t ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè è ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþðàâíîâåñíîé êîí�èãóðàöèè è âíóòðåííèõ ñèë â ìîìåíò âðåìåíè t+∆t. Ïðè äîñòàòî÷íîìàëîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ∆t ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê ðå-øåíèþ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ýòî ðåøåíèåóòî÷íÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû Íüþòîíà��à�ñîíà, çàòåì ïðîèñõîäèòïåðåõîä íà ñëåäóþùèé øàã.Ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ îñíîâíóþ òðóäíîñòü âûçûâàåò íàëè÷èå íèñïàäàþùå-ãî ó÷àñòêà íà äèàãðàììå ñèëà�ñìåùåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà æåñòêîñòè ñèñòåìûòåðÿåò ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè âñëåäñòâèå ïîÿâëåíèÿ îòðèöàòåëüíûõýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Â ñèëó ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû èòå-ðàöèîííûå ïðîöåäóðû íüþòîíîâà ñåìåéñòâà íå âñåãäà îáåñïå÷èâàþò ñõîäèìîñòü ÷èñëåí-íîãî ðåøåíèÿ. Ïðåîäîëåòü ðàñõîäèìîñòü ìîæíî çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åòà,íî â ýòîì ñëó÷àå íå ãàðàíòèðóåòñÿ ïîëó÷åíèå ïðèåìëåìîãî ðåøåíèÿ. Ïðåäëîæåííûå âñòàòüå ÷èñëåííûå ïðîöåäóðû (3)�(5), (6), (7) ïîçâîëÿþò êîððåêòíî ïîëó÷àòü ñîáñòâåí-íûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû òèïà ìàêñèìàëüíîé íàãðóçêè.Çàêëþ÷åíèåÍà îñíîâå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ÷èñëåí-íîãî ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ äå�îðìèðîâàíèÿ ñòåðæíåâûõ êîíñòðóê-öèé (áîëüøèå ñìåùåíèÿ è ïîâîðîòû) ïðè æåñòêîì íàãðóæåíèè, ò. å. êîãäà âíåøíåå âîç-äåéñòâèå õàðàêòåðèçóåòñÿ çàäàííûìè ñìåùåíèÿìè óçëîâ êîíñòðóêöèè. Ýòîò ìåòîä ìî-æåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ î êâàçèñòàòè÷åñêîìäå�îðìèðîâàíèè ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè ïðè ìÿãêîì íàãðóæåíèè, åñëè âìåñòî ñè-ëîâîãî âîçäåéñòâèÿ èñïîëüçîâàòü êîíòðîëèðóåìîå ïåðåìåùåíèå. Ý��åêòèâíîñòü ïðåä-ëîæåííûõ ìåòîäèê ïðîèëëþñòðèðîâàíà ðåøåíèåì ïðîñòîé çàäà÷è î äå�îðìèðîâàíèèäâóõñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè (ñì. ðèñ. 1). Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ðàáîòà äàííîãî ìåõàíèç-ìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, ìàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìóëèðîâêà òàêîâîé íå ÿâëÿåòñÿ.Ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ êîíñòðóêöèè íåëèíåéíàÿ, è åå ðåøåíèå â äàííîì ñëó÷àåíåîáõîäèìî ñòðîèòü ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð. Ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì íàé-äåíî âñå ìíîæåñòâî ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, êàê óñòîé÷èâûõ, òàê è íåóñòîé÷è-âûõ, âêëþ÷àÿ è âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè. Äîñòîâåðíîñòü ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïîäòâåð-



80 Â.Ä. Êóðãóçîâæäàåòñÿ ñîâïàäåíèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ñèëîâîãîâîçäåéñòâèÿ íà êîíñòðóêöèþ (ìÿãêîå è æåñòêîå íàãðóæåíèÿ), à òàêæå àíàëèòè÷åñêèìàíàëèçîì óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Êëþøíèêîâ Â.Ä. Ëåêöèè ïî óñòîé÷èâîñòè äå�îðìèðóåìûõ ñèñòåì. Ì.: Èçä-âî Ì�Ó,1986. 224 ñ.[2℄ �ðèãîëþê Ý.È. Ê âîïðîñó óñòîé÷èâîñòè ïîëîãèõ àðîê // Èíæåíåðíûé ñáîðíèê. 1951.Ò. 9. Ñ. 178�201.[3℄ Âîëüìèð À.Ñ. �èáêèå ïëàñòèíû è îáîëî÷êè. Ì.: �îñòåõèçäàò, 1956. 419 ñ.[4℄ �ðèãîëþê Ý.È., Øàëàøèëèí Â.È. Ïðîáëåìû íåëèíåéíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ. Ì.: Íà-óêà, 1988. 232 ñ.[5℄ Øàëàøèëèí Â.È., Êóçíåöîâ Å.Á. Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó è íàè-ëó÷øàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå. Ì.: Ýäèòîðèàë Ó�ÑÑ,1999. 222 ñ.[6℄ Êîðîáåéíèêîâ Ñ.Í. Íåëèíåéíîå äå�îðìèðîâàíèå òâåðäûõ òåë. Íîâîñèáèðñê: Èçä-âîÑÎ �ÀÍ, 2000. 300 ñ.[7℄ Áàòå Ê., Âèëñîí Å. ×èñëåííûå ìåòîäû àíàëèçà è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ì.:Ñòðîéèçäàò, 1982. 448 ñ.[8℄ Korobeynikov S.N. Nonlinear equations of deformation of atomi latties // Arhives ofMehanis. 2005. Vol. 57, N 6. P. 435�453.[9℄ Bathe K.-J., Dvorkin E.N. On the automati solution of nonlinear �nite elementequations // Computers & Strutures. 1983. Vol. 17. P. 871�879.[10℄ Íàçàðîâ Ä. Îáçîð ñîâðåìåííûõ ïðîãðàìì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àíàëèçà // ÑÀÏ� èãðà�èêà. 2000. � 2. Ñ. 52�55.[11℄ Äàíèëèí À., Çóåâ Í., Ñíåãîâñêèé Ä., Øàëàøèëèí Â. Îá èñïîëüçîâàíèè ìåòîäàêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ // ÑÀÏ� è ãðà�èêà.2000. � 4. Ñ. 26�31.[12℄ http://n-t.ru/tp/ts/mka.htm[13℄ http://www.ad.dp.ua/obzors/CAE.php[14℄ Àííèí Á.Ä., Êîðîáåéíèêîâ Ñ.Í., Áàáè÷åâ À.Â. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå âû-ïó÷èâàíèÿ íàíîòðóáêè ïðè êðó÷åíèè // ÑèáÆÈÌ. 2008. Ò. 11, � 1. Ñ. 3�22.[15℄ Êîðíåâ Â.Ì., Êóðãóçîâ Â.Ä. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà äâèæåíèÿ êðàåâûõ äèñëîêàöèéìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ // Ôèçè÷åñêàÿ ìåçîìåõàíèêà. 2008. Ò. 11, � 5. Ñ. 25�38.[16℄ Kornev V.M., Kurguzov V.D. Multiparametri su�ient riterion of quasi-brittle fraturefor ompliated stress state // Engineering Frature Mehanis. 2008. Vol. 75, N 5.P. 1099�1113. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 9 �åâðàëÿ 2009 ã.


