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Ôîðìóëû çàìûêàíèÿ äëÿ êîìïàêòíûõ ñõåìâ íåîäíîðîäíûõ îáëàñòÿõ∗Â.È. ÏààñîíåíÓ÷ðåæäåíèå �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóêÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: paas�it.ns.ruÄàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì öèêëà ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ ïðèìåíå-íèþ äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè êîìïàêòíûõñõåì, â êîòîðûõ âíåøíèå è âíóòðåííèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñïîâûøåííûì ïîðÿäêîì. Â ðàáîòå �îðìóëèðóåòñÿ çàìûêàíèå ýòîãî àëãîðèòìà ââèäå ñïåöèàëüíûõ âûñîêîòî÷íûõ �îðìóë âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ íà ïåðåñå÷åíèÿõãðàíèö ðàçäåëà ñðåä, â óãëîâûõ òî÷êàõ âíåøíåé ãðàíèöû è â äðóãèõ îñîáûõ óçëàõñåòêè, ïîêðûâàþùåé íåîäíîðîäíóþ îáëàñòü êëåò÷àòîé ñòðóêòóðû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: îäíîñòîðîííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîòîêà, ìíîãîòî÷å÷íûå ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ, ìíîãîòî÷å÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîòîêà, êîìïàêòíàÿ ñõåìà, íåîä-íîðîäíàÿ îáëàñòü, ñõåìà âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, àïïðîêñèìàöèÿ ãðàíè÷íûõóñëîâèé.ÂâåäåíèåÂ [1, 2℄ ðàçðàáîòàíû òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû îáû÷íîé è ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ðàç-íîñòíûõ ìåòîäîâ, îïèðàþùèõñÿ íà êîìïàêòíûå ñõåìû âíóòðè îäíîðîäíûõ ïîäîáëàñòåéè íà ìíîãîòî÷å÷íûå îäíîìåðíûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ïîòîêîâ âî âíåøíèõ è âíóòðåííèõãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, à òàêæå äëÿ íàèáîëåå ïðîñòûõ äâóìåðíûõçàäà÷, íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòÿõ, ïîëó÷åííûõ ðàçðåçàíèåì ïðÿìîóãîëü-íèêà íà ïîëîñû, çàíÿòûå ðàçëè÷íûìè ìàòåðèàëàìè, òåõíîëîãèÿ [1, 2℄ ñàìîäîñòàòî÷íàè íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óõèùðåíèé íå òðåáóåòñÿ. Åñëè æå îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå îäíîðîäíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òî â óçëàõ,ãäå ñîïðÿãàåòñÿ áîëåå äâóõ ìàòåðèàëîâ èëè ãäå ãðàíèöà ðàçäåëà äâóõ ìàòåðèàëîâ èìå-åò èçëîì, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ñïåöèàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð. Òàêàÿ æåñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â òåõ óçëàõ íà âíåøíèõ ãðàíèöàõ, ãäå âñòðå÷àþòñÿ äâà ìàòåðè-àëà èëè ãäå ãðàíè÷íûé óçåë ñîîòâåòñòâóåò èçëîìó ãðàíèöû îáëàñòè, åñëè, êîíå÷íî, âýòèõ óçëàõ ïîñòàâëåíû íå óñëîâèÿ Äèðèõëå. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ çàìûêàíèåàëãîðèòìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ â òàêèõ ïðîáëåìíûõ óçëàõ, èñêëþ÷àþùåå ïîòåðþòî÷íîñòè.
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94 Â.È. Ïààñîíåí1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÅñëè ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå ñîñòàâëåíà èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îäèíàêîâîîðèåíòèðîâàííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, à ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó,ò. å. íåîäíîðîäíîñòü èìååò íå êëåò÷àòóþ, à ïîëîñ÷àòóþ ñòðóêòóðó, òî ñî÷åòàíèå êîì-ïàêòíûõ ñõåì ïîâûøåííîé òî÷íîñòè âíóòðè îäíîðîäíûõ ïîäîáëàñòåé è ìíîãîòî÷å÷íûõîäíîñòîðîííèõ àïïðîêñèìàöèé òîé æå òî÷íîñòè äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ íà ãðàíè-öàõ ðàçäåëà ñðåä [3℄ ñîñòàâëÿåò çàìêíóòûé àëãîðèòì, íå òðåáóþùèé äîïîëíèòåëüíûõâû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð. Ñõåìû â îäíîðîäíûõ ïîäîáëàñòÿõ ðàñùåïëÿþòñÿ íà òðåõòî-÷å÷íûå îäíîìåðíûå, íà ïåðâîì øàãå (âäîëü ïîëîñ) ïî ãðàíèöàì ðàçäåëà ñðåä ïðîãîíêèíå ïðîâîäÿòñÿ. Íà âòîðîì äðîáíîì øàãå ïðîãîíêè ïîïåðåê ïîëîñ îñëîæíÿþòñÿ òåì,÷òî ãðàíèöàì ðàçäåëà ñðåä âìåñòî òðåõòî÷å÷íûõ ñîîòíîøåíèé ñîîòâåòñòâóþò èçîëè-ðîâàííûå ìíîãîòî÷å÷íûå. Ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ëèáî ìåòîäà èñêëþ÷åíèé�àóññà äëÿ ïîøàãîâîãî ïðåâðàùåíèÿ ìíîãîòî÷å÷íîãî óñëîâèÿ â òðåõòî÷å÷íîå [1℄, ëèáîïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà [2℄. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû [3℄ ïîäòâåðæäàþò ñîâïàäåíèåòåîðåòè÷åñêîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè ñ ïðàêòè÷åñêè íàáëþäàåìûì. Åñëè æå íåîäíîðîä-íîñòü èìååò ñòðóêòóðó áîëåå îáùåãî âèäà, ïîäîáíî èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå ñïëîøíû-ìè ëèíèÿìè, òî âíóòðè îáëàñòè ïîÿâëÿþòñÿ ïðîáëåìíûå óçëû, ãäå ñîïðÿãàåòñÿ áîëååäâóõ ìàòåðèàëîâ (òî÷êè A). Îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì íå äàåò ðåøåíèÿ â ýòèõ óçëàõ,è åãî íåîáõîäèìî äîîïðåäåëÿòü êàê-òî èíà÷å, íî áåç ïîòåðè òî÷íîñòè. Îäíàêî ýêñòðà-

Ñõåìà íåîäíîðîäíîé îáëàñòè ñ îñîáûìè òî÷êàìè è øàáëîí ðàçíîñòíîé ñõåìû



Ôîðìóëû çàìûêàíèÿ äëÿ êîìïàêòíûõ ñõåì â íåîäíîðîäíûõ îáëàñòÿõ 95ïîëÿöèÿ, íàïðèìåð, � íå ñàìàÿ õîðîøàÿ èäåÿ, ïîñêîëüêó îíà îêàçûâàåòñÿ èñòî÷íèêîìëîêàëüíûõ îøèáîê, íåñìîòðÿ íà �îðìàëüíî ïîâûøåííûé ïîðÿäîê ýêñòðàïîëÿöèîííûõ�îðìóë. Åñëè íà âíåøíåé ãðàíèöå çàäàíû íå óñëîâèÿ Äèðèõëå, à óñëîâèÿ Íåéìàíà èëèóñëîâèÿ òðåòüåãî ðîäà, òî ïðîáëåìíûå òî÷êè âîçíèêàþò òàêæå è íà ãðàíèöå. Ýòî òî÷êèñîïðÿæåíèÿ ìàòåðèàëîâ D, C è óãëîâûå òî÷êè B è E (ñì. ðèñóíîê).Äëÿ äîñòèæåíèÿ óïðîùåíèÿ ëîãèêè áóäóùåãî àëãîðèòìà ïðîäîëæèì ãðàíèöû ðàç-äåëà ñðåä íà âñþ îáëàñòü, íà ðèñóíêå ïðîäîëæåíèÿ îáîçíà÷åíû øòðèõîâûìè ëèíèÿìè.Çàìåòèì, ÷òî âíåøíèå ãðàíèöû òàêæå ïîëåçíî ïðîäîëæèòü, äîïîëíèâ òàêèì îáðàçîìëþáîå îáúåäèíåíèå îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ äî îäíîãî áîëüøî-ãî ïðÿìîóãîëüíèêà, ðàññå÷åííîãî âäîëü è ïîïåðåê íà îòäåëüíûå êëåòêè. Îòêàæåìñÿîò àïïðîêñèìàöèè äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà �èêòèâíûõ (øòðèõîâûõ) ãðàíè-öàõ, çàìåíèâ åå àïïðîêñèìàöèÿìè ðàâåíñòâà ïîòîêîâ, àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèÿì íà ðå-àëüíûõ ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä. Ýòà âîçìîæíîñòü, òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííàÿ â [4℄, âäåéñòâèòåëüíîñòè ïðîäóöèðóåò åñòåñòâåííûå �ìÿãêèå� óñëîâèÿ ãëàäêîñòè â âèäå ðàâåí-ñòâà îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ, ââèäó òîãî, ÷òî ïî ðàçíûå ñòîðîíû øòðèõîâîé ëèíèèòåïëî�èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îäèíàêîâû. Íî ýòîò âàæíûé øàã ïðèâîäèò ê ðàâíî-ïðàâíîñòè âñåõ ãðàíèö êëåòîê è ïîçâîëÿåò �îðìàëüíî îòîæäåñòâèòü ìåæäó ñîáîé óçëûâèäà A, è íå òîëüêî èõ, ÷òî ñèëüíî óïðîùàåò ëîãèêó àëãîðèòìà. Îáðàòèì âíèìàíèå íàðàçëè÷èå âñåõ òðåõ óçëîâ A íà ðèñóíêå � â ðàçíûõ òî÷êàõ ýòîãî òèïà ãðàíè÷àò äâà,òðè è ÷åòûðå ìàòåðèàëà. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî è äðóãèå òèïû óçëîâ îáëàäàþò ýòèìñâîéñòâîì.�àñùåïèì äâóìåðíóþ �àêòîðèçîâàííóþ çàäà÷ó íà äâå îäíîìåðíûå. Ñíà÷àëà âû-ïîëíèì ïðîãîíêè ïî ãîðèçîíòàëüíûì ëèíèÿì ñåòêè, ïðîïóñêàÿ âñå ãðàíèöû ðàçäåëà,ðåàëüíûå è �èêòèâíûå, çàòåì � ïî âñåì âåðòèêàëüíûì, òàêæå êðîìå âñåõ ãðàíèö. Ïî-ñëå ýòîãî îñòàåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ëèøü íà âåðòèêàëüíûõ ãðàíèöàõ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòüïî ÿâíûì �îðìóëàì èç ìíîãîòî÷å÷íûõ îäíîìåðíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ýòèõ ãðà-íèöàõ, íî, ê ñîæàëåíèþ, íå âî âñåõ óçëàõ � íà ïåðåñå÷åíèÿõ ãðàíèö, ò. å. â óçëàõ A,
B, C, D è E ýòî ñäåëàòü íåâîçìîæíî. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, óçåë D íàïðàâîé ãðàíèöå. Âû÷èñëåíèå ðåøåíèÿ â íåì èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ òðåáóåò çàäàíèÿ êî-ý��èöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè, à îí òåðïèò ðàçðûâ íà ãðàíèöå ðàçäåëà. Èñïîëüçîâàíèåóñðåäíåííîãî çíà÷åíèÿ äîïóñòèìî äëÿ ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà, à äëÿ ñõåìû ÷åòâåðòîãîïîðÿäêà íåîáõîäèìû áîëåå òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ. Ìíîãîòî÷å÷íàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ ïî ãðà-íèöå â òî÷êó D òîæå íå îáåñïå÷èâàåò íóæíóþ òî÷íîñòü, ê òîìó æå â ýòîì ñïîñîáå íåòîäíîçíà÷íîñòè � ýêñòðàïîëèðîâàòü ìîæíî ïî ãðàíèöå ðàçäåëà èëè ïî âíåøíåé ãðàíèöåñâåðõó ëèáî ñíèçó. Òå æå ïðîáëåìû èìåþò ìåñòî âî âñåõ óãëîâûõ óçëàõ êëåòîê. Òàêèìîáðàçîì, äëÿ çàìûêàíèÿ èçëîæåííîãî âûøå àëãîðèòìà íåîáõîäèìî îðãàíèçîâàòü âû-÷èñëåíèå ðåøåíèÿ â ïðîáëåìíûõ óçëàõ íà âåðõíåì ñëîå, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ðåøåíèå íàíèæíåì ñëîå èçâåñòíî âñþäó, à ðåøåíèå íà âåðõíåì ñëîå � âñþäó, êðîìå ýòèõ èçîëèðî-âàííûõ óçëîâ â óãëàõ âñåõ êëåòîê. Çàìåòèì, ÷òî íà âåðõíåì ñëîå âñþäó â îêðåñòíîñòèýòèõ óçëîâ ðåøåíèå óæå èçâåñòíî, ïîýòîìó, åñëè óäàñòñÿ ñ�îðìóëèðîâàòü âûñîêîòî÷íîåíåÿâíîå ðàçíîñòíîå ñîîòíîøåíèå â ïðîáëåìíûõ óçëàõ, âîñïîëüçîâàòüñÿ èì ìîæíî áóäåòêàê ÿâíîé �îðìóëîé.2. Ñõåìà ñêâîçíîãî ñ÷åòàÔîðìóëû ðàñ÷åòà ðåøåíèÿ â ïðîáëåìíûõ óçëàõ ïîëó÷èì, îáîáùèâ �îðìóëû ïðîñòîéñõåìû ñêâîçíîãî ñ÷åòà [5℄. Ýòà ñõåìà èìååò âèä ñèñòåìû ÷åòûðåõ ïðîñòûõ ðàçíîñòíûõ



96 Â.È. Ïààñîíåíóðàâíåíèé, çàïèñàííûõ îòäåëüíî äëÿ êàæäîé èç ÷åòûðåõ ÿ÷ååê, îáðàçóþùèõ øàáëîí,èçîáðàæåííûé â ïðàâîì íèæíåì óãëó ðèñóíêà. Îáîçíà÷èì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòî-êîâ â îêðåñòíîñòè öåíòðàëüíîãî óçëà ÷åðåç
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+ f4. (4)Çäåñü îïåðàòîðû ∆+ è ∆− îçíà÷àþò îáû÷íûå äâóõòî÷å÷íûå ðàçäåëåííûå îäíîñòîðîí-íèå ðàçíîñòè âïåðåä è íàçàä ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé, a fk � ïëîòíîñòü îáúåì-íîãî èñòî÷íèêà òåïëà â öåíòðàëüíîì óçëå ñî ñòîðîíû ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì k. Êàæäîå èçóðàâíåíèé (1)�(4) àïïðîêñèìèðóåò ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
ck

∂u

∂t
= λk

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)

+ fkâ ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêå. Ñèñòåìó (1)�(4) ñëåäóåò äîïîëíèòü óñëîâèÿìè íåïðåðûâíî-ñòè ïîòîêîâ
q1

x = q4

x, q2

x = q3

x, q1

y = q2

y , q4

y = q3

y (5)÷åðåç ãðàíèöû ñìåæíûõ ÿ÷ååê â ãîðèçîíòàëüíîì è âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ.Â [5℄ òàêîãî ðîäà ñèñòåìà ðàññìàòðèâàëàñü äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè òåïëî-�èçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè â êðèâîëèíåéíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Äëÿ íàøèõ æå öåëåé äîñòàòî÷íî äåêàðòîâîé ñèñòåìû è êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ êîý��è-öèåíòîâ. �àçíîñòíàÿ ñõåìà èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)�(5) ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåìïî âñåì ó÷àñòâóþùèì ÿ÷åéêàì. Ïóñòü, íàïðèìåð, öåíòðàëüíûé óçåë øàáëîíà ÿâëÿåòñÿâíóòðåííèì. Òîãäà âñå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ èìåþò ñìûñë, ïîñêîëüêó âñå ÿ÷åéêè çàíÿòûìàòåðèàëàìè, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûìè. Óìíîæèâ óðàâíåíèÿ (1)�(4) íà ïëîùàäè ñî-îòâåòñòâóþùèõ ÿ÷ååê è ñëîæèâ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, à çàòåì ðàçäåëèâ ïîëó÷åííîåñîîòíîøåíèå íà ñóììàðíóþ ïëîùàäü ÷åòûðåõ ÿ÷ååê, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïîòîêîâ (5)ïîëó÷èì
c
∂u

∂t
= Λxu + Λyu + f, (6)
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Λx =

2

h+x + h−x

(λ+x∆+x − λ−x∆−x) , λ+x =
λ1h+y + λ2h−y

h+y + h−y

, λ−x =
λ4h+y + λ3h−y

h+y + h−y

, (7)
Λy =

2

h+y + h−y

(λ+y∆+y − λ−y∆−y) , λ+y =
λ1h+x + λ4h−x

h+x + h−x

, λ−y =
λ2h+x + λ3h−x

h+x + h−x

. (8)Çäåñü c è f � îñðåäíåííûå ïî ÷åòûðåì ÿ÷åéêàì òåïëîåìêîñòü è ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ.Âûðàæåíèå äëÿ òåïëîåìêîñòè èìååò âèä
c =

h+xh+yc1 + h+xh−yc2 + h−xh−yc3 + h−xh+yc4

(h+x + h−x)(h+y + h−y)
,è ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå.Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ ââåñòè äèñêðåòèçàöèþ âðåìåíè ñ øàãîì τ , è òîãäà ñèììåòðè÷-íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî äâóì âðåìåííûì ñëîÿì ïðåâðàùàåò (6) â àíàëîã ñõåìû Êðàíêà�Íèêîëñîí âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè.Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ ðàçíîñòíûå ñîîòíîøåíèÿ âî âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ, êîãäàíà ãðàíèöå ïîñòàâëåíû íå óñëîâèÿ Äèðèõëå, èíà÷å ñëó÷àé ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì.Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíòðàëüíûé óçåë øàáëîíà ãðàíè÷íûé. Ïóñòü ýòî áóäåò,äëÿ îïðåäåëåííîñòè, òî÷êà B íà ðèñóíêå. Òîãäà ïåðâàÿ, òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ ÿ÷åéêè âøàáëîíå ãðàíè÷íûå, à âòîðîé ÿ÷åéêè íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñèñòåìû âûïàäàåò óðàâíå-íèå (2). Îñòàëüíûå èíòåãðèðóåì, êàê ïðåæäå, òîëüêî â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (5) äëÿèñêëþ÷åíèÿ ïîòîêîâ q2

x è q3
y ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäåëàìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàãðàíè÷íûõ ðåáðàõ, êîãäà òî÷êà ñòðåìèòñÿ ïî íèì ê öåíòðàëüíîìó óçëó øàáëîíà.Åñëè â îêðåñòíîñòè ãðàíè÷íîãî óçëà îòñóòñòâóþò òðè ÿ÷åéêè èç ÷åòûðåõ (ïóñòüýòî áóäåò âòîðàÿ, òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ ÿ÷åéêè), òîãäà â ñèñòåìå (1)�(4) îñòàåòñÿ òîëüêîïåðâîå óðàâíåíèå, à â ñèñòåìå (5) � ïåðâîå è òðåòüå, âñå îñòàëüíûå �èêòèâíû. È âýòîì ñëó÷àå âñå ïîòîêè áëàãîïîëó÷íî èñêëþ÷àþòñÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèéäëÿ ïîòîêîâ q4

x q2
y ê ãðàíè÷íûì ðåáðàì, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè ïîãðàíèöå â öåíòð øàáëîíà, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé E îáëàñòè.Â ñëó÷àå ãîðèçîíòàëüíîãî èëè âåðòèêàëüíîãî ó÷àñòêà ãðàíèöû (óçëû C è D) â ñèñòå-ìå ïðèñóòñòâóþò ðîâíî äâå ÿ÷åéêè èç ÷åòûðåõ (âåðõíèå, íèæíèå, ëåâûå èëè ïðàâûå),èç ñèñòåìû (1)�(4) âûïàäàåò äâà óðàâíåíèÿ, à èç (5) � îäíî, ñâÿçûâàþùåå ïîòîêè ââûïàâøèõ ÿ÷åéêàõ. Âíåøíèå ïîòîêè, íîðìàëüíûå ê ãðàíèöå, îïÿòü èñêëþ÷àþòñÿ èçãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ ïðîöåäóðà îäèíàêîâà � èíòåãðè-ðîâàíèå óðàâíåíèÿ ïî ïðèñóòñòâóþùèì ÿ÷åéêàì øàáëîíà, íîðìèðîâêà ðåçóëüòàòà êïëîùàäè øàáëîíà, äèñêðåòèçàöèÿ âðåìåíè, àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ ïî äâóì ñëîÿìñî âòîðûì ïîðÿäêîì ïî âðåìåíè.3. Âûñîêîòî÷íûå �îðìóëû çàìûêàíèÿ àëãîðèòìàÎïèñàííàÿ ñõåìà îäíîðîäíà, ïîýòîìó ðåàëèçóåòñÿ ñêâîçíûì îáðàçîì, íî èìååò âñåãîïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Îäíàêî ïîçèòèâíûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ åå óíèâåðñàëüíîñòüâ òîì ñìûñëå, ÷òî õàðàêòåð ðàñïîëîæåíèÿ âíåøíèõ ãðàíèö è âíóòðåííèõ ãðàíèö ðàçäå-ëà ñðåä ïî ðåáðàì øàáëîíà ìîæåò áûòü ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûì. Ïîýòîìó ïðåäñòàâ-ëÿåòñÿ âåñüìà çàìàí÷èâûì ñîõðàíèòü ýòî ïîëåçíîå ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîñòè è â òî æåâðåìÿ ïîâûñèòü òî÷íîñòü �îðìóë (1)�(4), à ðåçóëüòèðóþùèå ñõåìû, ïîëó÷àåìûå èç íèõ



98 Â.È. Ïààñîíåíâ òî÷íîñòè îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì, èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå �îðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ðåøåíèé â ïðîáëåìíûõ óçëàõ. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èì çàìêíóòûéâûñîêîòî÷íûé àëãîðèòì äëÿ øèðîêîãî êëàññà êðàåâûõ çàäà÷ â íåîäíîðîäíûõ îáëàñòÿõðàññìàòðèâàåìîãî òèïà. Èìåííî ýòî è äåëàåòñÿ íèæå.Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ çàìåíà îïåðàòîðîâ ∆±x, ∆±y ìíîãîòî÷å÷íûìè àïïðîêñèìàöè-ÿìè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîâûøåííûì ïîðÿäêîì ñîâåðøåííî íå ãîäèòñÿ, ïîñêîëüêóâ ýòîì ñëó÷àå âîîáùå òåðÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Â ñàìîìäåëå, â îðèãèíàëüíûõ �îðìóëàõ (1)�(4) îíà äîñòèãàåòñÿ èìåííî çà ñ÷åò ãëàâíîé ÷àñòèîñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ðàçíîñòåé âïåðåä è íàçàä. Íàïðèìåð, ðàçëîæåíèå ïåðâîãî ñëàãàåìîãîïðàâîé ÷àñòè (1) â îêðåñòíîñòè öåíòðà øàáëîíà äàåò
2

h+x

(

λ1∆+xu − q1

x

)

=
2

h+x

(

λ1

(

∂u

∂x
+

h+x

2

∂2u

∂x2
+ O(h2)

)

− q1

x

)

= λ1

∂2u

∂x2
+ O(h),è òàê àíàëîãè÷íî äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî óðàâíåíèé (1)�(4).Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè íåîáõîäèìî â óðàâíåíèÿ (1)�(4) âìåñòîîäíîñòîðîííèõ ðàçíîñòåé ∆±xu, ∆±yu ïîäñòàâèòü âñþäó âûñîêîòî÷íûå àïïðîêñèìàöèèâûðàæåíèé âèäà

∂u

∂x
±

h±x

2

∂2u

∂x2
,

∂u

∂y
±

h±y

2

∂2u

∂y2
. (9)À ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ.Çàïèøåì, íàïðèìåð, äëÿ ïðàâîñòîðîííåé ðàçíîñòè ïî x â îáùåì âèäå îäíîìåðíîåðàçíîñòíîå âûðàæåíèå âèäà

∆+xu(xi, yj) =
s
∑

k=0

βku(xi+k, yj). (10)Âûáðàâ äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå s (äëÿ êîìïàêòíûõ ñõåì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêàäîñòàòî÷íî âçÿòü s = 4) è îïðåäåëèâ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì íàáîð êîý��èöèåíòîâ βk, ïî-ëó÷èì íóæíûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. À èìåííî, åñëè êîý��èöèåíòû óäîâëåòâîðÿþòñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
s
∑

k=0

βkz
j
k = δ1j + z1δ2j , zk = xi+k − xi, j = 0, 1, . . . , s, (11)ãäå δmj � ñèìâîë Êðîíåêåðà, à z1 = xi+1 − xi = h+x, òî

∆+xu =
∂u

∂x
+

h+x

2

∂2u

∂x2
+ O(hs

+x).Î÷åâèäíî, âñå zk ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà ñè-ñòåìû (11) îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîýòîìó îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Åãî ëåãêî âû-÷èñëèòü â îáùåì âèäå ïî ïðàâèëó Êðàìåðà. Â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ñåòêà ðàâ-íîìåðíà â ïðåäåëàõ ïðÿìîóãîëüíûõ îäíîðîäíûõ ïîäîáëàñòåé (êëåòîê), ðåøåíèå èìååòâèä
βk =

(−1)k+1

kh+x

Ck
s



1 +
1

k

s
∑

j=1

(−1)j(k − j)

j
Cj

s



 , k 6= 0, β0 = −
s
∑

k=1

βk. (12)Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëåâîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé øàã h+x ñëåäóåò çàìåíèòü íà h−x è ïî-ìåíÿòü îáùèé çíàê âûðàæåíèÿ.
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