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ENO- è WENO-àëãîðèòìû ñïëàéíîâîé èíòåðïîëÿöèèÂ.È. Ïèí÷óêîâÓ÷ðåæäåíèå �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóêÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: pinhvi�it.ns.ruÏðåäëîæåíû ENO- è WENO-ìîäè�èêàöèè íåëîêàëüíîãî ñïëàéíà òðåòüåé ñòå-ïåíè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü îñöèëëÿöèè ñïëàéíà âîçëå ðàçðûâîâ èíòåðïî-ëèðóåìîé �óíêöèè èëè åå ïðîèçâîäíîé. Ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ïðèìåðû ðåøåíèÿòåñòîâûõ çàäà÷.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåðïîëÿöèÿ, êóáè÷åñêèé ñïëàéí, ENO- èWENO-àëãîðèòìû,ìîíîòîííîñòü.ÂâåäåíèåÍåäîñòàòîê êëàññè÷åñêîãî íåëîêàëüíîãî, ò. å. îïðåäåëÿåìîãî ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ñå-òî÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñïëàéíà òðåòüåé ñòåïåíè [1℄ � â ïîÿâëåíèè îñöèëëÿöèé âñëó÷àå ðàçðûâà èíòåðïîëèðóåìîé �óíêöèè èëè åå ïðîèçâîäíîé. Ïîýòîìó ïðîâîäÿòñÿïîèñêè ñïëàéíîâ äðóãèõ òèïîâ [2�7℄. Òàê, ïðîáëåìà ìîíîòîííîñòè ðåøåíà â ëîêàëüíûõñïëàéíàõ [2, 3℄, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè èçîãåîìåòðèè. Ý��åêòîì ïîäàâëåíèÿ îñöèë-ëÿöèé çà ñ÷åò ìåõàíèçìà íàòÿæåíèÿ îáëàäàþò ãèïåðáîëè÷åñêèå ñïëàéíû [4, 5℄. Ïðèìå-íåíèå àëãîðèòìîâ ìîíîòîíèçàöèè, ðàíåå óïîòðåáëÿâøèõñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííûõìåòîäîâ ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, â ÷àñòíîñòè, óðàâíå-íèé Ýéëåðà, ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü íåîñöèëëèðóþùèå ñïëàéíû (ñì. ïóáëèêàöèè [6, 7℄).Àëãîðèòìû ýòîãî òèïà ðàçâèâàþòñÿ è â íàñòîÿùåé ðàáîòå.Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ íåîñöèëëèðóþùèõ ñõåì âûñîêèõ ïîðÿäêîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ðå-øåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè) ìîæíîðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû. Ìåòîäû ïåðâîé ãðóïïû (ñì. îáçîð [8℄) îñíîâàíû íà ëèìèòè-ðîâàíèè ñëàãàåìûõ, îòâå÷àþùèõ çà âûñîêèé ïîðÿäîê ýòèõ ìåòîäîâ, êîòîðîå ñðàáàòû-âàåò, êàê ïðàâèëî, âîçëå ðàçðûâîâ. Íåêîòîðûå èç àëãîðèòìîâ ýòîé ãðóïïû (íàïðèìåð,TVD-ñõåìà Õàðòåíà, ñì. [8℄) ãàðàíòèðóþò ïîëó÷åíèå ìîíîòîííûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé.Ïðîáëåìîé òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òåíäåíöèÿ ê ñíèæåíèþ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèèè, ñîîòâåòñòâåííî, ê óõóäøåíèþ òî÷íîñòè âáëèçè ýêñòðåìóìîâ ðåøåíèÿ. Àíàëîãè÷íûéíåäîñòàòîê ñâîéñòâåí íåëîêàëüíûì ìîíîòîííûì ñïëàéíàì [7℄. Ìåòîäû âòîðîé ãðóïïû(ñì. îáçîð [8℄) îñíîâàíû íà àëãîðèòìàõ ENO (Essentially NonOsillating � ñóùåñòâåííîíåîñöèëëèðóþùèå), çàêëþ÷àþùèõñÿ â ëîêàëüíîì âûáîðå àïïðîêñèìàöèîííîé �îðìó-ëû ñ íàèìåíüøèìè îñöèëëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè èç íàáîðà �îðìóë îäíîãî è òîãî æåïîðÿäêà. Òåîðåòè÷åñêè ìîíîòîííîñòü ìåòîäîâ èç ýòîé îáøèðíîé ãðóïïû â áîëüøèíñòâåñëó÷àåâ íå äîêàçàíà è íà ïðàêòèêå îñöèëëÿöèè âîçìîæíû, îäíàêî, â ñîîòâåòñòâèè ñ íà-çâàíèåì, ëèøü îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèå. Ïðåäìåòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå© ÈÂÒ ÑÎ �ÀÍ, 2009. 100



ENO- è WENO-àëãîðèòìû ñïëàéíîâîé èíòåðïîëÿöèè 101ïîäîáíîãî ïîäõîäà â êîíñòðóèðîâàíèè êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ, ðàíåå ïðåäëîæåííîãî â [6℄äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè.Ïðèìåíåíèå ENO- è WENO- (ò. å. Weighted ENO) àëãîðèòìîâ óäîáíî, åñëè èñïîëü-çîâàòü �îðìóëèðîâêó êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà s(x), îñíîâàííóþ íà çíà÷åíèÿõ åãî ïåðâîéïðîèçâîäíîé s′(xi) = vi, 0 ≤ i ≤ I, â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè 0 ≤ xi ≤ a (íàïîìíèì, âýòèõ óçëàõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ s(xi) = fi è, ïðè 0 < i < I, s′(xi + 0) = s′(xi − 0),
s′′(xi + 0) = s′′(xi − 0)). Ïîñêîëüêó ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñïëàéíà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé íåïðåðûâíîé �óíêöèåé, îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà íà [xi−1, xi] �îð-ìóëîé

s′(x) = vi−1(1 − ξ) + viξ + c(1 − ξ)ξ, ξ = (x − xi−1)/hi−1/2, hi−1/2 = xi − xi−1,ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, êîòîðóþ îïðåäåëèì ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîé �îð-ìóëû, ñ ó÷åòîì óñëîâèé èíòåðïîëÿöèè s(xi−1) = fi−1, s(xi) = fi. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
s(x) = fi−1(1 − 3ξ2 + 2ξ3) + fi(3ξ

2 − 2ξ3) + [vi−1(ξ − 2ξ2 + ξ3) + vi(ξ
3 − ξ2)]hi−1/2. (1)Ýòî âûðàæåíèå ãàðàíòèðóåò íåïðåðûâíîñòü ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñïëàéíà. Ïðîäè�-�åðåíöèðîâàâ åãî äâàæäû, ïîäñòàâèì ïîëó÷åííóþ �îðìóëó â óñëîâèå íåïðåðûâíîñòèâòîðîé ïðîèçâîäíîé s′′(xi + 0) = s′′(xi − 0). Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå

(vi−1 + 2vi)/hi−1/2 + (2vi + vi+1)/hi+1/2 = 3δi+1/2/hi+1/2 + 3δi−1/2/hi−1/2, (2)
δi+1/2 = (fi+1 − fi)/hi+1/2, δi−1/2 = (fi − fi−1)/hi−1/2.Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûx óñëîâèé èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî íóëþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé, ýê-âèâàëåíòíîå ñîîòíîøåíèÿì

2v0 + v1 = 3δ1/2, 2vI + vI−1 = 3δI−1/2. (3)Èòàê, ïîëó÷åíà çàìêíóòàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ äèàãîíàëü-íûì ïðåîáëàäàíèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí vi, 0 ≤ i ≤ I íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå,ðåàëèçóþùàÿ êëàññè÷åñêèé ñïëàéí òðåòüåãî ïîðÿäêà.Ïåðåíîñ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûõ íà àâòîìà-òè÷åñêîé çàìåíå âîçëå ðàçðûâîâ àïïðîêñèìàöèé âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìîíîòîííûìè îä-íîñòîðîííèìè àïïðîêñèìàöèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿïðîèçâîäíûõ ñïëàéíà:
vi−1pi/hi−1/2 + (3 − pi)zivi + vi+1pi/hi+1/2 =

= 3MM(γδi+1/2zi, δi−1/2/hi−1/2 + δi+1/2/hi+1/2, γδi−1/2zi), γ =
√

2, (4)
MM(a, b, c) = max[−d, min(b, d)], d = min(| a |, | c |), zi = 1/hi−1/2 + 1/hi+1/2,

pi = min[1, γ min(| δi+1/2 |, | δi−1/2 |)zi/(| δi+1/2 | /hi+1/2+ | δi−1/2 | /hi−1/2)]. (5)Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (3). Îòìåòèì, ÷òî �óíê-öèè min è max îñóùåñòâëÿþò ëèìèòèðîâàíèå ÷ëåíîâ, îòâå÷àþùèõ çà âûñîêèé ïîðÿäîêàïïðîêñèìàöèè êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà. Â TVD-ñõåìàõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà [8℄ àíà-ëîãè÷íîå ëèìèòðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé �óíêöèè minmod.



102 Â.È. Ïèí÷óêîâÌîæíî ïîêàçàòü [7℄, ÷òî ïîñòðîåííûé ñïëàéí ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùèì (íåóáûâà-þùèì), åñëè ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò âõîäíûå äàííûå. Èìåííî, âåðíàÒåîðåìà. Åñëè çíà÷åíèÿ èíòåðïîëèðóåìîé �óíêöèè â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè xi, 0 ≤
i ≤ I, îáðàçóþò íåâîçðàñòàþùóþ (íåóáûâàþùóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî êóáè÷åñêèéñïëàéí, ïîñòðîåííûé ïî �îðìóëàì (3)�(5), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íåâîçðàñòàþùåé(íåóáûâàþùåé) �óíêöèåé ñ íåïðåðûâíîé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.Äëÿ ãëàäêèõ ìîíîòîííûõ èíòåðïîëèðóåìûõ �óíêöèé ýòîò ñïëàéí òîæäåñòâåí èñ-õîäíîìó (2). Îäíàêî âáëèçè ýêñòðåìóìà äàæå äëÿ ãëàäêîé èíòåðïîëèðóåìîé �óíêöèèîòëè÷èå ìîæåò èìåòü ìåñòî, ÷òî ïîâëå÷åò ñíèæåíèå òî÷íîñòè. Ýòî î÷åâèäíûé íåäîñòà-òîê ïîäõîäà [7℄.1. ENO-ñïëàéíÏîýòîìó ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü îáîáùåíèÿ ENO- è WENO-àëãîðèòìîâ, ïðèìåíÿåìûõäëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà, è èñïîëüçóåì èõ äëÿ èíòåðïîëÿöèè �óíêöèé. �àíååêóáè÷åñêèé ENO-ñïëàéí íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ïðåäëîæåí â [6℄. Çäåñü ýòîò ïîäõîä ïðè-ìåíÿåòñÿ â äðóãîé âåðñèè (èäåè ENO äîïóñêàþò ïðîñòîð ðåàëèçàöèé, ñì. îáçîð [8℄), àòàêæå ñòðîÿòñÿ WENO-àëãîðèòìû. �àññìîòðèì óðàâíåíèå, â êîòîðîì ñíîâà èñïîëüçó-þòñÿ êîý��èöèåíòû pi â ëåâîé ÷àñòè (ñì. óðàâíåíèå (4)), îäíàêî ïðàâóþ ÷àñòü, êîòîðóþîáîçíà÷èì êàê Ri, áóäåì âû÷èñëÿòü íà îñíîâå èäåé ENO:

vi−1pi/hi−1/2 + (3 − pi)zivi + vi+1pi/hi+1/2 = Ri. (6)Îïðåäåëèâ ïîñðåäèíå èíòåðâàëîâ â óçëàõ xi+1/2 = (xi+xi+1)/2 äèñêðåòíóþ �óíêöèþ
Zi+1/2 = 6(fi+1 − fi)/(xi+1 − xi)

2, ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Ri = (Zi+1/2 + Zi−1/2)/2. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàêðåçóëüòàò èíòåðïîëÿöèè �óíêöèè Z ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìà Íüþòîíà ïåðâîé ñòåïåíè:
Ri = Zi−1/2 + Ni(x − xi−1/2), ãäå

Ni = (Zi+1/2 − Zi−1/2)/(xi+1/2 − xi−1/2) (7)� ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñðåäñòâîì ïîäñòàíîâêè â íåãî àðãóìåíòà
x = x∗ = (xi+1/2 + xi−1/2)/2 = (xi−1 + 2xi + xi+1)/4.Êàê ïåðâûé øàã íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âûðàæåíèÿ, ïðèáëèæàþùèå ïðàâóþ ÷àñòüóðàâíåíèÿ (2) íà ñìåùåííûõ øàáëîíàõ, ò. å. íà øàáëîíàõ, îòëè÷íûõ îò øàáëîíà �îð-ìóëû (7): (i − 1/2, i + 1/2), ñ òåì æå ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè, ÷òî è âûðàæåíèå Ri =

(Zi+1/2+Zi−1/2)/2. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ïîñòðîèòü ëèíåéíûå èíòåðïîëÿöèè äëÿ øàá-ëîíîâ (i−3/2, i−1/2) è (i+1/2, i+3/2). Ïðèìåíÿÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè Z â òî÷êå
x = x∗ ïîëèíîìû Íüþòîíà, ïîñòðîåííûå íà ñìåùåííûõ øàáëîíàõ, ìîæíî ïîëó÷èòüâûðàæåíèÿ

R−

i = Zi−1/2 + (x∗ − xi−1/2)Ni−1, R+

i = Zi+1/2 + (x∗ − xi+1/2)Ni+1. (8)Â ñîîòâåòñòâèè ñ ENO-ïîäõîäîì, äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6)ñëåäóåò âûáèðàòü òî âûðàæåíèå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîé ðàçäåëåííîé ðàç-íîñòè â èíòåðïîëèðóþùèõ ïîëèíîìàõ Íüþòîíà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ �õîðîøåé� äèñêðåò-íîé �óíêöèè fi (áåç ðàçðûâîâ è èçëîìîâ) äîëæåí ðåàëèçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûé êóáè÷å-ñêèé ñïëàéí, ò. å. ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6) äîëæíà ïðèíèìàòü èñõîäíûé âèä, ñëåäóåò



ENO- è WENO-àëãîðèòìû ñïëàéíîâîé èíòåðïîëÿöèè 103ââåñòè êîý��èöèåíò ñæàòèÿ b > 1 (â ENO-ñõåìàõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà îáû÷íîèñïîëüçóåòñÿ b = 2). Îáîçíà÷èâ êàê R±

i òî èç âûðàæåíèé R−

i , R+

i , êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåòìèíèìàëüíîé èç ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé Ni−1, Ni+1,
R±

i = R−

i , åñëè | Ni−1 |≤| Ni+1 |, R±

i = R+

i , åñëè | Ni−1 |>| Ni+1 |, (9)ãäå R−

i , R+

i îïðåäåëåíû �îðìóëàìè (8), ïîëó÷àåì â èòîãå
Ri = R±

i , åñëè b | Ni |≥ min(| Ni−1 |, | Ni+1 |), (10)
Ri = (Zi−1/2 + Zi+1/2)/2, åñëè b | Ni |< min(| Ni+1 |, | Ni−1 |), (11)÷òî çàìûêàåò ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ ENO-ñïëàéíà.2. WENO-ñïëàéíÏðè ðåøåíèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëåå ïîïóëÿðíûì, ÷åì ENO-ïîäõîä, ñî âðå-ìåíåì ñòàë WENO-ïîäõîä. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ïî ENO-àëãîðèòìàì íå îáëàäàåò íåïðåðûâíîñòüþ îò �èãóðèðóþùèõ â íèõ âåëè÷èí. Ýòèì íåäî-ñòàòêîì ñòðàäàþò òàêæå è �îðìóëû (9)�(11). Â ÷àñòíîñòè, ïðè íåçíà÷èòåëüíîì èçìåíå-íèè çíà÷åíèÿ �óíêöèè â êàêîì-ëèáî óçëå âîçìîæíî ïåðåêëþ÷åíèå íà äðóãóþ �îðìóëóè, ñîîòâåòñòâåííî, çàìåòíîå èçìåíåíèå �îðìû ñïëàéíà. Ïîýòîìó âìåñòî æåñòêîãî ïå-ðåêëþ÷åíèÿ èñïîëüçóåì äâóõýòàïíûé âåñîâîé ïîäõîä. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåñîâ ââåäåìâåëè÷èíû ni = ǫ+ | Ni |, ǫ > 0, � ìàëàÿ êîíñòàíòà, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ïðåäîòâðà-ùåíèÿ ñèòóàöèé ñ äåëåíèåì íà 0. Êàê è â ENO-ïîäõîäå, ñîîòíîøåíèå âåëè÷èí ni−1, ni,

ni+1 áóäåò îïðåäåëÿòü âûáîð �îðìóëû äëÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6). Îäíàêî ïåðåõîäîò îäíîãî âàðèàíòà ê äðóãîìó äîëæåí îñóùåñòâëÿòüñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì. Ïîýòîìóïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì âåñîâîé àíàëîã �îðìóë (9):
R±

i = (R−

i ni+1 + R+

i ni−1)/(ni+1 + ni−1). (12)Ñíîâà ââîäèì êîý��èöèåíò ñæàòèÿ b > 1, à òàêæå ïåðåõîäíóþ çîíó ñ ãðàíèöà-ìè (b + 1)/2, (3b − 1)/2, øèðèíîé b − 1, ñ öåíòðîì â òî÷êå b. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðè
min(ni+1, ni−1) > ni(3b − 1)/2 ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6) âû÷èñëÿëàñü ïî �îðìóëå
Ri = (Zi−1/2 + Zi+1/2)/2, ïðè min(ni−1, ni+1) ≤ ni(b + 1)/2 ñëåäóåò ïîäñòàâèòü â ïðà-âóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6) âåëè÷èíó R±

i , âû÷èñëåííóþ ïî �îðìóëå (12), â ïðîòèâíîìñëó÷àå íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü âåñîâóþ �îðìóëó, ïëàâíî ñîïðÿãàþùóþ ýòè äâà ñëó÷àÿ.Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè îïèñûâàåìîãî ïîäõîäà îïðåäåëèì âåñîâîé ïàðàìåòð q:
q = max{0, min[1, (min(ni−1, ni+1)/ni − b/2 − 1/2)/(b− 1)]}. (13)Èòîãîâàÿ �îðìóëà WENO-ïîäõîäà, îáúåäèíÿþùàÿ âñå âàðèàíòû, âûãëÿäèò ñëåäó-þùèì îáðàçîì:

Ri = (Zi−1/2 + Zi+1/2)q/2 + R±

i (1 − q). (14)Ôîðìóëû (12)�(14) îñóùåñòâëÿþò ìÿãêîå ïåðåêëþ÷åíèå âàðèàíòîâ âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé÷àñòè óðàâíåíèÿ (6).



104 Â.È. Ïèí÷óêîâ×èñëåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà çàìûêàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè íà ãðàíèöàõ.Íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè (3) ðàññìîòðèì ãðàíè÷íûå ïðîöåäóðû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâàïïðîêñèìàöèè. Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ òðèæäû âûðàæåíèå (1), èìååì
s′′′(x) = (vi + vi+1)6/h

2

i+1/2 − (fi+1 − fi)12/h3

i+1/2.Åñëè ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ïî ÷åòûðåì ïîñëåäîâàòåëü-íûì ñåòî÷íûì óçëàì xj , xj+1, xj+2, xj+3 è òðèæäû åãî ïðîäè��åðåíöèðîâàòü, ìîæíîïîëó÷èòü
L′′′

3 (x) = −6fj/[hj+1/2(hj+3/2 + hj+1/2)(hj+3/2 + hj+1/2 + hj+5/2)]+

+6fj+1/[hj+1/2hj+3/2(hj+3/2 + hj+5/2)] − 6fj+2/[(hj+3/2 + hj+1/2)hj+3/2hj+5/2]+

+6fj+3/[(hj+5/2 + hj+3/2 + hj+1/2)(hj+5/2 + hj+3/2)hj+5/2].Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ âûðàæåíèé ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òðåòüåãîïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè:
s′′′(0) = 0, s′′′(a) = 0, (15)è óñëîâèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè:

s′′′(0) = L′′′

3 (0), s′′′(a) = L′′′

3 (a). (16)3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòûÄëÿ èëëþñòðàöèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïîñòðîåííûõ ñïëàéíîâ ïðèìåíèì èõ ê çàäà÷å èí-òåðïîëÿöèè ñòóïåí÷àòîé �óíêöèè f 0(x), 0 ≤ x ≤ 1:
f 0(x) = 0, åñëè 0 < x < 0.15,
f 0(x) = 1, åñëè 0.15 < x < 0.45,
f 0(x) = 0, åñëè 0.45x < 0.77,
f 0(x) = 1, åñëè 0.77 < x < 0.83,
f 0(x) = 0, åñëè 0.83 < x < 1.Íà ðèñ. 1, à øòðèõîâîé ëèíèåé èçîáðàæàåòñÿ ENO-ñïëàéí, ïîëó÷åííûé èíòåðïîëÿ-öèåé ïðèâåäåííîé âûøå �óíêöèè ïî åå çíà÷åíèÿì â óçëàõ ðàâíîìåðíîé ñåòêè xi = i/I,

I = 15, îòìå÷åííûì êðóæêàìè. Â îòëè÷èå îò ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé îêàçàëîñü, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñæàòèÿ, áîëüøåå äâóõ, îáåñïå÷èâàåò ëó÷øèåðåçóëüòàòû. Ïîýòîìó çäåñü è â äðóãèõ çàäà÷àõ ïðèíÿòî b = 6. Íåäîñòàòêîì ñïëàéíà ÿâ-ëÿåòñÿ ïðîâàë âáëèçè ëåâîé ãðàíèöû, îáúÿñíÿåìûé áëèçîñòüþ ê ýòîé ãðàíèöå ðàçðûâàèíòåðïîëèðóåìîé �óíêöèè (îòìåòèì, âáëèçè ãðàíèöû ENO- è WENO-ïîäõîäû ðàáî-òàþò íà óðåçàííûõ øàáëîíàõ è ìèíèìóì ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé îòûñêèâàåòñÿ ñðåäèìåíüøåãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ, ïðè÷åì â äàííîì ñëó÷àå âñå îíè ÿâëÿþòñÿ �ðàçðûâíûìè�).Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà â òî÷êàõ, îòñòîÿùèõ îò ãðàíèö íà îäèí èíòåðâàë,ò. å. ïðè i = 1 è i = I − 1, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6) âû÷èñëÿåòñÿ íå ïî �îðìó-ëàì (12), (13), à ïî ìîíîòîííûì �îðìóëàì (4), (5). �åçóëüòàò èçîáðàæåí íà ðèñ. 1, àñïëîøíîé ëèíèåé. Îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðèåìëåìûì. Íà ðèñ. 1, á ñïëîøíîé ëèíèåé èçîá-ðàæåí WENO-ñïëàéí äëÿ �óíêöèè f(x) = f 0(x) + 0.3x. Èñïîëüçóåòñÿ íåðàâíîìåðíàÿ



ENO- è WENO-àëãîðèòìû ñïëàéíîâîé èíòåðïîëÿöèè 105ñåòêà, ïîëó÷åííàÿ îòîáðàæåíèåì x(η) = η(0.3 + 0.7η) ðàâíîìåðíîãî ðàçáèåíèÿ èíòåð-âàëà 0 ≤ η ≤ 1. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìûõ âáëèçè ãðàíèöû ðåçóëüòàòîâ çäåñü òàêæåïîòðåáîâàëîñü èñïîëüçîâàòü �îðìóëû (4), (5). Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ýòîì ðèñóíêå øòðèõî-âîé ëèíèåé èçîáðàæåí êëàññè÷åñêèé ñïëàéí òðåòüåé ñòåïåíè, ïîðîæäàþùèé îáû÷íûåäëÿ òàêèõ äàííûõ ïóëüñàöèè.Âûøå èçó÷àëàñü ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïîñòðîåííûõ ñïëàéíîâ íà âõîäíûõ äàííûõ, îïè-ñûâàþùèõ ðàçðûâíûå �óíêöèè. Ïðèìåíèì èõ òàêæå äëÿ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ñ ðàç-ðûâàìè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. �àññìîòðèì íà èíòåðâàëå 0 ≤ x ≤ 1 �óíêöèþ
f(x) =

√

.1875 + y − 4y2/.55 + 0.3x, åñëè y ≤ 0.375;

f(x) = 0.3x, åñëè y > 0.375, y =| x − 0.5 | .Îíà èìååò èçëîìû â òî÷êàõ x = 0.125, x = 0.5, x = 0.875. Îêàçàëîñü, ÷òî ENO-,WENO- è êëàññè÷åñêèé ñïëàéí èìåþò ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâîå êà÷åñòâî. Íà ðèñ. 2ïðèâåäåíû ãðà�èêè WENO-ñïëàéíà (ðèñ. 2, à) è ìîíîòîííîãî ñïëàéíà (ðèñ. 2, á), îïðå-äåëÿåìîãî �îðìóëàìè (3)�(5). Èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ 15 óçëàìè. Ïðè ïîëó-÷åíèè ðåçóëüòàòîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 2, à, âáëèçè ãðàíèöû (ïðè i = 1 è i = I−1) èñ-ïîëüçóþòñÿ ìîíîòîííûå �îðìóëû (4), (5). Ìîíîòîííûé ñïëàéí óäîâëåòâîðèòåëåí âåçäå,êðîìå îäíîãî èç èìåþùèõñÿ ýêñòðåìóìîâ (ëåâîãî), ãäå îí ñðåçàåò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.Âîçìîæíîñòü ýòîãî ý��åêòà îòìå÷àëàñü âûøå.

à á�èñ. 1. ENO-ñïëàéí ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è óñëîâèÿìè (3)�(5)(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) (a); WENO- (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è êëàññè÷åñêèé (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) ñïëàé-íû (á)

à á�èñ. 2. WENO- (a) è ìîíîòîííûé (á) [7℄ ñïëàéíû



106 Â.È. Ïèí÷óêîâÈññëåäóåì òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ è èñõîäíîãî ñïëàéíîâ íà ãëàäêîé �óíêöèè:
f(x) = [exp(−2x) − 2 exp(−4x) + exp(−6x)]27/4, 0 ≤ x ≤ 1.Îíà èìååò ýêñòðåìóìû íà ãðàíèöå èíòåðâàëà ïðè x = 0 è â òî÷êå x = x0, îïðåäåëÿåìîéñîîòíîøåíèåì exp(−2x0) = 1/3, ãäå äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì f(x0) = 1. Ýòà �óíêöèÿìîæåò ñëóæèòü òåñòîì äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òî÷íîñòüñïëàéíà, òàê êàê ýêñòðåìóì íà ãðàíèöå èíòåðâàëà ìîæåò âûçâàòü ïîíèæåíèå òî÷íîñòèïðè âêëþ÷åíèè ëîêàëüíîé ìîíîòîíèçàöèè (4), (5).Â òàáë. 1 ïðèâåäåíà ïîãðåøíîñòü δ = maxx(| f(x) − s(x) |) äëÿ ENO, WENO, êëàñ-ñè÷åñêîãî è ìîíîòîííîãî ñïëàéíîâ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå èç 21-ãî óçëà.Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïîâûøåíèå ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè-âîäèò, êàê ïðàâèëî, ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè ñïëàéíîâ. Ñëåäóåò, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òîãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (16) ìîãóò âûçâàòü íàðóøåíèÿ ìîíîòîííîñòè â ñëó÷àå âõîäíûõ äàí-íûõ ñ �ðàçðûâàìè� âáëèçè ãðàíèö. Ýòó íåìîíîòîííîñòü íå óäàåòñÿ óñòðàíèòü äàæå ïðèèñïîëüçîâàíèè âîçëå ãðàíèö �îðìóë (4), (5). Òî eòü ñîîòíîøåíèÿ (15) ïðåäñòàâëÿþòñÿïðåäïî÷òèòåëüíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòíîøåíèåì (3) èëè (16), òàê êàê îíè çàìåòíîòî÷íåå óñëîâèé (3) è ñðàâíèìû ïî òî÷íîñòè ñ óñëîâèÿìè (16), ïðè÷åì, â îòëè÷èå îòïîñëåäíèõ, äîïóñêàþò ìîíîòîíèçàöèþ.Èìåííî ñ óñëîâèÿìè (15), äîïîëíåííûìè �îðìóëàìè (4), (5), ïîëó÷àåì äàííûåòàáë. 2.Íà ðèñ. 3, à ïðèâåäåíû ãðà�èêè ENO- (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è êëàññè÷åñêîãî (øòðè-õîâàÿ ëèíèÿ) ñïëàéíîâ, íà ðèñ. 3,á � WENO- (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ìîíîòîííîãî ([7℄,øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) ñïëàéíîâ. Íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû äàåò ìîíîòîííûé ñïëàéí. �ðà�è-êè ENO- è WENO-ñïëàéíîâ ñõîäíû, îíè èìåþò ïóëüñàöèè íà ñåðèè ðÿäîì ðàñïîëîæåí-íûõ èçëîìîâ äàííûõ, êîãäà âñå �èãóðèðóþùèå â ïîñòðîåíèè ýòèõ ñïëàéíîâ øàáëîíûÿâëÿþòñÿ �íåãëàäêèìè�. Òåì íå ìåíåå íà èçëîìàõ, ïðèìûêàþùèõ ê �ãëàäêèì� ó÷àñòêàì,ýòè ñïëàéíû âåäóò ñåáÿ ëó÷øå, ÷åì êëàññè÷åñêèé ñïëàéí (ðèñ. 3, à), êîòîðûé òàêæå ñî-äåðæèò ïóëüñàöèè íà ñåðèè èçëîìîâ.�åçþìèðóÿ, ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ENO- è WENO-ñïëàéíû íèãäå íå óñòóïàþòêëàññè÷åñêîìó. Äëÿ âõîäíûõ äàííûõ, ñîäåðæàùèõ ñåðèè èçëîìîâ, ýòè ñïëàéíû õóæåìîíîòîííîãî ñïëàéíà. Ïîñëåäíèé, îäíàêî, óñòóïàåò èì ïî òî÷íîñòè ïðè èíòåðïîëÿöèèÒ à á ë è ö à 1�ðàíè÷íûå Ñïëàéíûóñëîâèÿ ENO WENO êëàññè÷åñêèé ìîíîòîííûéÔîðìóëà (3) 5.672 · 10−3

5.608 · 10−3
4.862 · 10−3

8.871 · 10−3Ôîðìóëû (3) + (4), (5) 9.572 · 10−3
9.505 · 10−3

8.871 · 10−3
8.871 · 10−3Ôîðìóëà (15) 4.808 · 10−3

4.468 · 10−3
3.979 · 10−3

5.871 · 10−3Ôîðìóëû (15) + (4), (5) 8.752 · 10−3
8.435 · 10−3

5.871 · 10−3
5.871 · 10−3Ôîðìóëà (16) 4.494 · 10−3

4.147 · 10−3
5.495 · 10−3

5.337 · 10−3Ôîðìóëû (16) + (4), (5) 8.426 · 10−3
8.109 · 10−3

5.337 · 10−3
5.337 · 10−3Ò à á ë è ö à 2

xi 0 2 3 5 6 8 9 11 12 14 15
fi 10 10 10 10 10 10 10.5 15 56 60 85
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