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Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿïåñ÷àíîãî êàíàëà∗È.È. Ïîòàïîâ, Á. Â. ÁîíäàðåíêîÂû÷èñëèòåëüíûé öåíòð ÄÂÎ �ÀÍ, Õàáàðîâñê, �îññèÿe-mail: potapov2i�rambler.ru, bvbondarenko�gmail.omÔîðìóëèðóåòñÿ ýâîëþöèîííàÿ çàäà÷à ðàçâèòèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ èñõîäíîòðàïåöèåâèäíîãî êàíàëà ïðè ðàçëè÷íûõ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ è ãðàíóëîìåòðè÷å-ñêèõ ñâîéñòâàõ äîííîãî ìàòåðèàëà. Ïðåäëîæåíû ÷èñëåííûé ìåòîä è àëãîðèòì ðå-øåíèÿ çàäà÷è. Ïîêàçàíî, ÷òî çà õàðàêòåðíûå ïåðèîäû ïðîõîæäåíèÿ ðóñëî�îðìè-ðóþùèõ ðàñõîäîâ ïðî�èëü äîííîé ïîâåðõíîñòè ïðèîáðåòàåò �îðìó, àïïðîêñèìè-ðóåìóþ ñòåïåííûìè çàâèñèìîñòÿìè, ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ íàòóðíûìè ýêñïå-ðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ãåîìîð�îëîãèÿ, äâèæåíèå íàíîñîâ,áåðåãîâàÿ ýðîçèÿ, âëåêîìûå íàíîñû.ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèìåíÿþòñÿ ÷åòûðå ìåòîäà ðàñ÷åòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàíàëîâ.Èç íèõ ìåòîäû òåîðèè ðåæèìà [1℄, ïîäîáèÿ [2℄ è äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé [3℄ ïîçâîëÿþòîïðåäåëÿòü îñíîâíûå èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè êàíàëà, íî ïî íèì íåëüçÿ ðàññ÷è-òàòü åãî îïòèìàëüíóþ �îðìó. Äëÿ äåòàëüíîãî ðàñ÷åòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàíàëà èñ-ïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäà ïðåäåëüíîé âëåêóùåé ñèëû [4℄. Ïåðâàÿ ïîïûò-êà îïðåäåëåíèÿ �îðìû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàíàëà ýòèì ìåòîäîì è áûëà ïðåäïðèíÿòàâ ðàáîòå [4℄. Äëÿ ñîçäàíèÿ ðàñ÷åòíûõ ðåêîìåíäàöèé ïîòðåáîâàëîñü íàéòè ðàñïðåäåëå-íèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïî êîíòóðó ñìî÷åííîé ãðàíèöû æèâîãî ñå÷åíèÿ êàíàëà èóñòàíîâèòü çíà÷åíèÿ äîïóñòèìûõ íàïðÿæåíèé. Êàíàë, óäîâëåòâîðÿþùèé òàêîìó óñëî-âèþ, îïðåäåëÿëñÿ êàê �ïîðîãîâûé êàíàë� è èìåë íåïðåðûâíî èçãèáàþùóþñÿ ãðàíèöó,êîòîðàÿ â [4℄ îïèñàíà �óíêöèåé êîñèíóñà. Îäíàêî èñïîëüçîâàííûå â ðàáîòå [4℄ ìåòî-äèêè äàâàëè çíà÷èòåëüíûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ðàñ÷åòíûìè è ðåàëüíûìè êàñàòåëüíûìèíàïðÿæåíèÿìè, âîçíèêàþùèìè íà äíå êàíàëà è íà åãî áåðåãàõ. Â ðàáîòå [5℄ áûëî ïîêà-çàíî, ÷òî äàííûå ðàçëè÷èÿ ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ðàçâèâàþùóþñÿ �îðìó ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ êàíàëà. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäà áûëî ïðåäïðèíÿòî â ðàáîòàõ [6, 7℄, â êî-òîðûõ îáîñíîâûâàëàñü ãèïîòåçà óñòîé÷èâîãî ðóñëà, èìåþùåãî ïëîñêèé íåäå�îðìèðóå-ìûé öåíòðàëüíûé ó÷àñòîê äíà, ñîãëàñîâàííûé ñ áåðåãîâûìè îòêîñàìè, íàõîäÿùèìèñÿ âêðèòè÷åñêîì �ïîðîãîâîì� ñîñòîÿíèè. Ïîëó÷àåìàÿ Ï. Äèïëàñîì �îðìà ñå÷åíèÿ ïîðîãî-âîãî êàíàëà áûëà äàëåêà îò �óíêöèè êîñèíóñà. Îäíàêî, ïîñòàâèâ ñåðèþ ýêñïåðèìåíòîâ,Äæ. Ñòåááèíãñ [8℄ ñäåëàë âûâîä î òîì, ÷òî ïîëó÷åííûå Ï. Äèïëàñîì ñå÷åíèÿ êàíàëîâ
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80 È.È. Ïîòàïîâ, Á.Â. Áîíäàðåíêîíå ñîîòâåòñòâóþò ñå÷åíèÿì åñòåñòâåííûõ êàíàëîâ. Èç íàáëþäåíèé ñëåäîâàëî, ÷òî ðå-êè îñóùåñòâëÿþò àêòèâíûé òðàíñïîðò íàíîñîâ â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ðóñëà, èñïûòûâàÿïðè ýòîì ñëàáóþ áåðåãîâóþ ýðîçèþ. Ïîðîãîâûé êàíàë Ï. Äèïëàñà, õîòÿ è îáåñïå÷èâàëóñòîé÷èâîñòü áåðåãîâ, íî íå ìîã ðåàëèçîâàòü ÷åðåç ñâîå ñå÷åíèå íàáëþäàåìûé â ýêñïå-ðèìåíòàõ òðàíçèò íàíîñîâ [9℄. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíÿòèå ïðî�èëÿ �ïîðîãîâîãî êàíàëà�äëÿ åñòåñòâåííîé ðåêè îçíà÷àëî áû, ÷òî äàííûé ïðî�èëü íå ìîæåò áûòü óñòîé÷èâûìè îäíîâðåìåííî îñóùåñòâëÿòü òðàíñïîðò íàíîñîâ. Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå, íàçâàííîå êàê�ïàðàäîêñ óñòîé÷èâîãî êàíàëà� [5℄, óêàçûâàåò íà íåâîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêÄèïëàñà äëÿ ðàñ÷åòà ñå÷åíèÿ êàíàëà. Â ñâÿçè ñ ÷åì îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìà ðàñ-÷åòà ïîïåðå÷íîãî ïðî�èëÿ êàíàëà.Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå óðàâíåíèÿ ðóñëîâûõ äå�îðìàöèé, ïîëó÷åííîãî ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé äëÿ óäåëüíîãî ìàññîâîãî ðàñõîäà íàíîñîâ [10℄, �îðìóëèðóåòñÿìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ýâîëþöèþ äå�îðìàöèè ïîïåðå÷íîãî ïðî�èëÿïåñ÷àíîãî êàíàëà. Íà áàçå ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ ïðåä-ëàãàþòñÿ ìåòîäèêà è àëãîðèòì ðàñ÷åòà �îðìóëèðóåìîé çàäà÷è. Èññëåäóåòñÿ õàðàêòåððàçâèòèÿ ïîïåðå÷íîãî ïðî�èëÿ ïåñ÷àíîãî êàíàëà ïðè çàäàííîì ðóñëî�îðìèðóþùåìðàñõîäå ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà. Ïîêàçàíî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ïîëó÷åííûõ ðàñ-÷åòíûõ çíà÷åíèé è äàííûõ íàòóðíûõ íàáëþäåíèé.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÄèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ðóñëîâîãî ïîòîêà ðå÷íîé ïîòîê�ðóñëî áóäåì ðàññìàòðèâàòü âðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω, ãåîìåòðèÿ è ãðàíèöû êîòîðîé ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü äíà ðóñëà â íàïðàâëåíèè x èìååò ïîñòîÿííûé ìàëûéóêëîí α, ñîâïàäàþùèé ñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ òóðáóëåíòíîãî (Re > 104) ðå÷íîãîïîòîêà, äâèæåíèå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò â ïîëå ñèëû òÿæåñòè ñ ìàëûìè ÷èñëàìè Ôðóäà(Fr < 1). Çíà÷åíèÿ îáúåìíûõ ñèë ïîòîêà îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïðîåêöèè îáúåìíîé ñèëûíà óãîë íàêëîíà ðóñëà îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòà.Ïðè äâèæåíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà â ðóñëå, ñëîæåííîì èç ïåñ÷àíûõ ãðóíòîâ,ïðîèñõîäèò âîçäåéñòâèå ðå÷íîãî ïîòîêà íà íåñâÿçíîå äíî ðóñëà, ïðèâîäÿùåå ê çàõâà-òó è ïåðåìåùåíèþ äîííîãî ìàòåðèàëà â òîíêîì ïðèäîííîì ñëîå [1, 11℄. Äå�îðìàöèþäîííîé ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìóþ ïåðåìåùåíèåì äîííîãî ìàòåðèàëà áóäåì îïèñûâàòüâ ðàìêàõ ãèïîòåç, ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòàõ [10, 12℄. Ñ�îðìóëèðîâàííàÿ �èçè÷åñêàÿ

�èñ. 1. �åîìåòðèÿ è ãðàíèöû êàíàëà



Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïåñ÷àíîãî êàíàëà 81ïîñòàíîâêà çàäà÷è äîïóñêàåò äâóìåðíóþ èäåàëèçàöèþ â ñëó÷àå óñòàíîâèâøåãîñÿ ãèä-ðîäèíàìè÷åñêîãî ðàñõîäà.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è, ó÷èòûâàþùàÿ ñäåëàííûå äîïóùåíèÿ, âêëþ÷àåò âñåáÿ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:� óðàâíåíèå äâèæåíèÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà
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A =























16

15

(

τ ζ
1

)3/2

κ
√
ρw (ρs − ρw) g (1 − ε) (tgϕ cosα)2

+ Λ, τ∗ < τ ζ
1 ,

0, τ∗ ≥ τ ζ
1 ,
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u(x, y) = 0, (x, y) ∈ Γ1; (6)
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∂u(x, y)

∂y
= 0, (y, z) ∈ Γ3; (8)

ζ (t, 0) = ζ0(0); (9)
∂ζ(t, L)

∂s2
= 0, (10)è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

ζ(t = 0, s2) = ζ0 (s2) . (11)Âîçäåéñòâèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà, ïîëå ñêîðîñòåé êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ èçðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), íà äîííóþ ïîâåðõíîñòü ζ (îïðåäåëÿåìóþ èç ðåøåíèÿ óðàâíå-íèÿ (2)) ïðè ïðîòåêàíèè ïî íåé ðå÷íîãî ïîòîêà ó÷èòûâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì ñäâèãîâûõíàïðÿæåíèé:
τ ζ
1 = τxyny + τxznz, (12)âîçíèêàþùèõ íà ïîâåðõíîñòè ζ è îïðåäåëÿåìûõ ÷åðåç ãðàäèåíòû ïîëÿ ñêîðîñòåé
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.Çäåñü nx, ny � êîìïîíåíòû íîðìàëåé ê ïîâåðõíîñòè ζ .Â ñâîþ î÷åðåäü èçìåíåíèå äîííîé ïîâåðõíîñòè ζ ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ãåîìåòðèèðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω, âëåêóùåìó çà ñîáîé èçìåíåíèå ãèäðàâëè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿïîòîêà è óðîâíÿ åãî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè H .Íåîïðåäåëåííîñòü, âîçíèêàþùàÿ â ñâÿçè ñ ïîäâèæíîñòüþ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòèïîòîêà H , ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (1)�(12) òðåáóåò äëÿ ñâîåãî óñòðàíåíèÿ ââåäåíèÿ äîïîë-íèòåëüíîãî óñëîâèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî îïðåäåëèòü óðîâåíü ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè ïîòîêà è áåðåãîâóþ ëèíèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëó÷åííîìó óðîâíþ. Â êà÷åñòâåäîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ çàäà÷è áûëî âûáðàíî óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ãèäðîäèíàìè÷å-ñêîãî ðàñõîäà â ïðîöåññå äå�îðìàöèè äîííîé ïîâåðõíîñòè:
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u dy dz = Q0, (13)ãäå Q0 � çàäàííûé ðóñëî�îðìèðóþùèé ðàñõîä.Ó÷åò òóðáóëåíòíîñòè ïîòîêà îñóùåñòâëÿëñÿ ïðèìåíåíèåì ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîéìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè [15℄, â êîòîðîé òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
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∂

∂y

(

∂w

∂y

)

+
∂

∂z

(

∂w

∂z

)

+ Z = 0, (15)ãäå w = u2, Z � ïàðàìåòð ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íàãðóçêè
Z =

2ρwg sinα

µ∗

. (16)



Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïåñ÷àíîãî êàíàëà 832. Ìåòîä ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷èÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (15) ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â �îðìóëèðîâêå �à-ëåðêèíà. Ïðè ïîñòðîåíèè äèñêðåòíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ (15) äëÿ ñêîðîñòè w èñïîëü-çîâàëàñü ñèìïëåêñ-àïïðîêñèìàöèÿ
w = Lα (x, y)wα, α = 1, 3, (17)ñ ó÷åòîì êîòîðîé äèñêðåòíûé àíàëîã çàäà÷è (1) èìååò âèä

Ne
⋃

e=1

(Ke
αβwβ = F e

α), α, β = 1, 3, (18)ãäå
Ke

αβ =

∫

Se

∇kLα∇kLβdS, (19)
F e

α =

∫

Se

ZdS, (20)
Ne � êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ωn, Lα � òðåõóçëîâûå ñèìï-ëåêñ-�óíêöèè:

L1 =
1

2S
[(x2y3 − x3y2) + (y2 − y3) x+ (x3 − x2) y] , (21)

L2 =
1

2S
[(x3y1 − x1y3) + (y3 − y1) x+ (x1 − x3) y] , (22)

L3 =
1

2S
[(x1y2 − x2y1) + (y1 − y2) x+ (x2 − x1) y] , (23)

Se =
1

2
(y1x2 + y2x3 + y3x1 − y2x1 − y3x2 − y1x3) , (24)

Se � ïëîùàäü e-ãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, xk, yk � êîîðäèíàòû âåðøèí e-ãî êîíå÷íîãîýëåìåíòà.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèé (21)�(23) ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè,è èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ
aα =

yβ − yγ

2Se
=

hα

2Se
, bα =

xγ − xβ

2Se
= − lα

2Se
, (25)çàïèøåì âûðàæåíèÿ (19) è (20) â âèäå

Ke
αβ =

1

4Se





l21 + h2
1 l1l2 + h1h2 l1l3 + h1h3

l2l1 + h2h1 l22 + h2
2 l2l3 + h2h3

l3h1 + h3h1 l3l2 + h3h2 l23 + h2
3



 , (26)
F e

α =
ZSe

3





1
1
1



 . (27)�åøåíèå çàäà÷è (1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (6), (8) íà îñíîâå äèñêðåòíîãî àíà-ëîãà (18), (26), (27) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ñêîðîñòè â îáëàñòè Ω èðàññ÷èòàòü êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè äíà.
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�èñ. 2. �ðàíü êîíå÷íîãî ýëåìåíòà íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ � äíå êàíàëàÏðè ðàñ÷åòå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè äíà ïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìàêîîðäèíàò sk ñâÿçàíà ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò xk = (x, y, z) êàê s1 = x, s2 = s2(y, z) èãðàíèöó ζ = ζ(y, z) íà êàæäîì ëèíåéíîì ýëåìåíòå äîííîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî îïèñàòü÷åðåç ðàäèóñ-âåêòîð R (ðèñ. 2), ïðîâåäåííûé îò íà÷àëà êîîðäèíàò xi äî ïîâåðõíîñòèäíà ζ :
R = ye2 + ze3, (28)ãäå ek � åäèíè÷íûå îðòû ñèñòåìû êîîðäèíàò xi.Âû÷èñëèì ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ðàäèóñà-âåêòîðà ïî ãðàíèöå ζ

Rζ =
∂R

∂ζ
=
∂y

∂ζ
e2 +

∂z

∂ζ
e3 = (y2 − y1) e2 + (z2 − z1) e3 (29)åäèíè÷íûé âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê ζ ,

k =
y,ζe2 + z,ζe3
√

y2
,ζ + z2

,ζ

=
(y2 − y1) e2 + (z2 − z1) e3
√

(y2 − y1)
2 + (z2 − z1)

2
, (30)è âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè (îñü íîðìàëè íàïðàâëåíà â äíî, îò æèäêîñòè)

n =
R,ζ × (e2 × e3)

|R,ζ × (e2 × e3)|
=

(z2 − z1) e2 − (y2 − y1) e3
√

(y2 − y1)
2 + (z2 − z1)

2
. (31)Èñïîëüçóÿ ïðîåêöèè ðåïåðà äíà íà îðòû ei, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íàïðàâëÿþ-ùèõ êîñèíóñîâ

nx = e1,

ny = ne2 = cos (n, e2) =
(z2 − z1)

√

(y2 − y1)
2 + (z2 − z1)

2
,

nz = ne3 = cos (n, e3) =
(z2 − z1)

√

(y2 − y1)
2 + (y2 − y1)

2
.

(32)Ñ ïîìîùüþ (32) ëåãêî íàéòè ïðîåêöèè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé τzx, τzy íà îñü
τ ζ
1

∣

∣

∣
τ ζ
1

∣

∣

∣

−1, ïîëó÷èâ τ ζ
1 = τxxnx + τxyny + τxznz èëè

τ ζ
1 =

µt
√

(y2 − y1)
2 + (y2 − y1)

2

[

∂u

∂y
(z2 − z1) −

∂u

∂z
(y2 − y1)

]

, (33)
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∂u

∂y
=

1

2Se
[(z2 − z3)u1 + (z3 − z1)u2 + (z1 − z2) u3] , (34)

∂u

∂z
=

1

2Se
[(y3 − y2) u1 + (y1 − y3)u2 + (y2 − y1) u3] . (35)3. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è äîííûõ äå�îðìàöèéÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), (9)�(11) èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ. Ïðèìåíå-íèå ê óðàâíåíèþ (2) ñòàíäàðòíîé [16℄ ïðîöåäóðû êîíòðîëüíî-îáúåìíîé äèñêðåòèçàöèè(ðèñ. 3) ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ∂Ωn = Γ1

⋃

Γ4 ñëåäóþùèé äèñêðåò-íûé àíàëîã:
akζ

n+1
k = ak+1ζ

n+1
k+1 + ak−1ζ

n+1
k−1 + a0

kζ
n
k , (36)ãäå

ak−1 =
Ak−

δlk−
, ak+1 =

Ak+

δlk+

, a0
k =

∆lk
∆t

, ak = ak−1 + ak+1 + a0
k, (37)

∆lk =

√

(yk+ − yk−)2 + (zk+ − zk−)2, (38)
δlk+ = δl(k+1)− =

√

(yk+1 − yk)
2 + (zk+1 − zk)

2. (39)Ïðè âûâîäå äèñêðåòíîãî àíàëîãà ïîëàãàåì, ÷òî äîííàÿ ïîâåðõíîñòü ζ = ζ(y, z) âñèñòåìå êîîðäèíàò sk îïðåäåëåíà íà êàæäîì êîíòðîëüíîì îáúåìå êàê ζ = ζ(s2) è ñïðà-âåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äíà ζh:
ζh =

(

1 − s2

δlk

)

zk− +
s2

δlk
zk+ (40)èëè

ζh =

(

1 − cos γks2

(yk+ − yk−)

)

zk− +
cos γks2

(yk+ − yk−)
zk+, (41)ãäå

∆lk =
(yk+ − yk−)

cos γk
,

cos γk =
(yk+ − yk−)

√

(yk+ − yk−)2 + (zk+ − zk−)2
. (42)Ôîðìóëû (40) è (41) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è(36)�(39) ïî �óíêöèè äíà ζ , çàäàííîé â ñèñòåìå êîîðäèíàò (y, z).Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé äîííûõ äå�îðìàöèé ∆ζk = ζn+1

k −ζn
k â êàæäîì óçëå k-ãîêîíòðîëüíîãî îáúåìà òåêóùåãî (n + 1)-ãî âðåìåííîãî ñëîÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèéêîîðäèíàò zi â ãåîìåòðè÷åñêèõ óçëàõ êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ�îðìóëà ïåðåõîäà:

zk = zk+ − 1

2

(

∆ζk
cos γk

+
∆ζk+1

cos γk+1

)

, (43)
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�èñ. 3. Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé êîîðäèíàò zi â ãåîìåòðè÷åñêèõ óçëàõïðè ýòîì ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòû yi îñòàþòñÿ �èêñèðîâàííûìè ââèäó ìàëîñòè îá-ùèõ óãëîâ óêëîíîâ γk.Ïðè ðåøåíèè äèñêðåòíîé çàäà÷è (36)�(41) íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè, äëÿ êàæäîãî
k-ãî êîíòðîëüíîãî îáúåìà, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Dk > 0, êîíòðîëèðîâà-ëîñü îãðàíè÷åíèå óñòîé÷èâîñòè ñõåìû ïî âðåìåíè

∆t <
min (∆lk)

2 min (Dk)
. (44)Îñîáåííîñòüþ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîâîäèìàÿ íà êàæäîé èòåðàöèèñåòî÷íàÿ ñøèâêà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïåðåäà÷è �óíêöèè íàïðÿæåíèé τ ζ

1 , âû÷èñëÿåìûõ ïî�îðìóëå (33), èç ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è Ωn â ðàñ÷åòíóþ îáëàñòüçàäà÷è äîííûõ äå�îðìàöèé ∂Ωn. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñøèâêè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä �àëåð-êèíà
M
⋃

k=1





∫

LE

Nk
αN

k
β τ

ζk
1β dl =

∫

LE

Nk
α

e
∑

k=0

Kγτ
ζ
1γ dl



 , (45)ãäå Nk
1 = 1 − s

δlk+
, Nk

2 =
s

δlk+
� ëèíåéíûå �óíêöèè �îðìû, çàâèñÿùèå îò ëîêàëüíîéêîîðäèíàòû s, ïîëó÷àåìûå äëÿ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ãåîìåòðèè äîííîé ïîâåðõíî-ñòè ìåæäó óçëàìè êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ; τ ζk

1β � çíà÷åíèÿ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ âóçëàõ β k-õ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ; Kγ � ëèíåéíûå �óíêöèè �îðìû, ïîëó÷àåìûå äëÿïîäûíòåðâàëîâ ãðàíèöû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè, ïîïàäàþùèõ íà ó÷àñòîê äíà lk+.4. Êîíòðîëü ðàñõîäà ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîòîêàÄå�îðìàöèè äíà, âûçâàííûå ïåðåìåùåíèåì äîííîãî ìàòåðèàëà è îïðåäåëÿåìûå èç ðå-øåíèÿ ñâÿçíîé çàäà÷è (1)�(11), ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ñ èçìåíåíèåì ãåîìåòðèè äíà ζèçìåíÿåòñÿ óðîâåíü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîòîêà H .Èçìåíåíèÿ óðîâíÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îáóñëîâëåíû:� èçìåíåíèåì ïðî�èëÿ æèâîãî ñå÷åíèÿ ïîòîêà;� èçìåíåíèåì ãèäðàâëè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íîâîãî ïðî�èëÿ.Äëÿ ó÷åòà ýòèõ �àêòîðîâ è âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ðàñõîäà ïîòîêà (13)íà êàæäîì n-ì øàãå ïî âðåìåíè äëÿ êîððåêöèè óðîâíÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Hn
k âû-ïîëíÿëñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (k). Äàííûé ïðîöåññ íåîáõîäèì äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïîëÿ



Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïåñ÷àíîãî êàíàëà 87ñêîðîñòåé un, ðåàëèçóþùèõñÿ â îáëàñòè Ωn, îïðåäåëÿåìîé ãåîìåòðèåé äíà ζn è óðîâíåìñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Hn:
Hn

k+1 = βrH
n
k + γr

(

Q0

Qk

(Hn
k − ζn

m) + ζn
m

)

, (46)ãäå
βr =

αr

αr + ∆t
, γr =

∆t

αr + ∆t
,

Hn
k+1, Hn

k � óòî÷íÿåìûå óðîâíè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ðå÷íîãî ïîòîêà íà n-ì âðåìåí-íîì øàãå; Qk =

∫

Ωn

k

un
kdΩ � çíà÷åíèå ðàñõîäà ðå÷íîãî ïîòîêà, ïîëó÷åííîå äëÿ óðîâíÿñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Hn

k ; Q0 � çàäàííûé ðàñõîä ðå÷íîãî ïîòîêà; Ωn
k � ïëîùàäü æèâî-ãî ñå÷åíèÿ ïîòîêà íà k-é èòåðàöèè; ∆t � âðåìåííîé øàã; ζn

m = min ζn � ìèíèìàëüíûéóðîâåíü äíà êàíàëà; αr � êîý��èöèåíò ðåëàêñàöèè ñõåìû, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå,áëèçêîå ê ∆t.Èçìåíåíèÿ óðîâíÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Hn
k è óðîâíÿ äîííîé ïîâåðõíîñòè ζn íàêàæäîì èç øàãîâ n k-ñâÿçíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è (1)�(11) ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþãåîìåòðèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω. Â ñâÿçè ñ ÷åì íà êàæäîì øàãå ñâÿçûâàíèÿ âîçíèêàåòíåîáõîäèìîñòü â âû÷èñëåíèè íîâîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè Ωn

k äëÿ îáëàñòè Ω. Äëÿïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè Ωn
k èñïîëüçîâàëñÿ �ðîíòàëüíûé ìåòîä.5. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâÍà îñíîâå ìîäåëè (1)�(11) è àëãîðèòìîâ, ðàññìîòðåííûõ â ðàçä. 2�4, âûïîëíåíà ïðî-ãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ çàäà÷è ñ ðÿäîì âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.Âñå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ïðè ñëåäóþùèõ �èçèêî-ìåõàíè÷åñ-êèõ è ãðàíóëîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ: κ = 0.4, ε = 0.5, ρs = 1700 êã/ì3, ρw =

1000 êã/ì3, g = 9.81 ì/ñ2, à òàêæå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ H0 = 0.09 ì, h0 = 0.05 ì,
ψ = 15◦, L0 = 1 ì, îïðåäåëÿâøèõ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 1.×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ýâîëþöèÿ áåðåãîâîãî ïðî�èëÿ èç èñõîäíîãîòðàïåöèåâèäíîãî ðóñëà ïðîèñõîäèò â íåñêîëüêî ýòàïîâ.Íà ïåðâîì ýòàïå äå�îðìèðóåòñÿ ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êàíàëà áåç óâåëè÷åíèÿ åãî øè-ðèíû. Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû êðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ äàííàÿ äå�îðìàöèÿ ìîæåòðàçâèâàòüñÿ êàê íà ÷àñòè áåðåãîâîãî ñêëîíà, òàê è íà âñåì áåðåãîâîì ñêëîíå (ðèñ. 4 è 5).Â ïðîöåññå äîííûõ äå�îðìàöèé íà ýòîì ýòàïå ìàòåðèàë ñ ðàçìûâàåìîãî ñêëîíà ïåðå-íîñèòñÿ â ãëóáîêîâîäíóþ ÷àñòü ðóñëà. Ïåðâûé ýòàï çàêàí÷èâàåòñÿ â ìîìåíò, êîãäà èç-ëîì äíà íà êðàþ ðàçìûâàåìîé îáëàñòè çàòîïëåííîãî áåðåãîâîãî ñêëîíà äîñòèãàåò óãëà,áëèçêîãî ê óãëó âíóòðåííåãî òðåíèÿ. Ñ ýòîãî ìîìåíòà âðåìåíè íà÷èíàåòñÿ âòîðîé ýòàïäîííûõ äå�îðìàöèé.�åîìåòðèÿ ðóñëà íà âòîðîì ýòàïå �îðìèðóåòñÿ ïðè òåñíîì âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ìå-õàíèçìîâ: äè��óçèîííîãî òóðáóëåíòíîãî ïåðåíîñà ÷àñòèö â ãëóáîêîâîäíîé ÷àñòè ðóñëàè îáðóøåíèÿ ïîäìûâàåìîãî áåðåãîâîãî ñêëîíà.Óñëîâèÿ ðàçâèòèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàíàëà, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò äîìèíèðî-âàíèå ëàâèííûõ ìåõàíèçìîâ ïåðå�îðìèðîâàíèÿ áåðåãà, ñâÿçàíû ñ íàëè÷èåì âûñîêèõáåðåãîâ ðóñëà. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ çà ñ÷åò äè��óçèîííî-òóðáóëåíòíîãî ïåðåíîñà äîííî-ãî ìàòåðèàëà â îòíîñèòåëüíî óçêîé ïðèäîííîé îáëàñòè ïîäìûâàåòñÿ áåðåãîâîé îòêîñ
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�èñ. 4. Íàëè÷èå áåðåãîâîé îòìåëè

�èñ. 5. Îòñóòñòâèå áåðåãîâîé îòìåëèäî óãëîâ, ïðåâûøàþùèõ óãîë âíóòðåííåãî òðåíèÿ äîííîãî ìàòåðèàëà, ñ ïîñëåäóþùèìîáðóøåíèåì áåðåãîâîãî ñêëîíà.Ïðè ýòîì ðóñëî�îðìèðóþùèå ðàñõîäû è ñîçäàþò ñòåïåííûå �îðìû ïðî�èëÿ äîííîéïîâåðõíîñòè, êîòîðûå ñîãëàñíî ðàáîòå [17℄ ìîæíî îïèñàòü ñòåïåííîé êðèâîé
h∗ = 1 − bβ

∗
, (47)ãäå h∗ = H/H0, b∗ = y/B, H0 � ãëóáèíà ïî îñè ñèììåòðèè êàíàëà, B � ïîëóøèðèíàêàíàëà ïî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âîäû. Â ðàáîòå [17℄ ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèÿ β îáû÷-



Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïåñ÷àíîãî êàíàëà 89íî íàõîäÿòñÿ â äèàïàçîíå 1.5�3 è îïðåäåëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè ðóñëî�îðìèðóþùèìèðàñõîäàìè, èìåþùèìè õàðàêòåðíóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îò íåñêîëüêèõ äíåé (äëÿ ìà-ëûõ ðåê) äî ïîëóòîðà ìåñÿöåâ (äëÿ êðóïíûõ ðåê).Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû áåçðàçìåðíûå �îðìû äîííîãî ïðî�èëÿ, ïîëó÷åííîãî çà õàðàê-òåðíûé ðóñëî�îðìèðóþùèé ïåðèîä T = 150 ÷. Èç ïðåäñòàâëåííûõ ðàñ÷åòíûõ ïðî�èëåéâèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà ïàðàìåòðà íàïîëíåíèÿ ïðî�èëÿ β çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ãèä-ðîäèíàìè÷åñêîé íàãðóçêè Z. Òàê, ïðè Z = 52.76, èçìåíåíèå óãëà âíóòðåííåãî òðåíèÿ ϕ

�èñ. 6. Çàâèñèìîñòü íàïîëíåííîñòè äîííîãî ïðî�èëÿ îò ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íàãðóçêè è óãëàâíóòðåííåãî òðåíèÿ äîííîãî ìàòåðèàëà

�èñ. 7. Ýâîëþöèÿ äîííîãî ïðî�èëÿ ïðè ïîñòîÿííîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íàãðóçêå



90 È.È. Ïîòàïîâ, Á.Â. Áîíäàðåíêîíà 8◦ (ñ 22◦ äî 30◦) ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèÿ β íà 29%. Àíàëîãè÷íûå èçìåíåíèÿïðè Z = 61.7 ïðèâîäÿò ê óâåëè÷åíèþ β òîëüêî íà 21%. Ñëåäîâàòåëüíî, óìåíüøåíèå ãèä-ðîäèíàìè÷åñêîé íàãðóçêè Z ïðèâîäèò ê �îðìèðîâàíèþ áîëåå íàïîëíåííîãî ïðî�èëÿäíà êàíàëà çà îäèíàêîâûé ïåðèîä âðåìåíè.Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíû áåçðàçìåðíûå �îðìû äîííîãî ïðî�èëÿ, ïîëó÷åííîãî ïðè îäè-íàêîâîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íàãðóçêå Z, â çàâèñèìîñòè îò ïðîäîëæèòåëüíîñòè õàðàê-òåðíîãî ðóñëî�îðìèðóþùåãî ïåðèîäà T . Èç ïðåäñòàâëåííûõ ðàñ÷åòíûõ ïðî�èëåé âèä-íî, ÷òî óâåëè÷åíèå ðóñëî�îðìèðóþùåãî ïåðèîäà T ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïàðàìåòðàíàïîëíåíèÿ ïðî�èëÿ ðóñëà β. Ïðè÷åì, ïàðàìåòð íàïîëíåíèÿ ïðî�èëÿ β óìåíüøàåòñÿáûñòðåå ïðè ìàëûõ óãëàõ âíóòðåííåãî òðåíèÿ ϕ.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.Ñ�îðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá ýâîëþöèè ïîïåðå÷íîãî ñå-÷åíèÿ êàíàëà.Íà îñíîâå êîìáèíàöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ìåòîäà êîíòðîëüíîãî îáúåìàïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è îá ýâîëþöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàíàëà.�àññìîòðåíû çàêîíîìåðíîñòè ýâîëþöèè êàíàëîâ, èìåþùèõ íà÷àëüíûé ïîïåðå÷íûéïðî�èëü òðàïåöèåâèäíîé �îðìû. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ Z, T , ϕ íà ïîëó-÷àåìûé ðàñ÷åòíûé ïîêàçàòåëü íàïîëíåííîñòè ïîïåðå÷íîãî ïðî�èëÿ ðóñëà β. Ïîëó÷åíîõîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðàñ÷åòíûõ ïîïåðå÷íûõ ïðî�èëåé ðóñëà ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìèäàííûìè [17℄.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Kennedy R.G. The prevention of silting in irrigation anals // Pro. Inst. of Civil Engrs.1894. Vol. 69. P. 281�290.[2℄ �ðèøàíèí Ê.Â. Óñòîé÷èâîñòü ðóñåë, ðåê è êàíàëîâ. Ë.: �èäðîìåòåîèçäàò, 1974. 144 ñ.[3℄ ×èêîâ Â.Â. Çàèëåíèå èððèãàöèîííûõ êàíàëîâ. Ïåòðîãðàä, 1915. Âûï. I è II. 117 ñ.[4℄ Glover R.E., Florey Q.L. Stable Channel Pro�les. Washington: U. S. Bureau ofRelamation, 1951.[5℄ Parker G. Self-formed straight hannels with equilibrium banks and mobile bed. Part 2. Thegravel river // J. Fluid Meh. 1978. Vol. 89, N 1. P. 127�146.[6℄ Diplas P., Vigilar G. G. Hydrauli geometry of threshold hannels // J. Hyd. Engr., ASCE.1992. Vol. 118, N 4. P. 597�614.[7℄ Diplas P. Charateristis of self-formed straight hannels // J. Hyd. Engr., ASCE. 1990.Vol. 116, N 5. P. 707�728.[8℄ Stebbings J. The shape of self-formed model alluvial hannels // Pro. Inst. Civil Engrs.1963. N 25. P. 485�510.[9℄ Diplas P., Vigilar G. Hydrauli geometry of stable hannels with ative beds designed formaximum �ow onveyane // 3rd Intern. Conf. on Hydro-Siene and Engineering BrandenburgUniversity of Tehnology at Cottbus / Germany, Berlin, August 31 � September 3, 1998.[10℄ Ïåòðîâ À.�., Ïåòðîâ Ï.�. Âåêòîð ðàñõîäà íàíîñîâ â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå íàä ðàçìû-âàåìûì äíîì // ÏÌÒÔ. 2000. Ò. 41, � 2. Ñ. 102�112.



Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïåñ÷àíîãî êàíàëà 91[11℄ Êàðàóøåâ À.Â. Òåîðèÿ è ìåòîäû ðàñ÷åòà ðå÷íûõ íàíîñîâ. Ë.: �èäðîìåòåîèçäàò, 1977.270 ñ.[12℄ Áåëîëèïåöêèé Â.Ì., �åíîâà Ñ.Í. Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ äè-íàìèêè âçâåøåííûõ íàíîñîâ è äîííûõ íàíîñîâ â ðå÷íîì ðóñëå // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè.2004. Ò. 9, � 2. Ñ. 9�25.[13℄ Ïîòàïîâ È.È. Äâóìåðíàÿ ìîäåëü òðàíñïîðòà äîííûõ íàíîñîâ äëÿ ðåê ñ ïåñ÷àíûìäíîì // ÏÌÒÔ. 2009. Ò. 50, � 3. Ñ. 1�9.[14℄ Jerolmak D.J., Mohrig D. A uni�ed model for subaqueous bed form dynamis // WaterResoures Researh. 2005. Vol. 41, N 12. P. W12421.1�W12421.10.[15℄ �ðèøàíèí Ê.Â. Òåîðèÿ ðóñëîâîãî ïðîöåññà. Ì.: Òðàíñïîðò, 1972. 216 ñ.[16℄ Ïàòàíêàð Ñ. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ òåïëîîáìåíà è äèíàìèêè æèäêîñòè:Ïåð. ñ àíãë. Ì.: Ýíåðãîèçäàò, 1984. 148 ñ.[17℄ Deng Z.Q., de Lima M.I.P. Prediting transverse turbulent di�usivity in straight alluvialrivers // Engenharia Civil. 2003. Vol. 16, N 3. P. 43�50.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20 ìàðòà 2009 ã.,â ïåðåðàáîòàííîì âèäå � 23 èþíÿ 2009 ã.


