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Íåêëàññè÷åñêèå ìîäåëè êîíâåêöèè:Òî÷íûå ðåøåíèÿ è èõ óñòîé÷èâîñòü∗Â.Ê. Àíäðååâ, Â. Á. Áåêåæàíîâà, Ì.Â. Å�èìîâà,È.È. �ûæêîâ, È.Â. ÑòåïàíîâàÓ÷ðåæäåíèå �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóêÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ �ÀÍ, Êðàñíîÿðñê, �îññèÿe-mail: andr�im.krasn.ruÏðèâåäåí îáçîð ðàçëè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé êîíâåê-öèè, ïîëó÷åííûõ â ÈÂÌ ÑÎ �ÀÍ çà ïîñëåäíèå ïÿòü ëåò.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðóïïîâîé àíàëèç, èíâàðèàíòíûå ñâîéñòâà óðàâíåíèé, òî÷íûåðåøåíèÿ, ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, íåéòðàëüíûå êðèâûå.ÂâåäåíèåÂ ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ñòèìóëèðîâàëî ïîèñê ðå-ãóëÿðíûõ ìåõàíèçìîâ ïåðåíîñà ýíåðãèè è âåùåñòâà â æèäêèõ ñðåäàõ. Ê ÷èñëó òàêèõìåõàíèçìîâ îòíîñÿòñÿ ïðîöåññû êîíâåêöèè. Íåñìîòðÿ íà èíòåðåñ ê ýòèì òå÷åíèÿì íåòîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, íî è êàê ê �óíäàìåí-òàëüíîé �èçè÷åñêîé ïðîáëåìå, äî ñèõ ïîð íåò îáùèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ íåëèíåé-íûõ óðàâíåíèé êîíâåêöèè. Ïðè îïèñàíèè êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòüíåëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, ý��åêòû Ñîðå è Äþ�óðà, ïåðåíîñ ïðèìåñåéè òåïëà, çàâèñèìîñòè êèíåòè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ ñðåäû è êîý��èöèåíòîâ òåïëîâîãîðàñøèðåíèÿ è ñîëåâîãî ñæàòèÿ îò ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ àíàëèçà ñîîòâåòñòâóþùèõñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü äîñòà-òî÷íî ìîùíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû. Îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâîéàíàëèç, ïîçâîëÿþùèé èçó÷àòü èíâàðèàíòíûå ñâîéñòâà óðàâíåíèé è íàõîäèòü òî÷íûåðåøåíèÿ.Â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ êîíâåêöèè æèäêîñòè îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó-÷åíèþ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ íàëè÷èåì íåñêîëüêèõ îñíîâíûõ ìåõà-íèçìîâ �îðìèðîâàíèÿ òå÷åíèé. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè, áîëåå òî÷íî ó÷èòûâà-þùèå òåðìîäèíàìèêó æèäêîñòè. Òàê, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè ìîæåò ñîäåðæàòüíåëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû, êîíöåíòðàöèè è äàâëåíèÿ, ÷òî â íàèáîëüøåéìåðå ñêàçûâàåòñÿ â ñëîÿõ æèäêîñòè áîëüøîé ãëóáèíû. Âîçíèêàþùàÿ â ýòèõ óñëîâèÿõèíâåðñèÿ ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé �îðìîé ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîåìîæåò áûòü íàðóøåíî ïîñðåäñòâîì íåêîòîðûõ âîçìóùåíèé è ïðèâåñòè ê ïðîíèêàþùåéêîíâåêöèè. Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ñïåêòðà âîçìóùåíèé, àíàëèç âîçäåéñòâèÿ îñëîæíÿþùèõ�àêòîðîâ � òåïëîâûõ ñâîéñòâ ãðàíèö ñèñòåìû, íàëè÷èå èñòî÷íèêîâ òåïëà ïîçâîëÿþòãëóáæå ïîíÿòü ïðèðîäó è ìåõàíèçì íåóñòîé÷èâîñòåé.
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6 Â.Ê. Àíäðååâ, Â.Á. Áåêåæàíîâà, Ì.Â. Å�èìîâà è äð.1. Ñèììåòðèè óðàâíåíèé êîíâåêöèè áèíàðíîé ñìåñèè íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøåíèÿ�àññìîòðèì ìîäåëü êîíâåêöèè áèíàðíîé ñìåñè ñ ó÷åòîì ý��åêòîâ òåðìîäè��óçèè (Ñî-ðå) è äè��óçèîííîé òåïëîïðîâîäíîñòè (Äþ�óðà)
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Ct + u · ∇C = D∆C + αD∆T, ∇ · u = 0,ãäå u = (u1, u2, u3) � âåêòîð ñêîðîñòè, p � äàâëåíèå, g = (0, 0,−g) � âåêòîð óñêîðåíèÿñèëû òÿæåñòè, ν � êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè, χ � êîý��èöèåíò òåìïåðà-òóðîïðîâîäíîñòè, D � êîý��èöèåíò äè��óçèè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îòêëîíåíèÿòåìïåðàòóðû T è êîíöåíòðàöèè C îò ñðåäíèõ çíà÷åíèé T0 è C0 äîñòàòî÷íî ìàëû. Ý�-�åêò Ñîðå õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì α = C0(1 − C0)DT/D, ãäå DT � êîý��èöèåíòòåðìîäè��óçèè. Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïàðàìåòð
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≥ 0õàðàêòåðèçóåò ý��åêò Äþ�óðà. Çäåñü cp � òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè,
µ � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñìåñè.Íèæå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ãðóïïîâîé êëàññè�èêàöèè ñèñòåìû (1) â ñëó÷àå, êîãäà1) ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåíèå Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà, ò. å. ïëîòíîñòü ñìåñè ìîæíî çàïè-ñàòü â âèäå ρ = ρ0(1 − βTT − βCC); 2) ïëîòíîñòü ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé âñåõ ïåðåìåííûõ,à ý��åêò Äþ�óðà îòñóòñòâóåò, ò. å. N = 0.Â ïåðâîì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû (1) îò ïàðàìåòðîâ, âõîäÿ-ùèõ â óðàâíåíèÿ, áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [1 � 4℄. �åçóëüòàòû êëàññè�èêàöèè ïðåä-ñòàâëåíû â âèäå òàáëèö. Âñåãî âûäåëÿåòñÿ 12 ïîäìîäåëåé êîíâåêöèè (�àêòîð-ñèñòåì).Ñëó÷àé áèíàðíîé ñìåñè ñ ý��åêòîì Ñîðå (α, βT , βC 6= 0, N = 0) áûë èçó÷åí ïî-äðîáíî. Ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ñèñòåìû ïîäàëãåáð ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ äî-ïóñêàåìîé àëãåáðû îïåðàòîðîâ [2 � 4℄, è èññëåäîâàíû èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèéìîäåëè, îïèñûâàþùèå òåðìîäè��óçèîííûå òå÷åíèÿ â ïëîñêèõ [5℄ è öèëèíäðè÷åñêèõ [6℄ñëîÿõ.Âî âòîðîì ñëó÷àå (N = 0, ïëîòíîñòü ρ = ρ(T, C, p) çàäàíà) äëÿ ñèñòåìû òðåõìåðíûõóðàâíåíèé ìîäåëè êîíâåêöèè (1) ñ ó÷åòîì ý��åêòà Ñîðå áûëà ðåøåíà çàäà÷à ãðóïïîâîéêëàññè�èêàöèè îòíîñèòåëüíî �óíêöèè ρ = ρ(T, C, p), îïðåäåëÿþùåé ñèëó ïëàâó÷åñòè,ñ ó÷åòîì, ÷òî îíà çàâèñèò îò òðåõ ïàðàìåòðîâ: äàâëåíèÿ, òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè.Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ êëàññè�èöèðóþùåãî óðàâíåíèÿ ñòàëî ÿñíî, ÷òî íóæíî èññëåäîâàòüîòäåëüíî òðè ñëó÷àÿ: 1) �óíêöèÿ ρ íå çàâèñèò îò äàâëåíèÿ, 2) ρ çàâèñèò îò äàâëå-íèÿ ëèíåéíî, 3) ρ çàâèñèò îò äàâëåíèÿ íåëèíåéíî. �åçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíâ âèäå òàáëèö, ãäå âûïèñàíû ñïåöèàëèçàöèè êëàññè�èöèðóåìîé �óíêöèè è îïåðàòîðû,äîïóñêàåìûå èññëåäóåìîé ñèñòåìîé â çàâèñèìîñòè îò íàéäåííûõ ñïåöèàëèçàöèé. Ñëåäó-åò çàìåòèòü, ÷òî ïðè ñîñòàâëåíèè ýòèõ òàáëèö èñïîëüçîâàëèñü ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâà-ëåíòíîñòè, ïîçâîëèâøèå ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü âèä êëàññè�èöèðóåìîé �óíêöèè [7, 8℄.Äàëåå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ òàáëèö ãðóïïîâîé êëàññè�èêàöèè áûëè ïîñòðîå-íû íåêîòîðûå èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ



Íåêëàññè÷åñêèå ìîäåëè êîíâåêöèè: òî÷íûå ðåøåíèÿ è èõ óñòîé÷èâîñòü 7â îñíîâíîì ñòðîèëèñü äëÿ ïëîòíîñòè ρ, çàâèñÿùåé ïðîèçâîëüíî ëèøü îò òåìïåðàòóðûè êîíöåíòðàöèè, ò. å. íà îïåðàòîðàõ èç ÿäðà. Ýòî ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì ïîäñòàâ-ëÿòü âûðàæåíèÿ äëÿ êîíêðåòíîé �óíêöèè, îïðåäåëÿþùåé ñèëó ïëàâó÷åñòè, â ðåøåíèÿè èñïîëüçîâàòü èõ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äëÿ êàêèõ-ëèáî ýêñïåðèìåíòîâ èëè â êà÷åñòâåòåñòîâûõ äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïðè èíòåðïðåòàöèè íàéäåí-íûõ ðåøåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷. Íàïðèìåð, äâèæåíèåìåæäó äâóìÿ ïëîñêèìè ñòåíêàìè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé èëè ñ ãðàíèöåé ðàçäåëà. Äëÿîäíîãî èç íàéäåííûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé áûëà ïîñòàâëåíà êðàåâàÿ çàäà÷à, îïèñû-âàþùàÿ òå÷åíèå ñìåñè ìåæäó äâóìÿ òâåðäûìè ñòåíêàìè. �ðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿñêîðîñòåé ÿâëÿëèñü óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ, äëÿ òåìïåðàòóðû � íàãðåâ ñòåíîê äî ðàçíûõòåìïåðàòóð, äëÿ êîíöåíòðàöèè � îòñóòñòâèå ïîòîêà âåùåñòâà ÷åðåç òâåðäûå ñòåíêè.Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ äàííîå ðåøåíèå îïèñûâàåò íåêîòîðîå îáîáùåíèåõîðîøî èçâåñòíîãî òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ ñ ïàðàáîëè÷åñêèì ïðî�èëåì ñêîðîñòè. Äëÿ äðó-ãîãî íàéäåííîãî ðåøåíèÿ áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à òå÷åíèÿ æèäêîñòè ìåæäó òâåðäîéñòåíêîé è ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, íàïðèìåð, âîçäóõîì. Åñòåñòâåííî, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ â äàííîì ñëó÷àå áûëè óæå äðóãèå. Îêàçàëîñü, ÷òî ðåøåíèå îïèñûâàåò ñîñòîÿíèåïîêîÿ æèäêîñòè ïðè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè îò ïîïåðå÷íîéêîîðäèíàòû [8, 9℄.Èññëåäîâàíî èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå äâóìåðíûõ óðàâíåíèé òåðìîäè��óçèîííîãî äâè-æåíèÿ (â ñèñòåìå (1) N = 0, g = 0) uj = uj(y, t), vj = 0, pj = ρjfj(t)x + Pj(t),
θj = Ajx + Tj(y, t), cj = Bjx + Kj(y, t). Ýòîìó ðåøåíèþ ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ èí-òåðïðåòàöèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñìåñåé y = 0 ïîâåðõíîñòíîåíàòÿæåíèå ëèíåéíî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè: σ(θ, c) = σ0 − æ1θ − æ2c,ãäå æ1 > 0,æ2 � ïîñòîÿííûå. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðâàÿ ñìåñü çàïîëíÿåòñëîé −l1 < y < 0, à âòîðàÿ � ñëîé 0 < y < l2. Ñìåñè íàõîäÿòñÿ â ïîêîå, è ïðè t = 0 âîâñåì ïðîñòðàíñòâå ìãíîâåííî ñîçäàþòñÿ ïîëå òåìïåðàòóð θj = Ajx è ïîëå êîíöåíòðà-öèé cj = Bjx. Òåðìîêîíöåíòðàöèîííûé ý��åêò è ãðàäèåíòû äàâëåíèÿ fj(t) ïîðîæäàþòäâèæåíèå ñìåñåé, â êîòîðîì ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà îñòàåòñÿ ïëîñêîñòüþ y = 0, à òðàåê-òîðèè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè x. Ôóíêöèè uj, Tj , Kj ìîæíî íàçâàòüâîçìóùåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ñìåñåé. Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ óêàçàííîãî âèäà â ñè-ñòåìó óðàâíåíèé òåðìîäè��óçèîííîãî äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì óñëîâèé íà ãðàíèöå ðàçäå-ëà y = 0 ïðèâîäèò ê ñîïðÿæåííîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å äëÿ �óíêöèé uj, Tj , Kj.Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ãðàäèåíò äàâëåíèÿ f1(t) äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðèáîëüøèõ t è òåðìîêîíöåíòðàöèîííûå ñèëû îòñóòñòâóþò íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà, òî ïðè
t→ ∞ ñêîðîñòè â ñëîÿõ ïî ýêñïîíåíòå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî äëÿòåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè. Åñëè ãðàäèåíò äàâëåíèÿ îòñóòñòâóåò, òî ñêîðîñòè, òåì-ïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè âûõîäÿò íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì òîëüêî çà ñ÷åò äåéñòâèÿòåðìîêîíöåíòðàöèîííûõ ñèë íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà: ñêîðîñòè � íà òå÷åíèÿ Êóýòòàâ ñëîÿõ, à òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè îïèñûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî
y. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà limt→∞ f1(t) ñêîðîñòè âûõîäÿò íà ñòàöè-îíàðíûé ðåæèì òèïà òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ, à òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè îïèñûâàþòñÿïîëèíîìàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî y; åñëè f1(t) = f 0

1
/
√

(t), òî ïðè l1, l2 → ∞ ðåøåíèåâûõîäèò íà àâòîìîäåëüíûé ðåæèì [10 � 13℄.Èçó÷åíî èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé òåðìîäè��óçèîííîãî äâèæåíèÿ âèäà
wj = wj(r, t), pj = −ρjfj(t)z + Pj(t), θj = Az + Tj(r, t), c = Bz + K(t). Îíî îïèñû-âàåò îäíîíàïðàâëåííîå íåñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå áèíàðíîé ñìåñè â òðóáå ðàäèóñà b.Ñìåñü çàíèìàåò îáëàñòü 0 ≤ r ≤ a < b, à âÿçêàÿ òåïëîïðîâîäíàÿ æèäêîñòü � öèëèí-



8 Â.Ê. Àíäðååâ, Â.Á. Áåêåæàíîâà, Ì.Â. Å�èìîâà è äð.äðè÷åñêèé ñëîé a ≤ r ≤ b, ïðè ýòîì wj(r, t) � îñåâàÿ ñêîðîñòü ñìåñè è æèäêîñòè, pj , θj �ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû â íèõ, à c(z, r, t) � êîíöåíòðàöèÿ â ñìåñè. Ïåð-âîíà÷àëüíî ñìåñü è æèäêîñòü íàõîäÿòñÿ â ïîêîå, çàòåì ïðè t > 0 ãðàäèåíòû äàâëåíèé
fj(t) ïîðîæäàþò èõ äâèæåíèå, ïðè÷åì öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü r = a âî âñå ìîìåí-òû âðåìåíè îñòàåòñÿ èõ ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ãðàäèåíò äàâëåíèÿ
f1(t) äîñòàòî÷íî áûñòðî (ïî ýêñïîíåíòå) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî è âîçìóùåíèÿ ïðè t→ ∞ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò, ïðè÷åì ïîêàçàòåëè çàòóõàíèÿ çàâèñÿò îò ñâîéñòâ ñìåñè èæèäêîñòè. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà limt→∞ f1(t) ñêîðîñòè âûõîäÿòíà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì (òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà), à òåìïåðàòóðûè êîíöåíòðàöèè åñòü ïîëèíîìû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå r. Îïðå-äåëåíû ðàñõîäû ñìåñè è æèäêîñòè, è ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòîâäàâëåíèÿ [14℄.Ïîëçóùåå äâèæåíèå áèíàðíîé ñìåñè â ãîðèçîíòàëüíîé öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå èññëå-äîâàëîñü â ðàáîòå [15℄. Ïîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ äâèæåíèåâûõîäèò íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì.2. Âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè1. Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîé êîíâåêöèè â òåðìîãðàâèòàöèîííîé êîëîííå.�àññìîòðèì ñìåñü èç n êîìïîíåíòîâ, ñîñòàâ êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì êîíöåí-òðàöèé C = (C1, . . . , Cn−1)

T (êîìïîíåíò ñ íîìåðîì n âûáðàí â êà÷åñòâå ðàñòâîðèòåëÿ).Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ëèíåéíî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè êîì-ïîíåíòîâ:
ρ = ρ0

[

1 − βTT −
n−1
∑

i=1

βiCi

]

= ρ0

[

1 − βTT − I · BC
]

.Çäåñü T è C � îòêëîíåíèÿ òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè îò ñðåäíèõ çíà÷åíèé T0 è C0,
βi � êîý��èöèåíòû êîíöåíòðàöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ, B = diag{ β1, . . . , βn−1 } � äèàãî-íàëüíàÿ ìàòðèöà, I = (1, . . . , 1) � âåêòîð ðàçìåðíîñòè n− 1.Ïóñòü ñìåñü ïîìåùåíà â òåðìîãðàâèòàöèîííóþ êîëîííó âûñîòîé 2H , øèðèíîé 2Lè äëèíîé 2S (ðèñ. 1). Áîêîâûå ñòåíêè X = ±L ïîääåðæèâàþòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïå-

�èñ. 1. Ñõåìà òåðìîãðàâèòàöèîííîé êîëîííû



Íåêëàññè÷åñêèå ìîäåëè êîíâåêöèè: òî÷íûå ðåøåíèÿ è èõ óñòîé÷èâîñòü 9ðàòóðå T0 ± ∆T (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåðòèêàëüíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû îòñóòñòâó-åò). �îðèçîíòàëüíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû â êîëîííå âûçûâàåò àíàëîãè÷íûå ãðàäèåí-òû êîíöåíòðàöèè áëàãîäàðÿ ý��åêòó Ñîðå è, êðîìå ýòîãî, ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþãðàâèòàöèîííîé êîíâåêöèè. Ñîîòíîøåíèå ðàçìåðîâ êîëîííû H/L ∼ 102 è S/L ∼ 10,òå÷åíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïëîñêîïàðàëëåëüíîå (â ïëîñêîñòè XZ), ñòðîãî âåð-òèêàëüíîå (çà èñêëþ÷åíèåì òîðöîâ êîëîííû). Òàê êàê ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêî-ðîñòè ðàâíà íóëþ, òî èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ êîì-ïîíåíòà çàâèñèò òîëüêî îò X. �àçäåëåíèå êîìïîíåíòîâ ñìåñè â ãîðèçîíòàëüíîì íà-ïðàâëåíèè ñîâìåñòíî ñ âåðòèêàëüíûì êîíâåêòèâíûì ïîòîêîì ïðèâîäèò ê ðàçäåëåíèþêîìïîíåíòîâ ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì êîíöàìè êîëîííû. Ïðè äîñòèæåíèè ñòàöèî-íàðíîãî ñîñòîÿíèÿ âåðòèêàëüíûå ãðàäèåíòû êîíöåíòðàöèé ñòàíîâÿòñÿ ïîñòîÿííûìè.Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçìåðåíèå ýòèõ ãðàäèåíòîâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîý��èöèåíòûòåðìîäè��óçèè ñìåñè. Âûáåðåì õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû ðàññòîÿíèÿ L, âðåìåíè L2/ν,ñêîðîñòè gβT ∆TL2ν−1, äàâëåíèÿ ρ0gLβT ∆T , òåìïåðàòóðû ∆T , êîíöåíòðàöèè i-ãî êîì-ïîíåíòà βT ∆T/βi è ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì. Òîãäà êîíâåêöèÿ ìíîãî-êîìïîíåíòíîé ñìåñè îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè Gr = gβT ∆TL3/ν2 � ÷èñëî �ðàñãî�à,Pr = ν/χ � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, SC = ν−1BDB−1 � áåçðàçìåðíàÿ äè��óçèîííàÿ ìàòðèöà(çäåñü D åñòü ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè Dij), ïðè ýòîì {SC}ij = βi/βj S−1

ij ,ãäå Sij = ν/Dij � ÷èñëà Øìèäòà. Âåêòîð ψ = (ψ1, . . . , ψn−1)
T = −β−1

T BD−1DT (çäåñü
DT = (DT,1, . . . , DT,n−1) � âåêòîð êîý��èöèåíòîâ òåðìîäè��óçèè) îïèñûâàåò îòíî-øåíèÿ ðàçäåëåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ý��åêò Ñîðå äëÿ êàæäîãî èç êîìïîíåíòîâ ñìåñè[16℄. Åñëè ñàìûé òÿæåëûé êîìïîíåíò âûáðàí â êà÷åñòâå ðàñòâîðèòåëÿ è βT > 0, òî ïðè
ψi > 0 (ψi < 0) êîìïîíåíò i ïåðåìåùàåòñÿ â áîëåå òåïëóþ (áîëåå õîëîäíóþ) îáëàñòü ïîääåéñòâèåì ý��åêòà Ñîðå. Ñóììà Ψ = ψ1 + · · · + ψn−1 íàçûâàåòñÿ ïîëíûì îòíîøåíèåìðàçäåëåíèÿ.Ñîãëàñíî ðàññìàòðèâàåìîé êîí�èãóðàöèè, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå êîí-âåêöèþ è ðàçäåëåíèå ñìåñè â êîëîííå, èùåòñÿ â âèäå u = (0, 0, w(x)), Θ = Θ(x),

à á�èñ. 2. Ïðî�èëè áåçðàçìåðíûõ ñêîðîñòè (à) è ïëîòíîñòè (á) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïîëíîãîîòíîøåíèÿ ðàçäåëåíèÿ Ψ
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c = c(x) + Gr−1SC Rz, ãäå R = (R1, . . . , Rn−1)

T = gL4ν−1BD−1A � âåêòîð êîíöåíòðà-öèîííûõ ÷èñåë �ýëåÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç âåðòèêàëüíûå ãðàäèåíòû êîíöåí-òðàöèè A. Íà áîêîâûõ ñòåíêàõ êîëîííû çàäàþòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ, ðàñïðåäåëåíèåòåìïåðàòóðû è îòñóòñòâèå ïîòîêà âåùåñòâà. Äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ:çàìêíóòîñòü ïîòîêà, ñîõðàíåíèå ìàññû êàæäîãî êîìïîíåíòà è îáðàùåíèå â íîëü ïîë-íîãî ïîòîêà âåùåñòâà ÷åðåç ëþáîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîëîííû. Â ðàáîòå [16℄ íàéäåíîòî÷íîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óêàçàííûì óñëîâèÿì. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà÷àèìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè Ψ > −1, ñ÷åòíîå ÷èñëî ðåøåíèé ïðè −5 < Ψ < −1 è íåèìååò ðåøåíèÿ ïðè Ψ < −5. �àññìîòðèì ïðî�èëè áåçðàçìåðíûõ ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè
ρ̄ = (ρ− ρ0)/ρ0βT ∆T = −Θ − I · c â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè êîëîííû (ðèñ. 2). Åñëè Ψ = 0,òî èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòîâ êîìïåíñèðóþòäðóã äðóãà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþ-ùåå ëèíåéíîìó ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû. Äëÿ Ψ > 0 ëåãêèå (òÿæåëûå) ïî îòíîøå-íèþ ê ðàñòâîðèòåëþ êîìïîíåíòû íàêàïëèâàþòñÿ âáëèçè íàãðåòîé (õîëîäíîé) ãðàíèöûáëàãîäàðÿ ý��åêòó òåðìîäè��óçèè. Êîíâåêòèâíîå òå÷åíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèòê íàêîïëåíèþ ëåãêèõ (òÿæåëûõ) êîìïîíåíòîâ â âåðõíåé (íèæíåé) ÷àñòè êîëîííû. Òà-êàÿ ñòðàòè�èêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííî óñòîé÷èâîé. Ïðè Ψ < 0 ëåãêèå (òÿæåëûå)êîìïîíåíòû ñîáèðàþòñÿ âáëèçè õîëîäíîé (íàãðåòîé) ãðàíèöû. Äàííàÿ ñòðàòè�èêàöèÿãðàâèòàöèîííî íåóñòîé÷èâà, òàê êàê ëåãêèå (òÿæåëûå) êîìïîíåíòû íàêàïëèâàþòñÿ âíèæíåé (âåðõíåé) ÷àñòè êîëîííû áëàãîäàðÿ êîíâåêöèè.Ïðè óâåëè÷åíèè ðàçíîñòè òåìïåðàòóð ìåæäó áîêîâûìè ñòåíêàìè ñòàöèîíàðíîå êîí-âåêòèâíîå òå÷åíèå ìîæåò ñòàòü íåóñòîé÷èâûì. Ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè äàí-íîãî òå÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñìåñè áûë ïðîâåäåí â ðàáîòå [17℄. Çà-ìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå Ñêâàéðà íå ïðèìåíèìî, ïîýòîìó íàèáî-ëåå îïàñíûå âîçìóùåíèÿ ìîãóò áûòü, âîîáùå ãîâîðÿ, òðåõìåðíûìè. �àññìîòðèì äâàòèïà íîðìàëüíûõ âîçìóùåíèé: ïðîäîëüíûå âîëíû u = (−Φz , 0,Φx), Θ, c â ïëîñêî-ñòè XZ, êîòîðûå èìåþò âèä (Φ, Θ, c) = (ϕ(x), θ(x), ξ(x)) exp(−λt + ikz), ãäå Φ åñòü�óíêöèÿ òîêà, è ïîïåðå÷íûå âîëíû u = (0, v, w), Θ, c â ïëîñêîñòè Y Z: (v, w, Θ, c) =
(v(x), w(x), θ(x), ξ(x)) exp(−µt+ ily).Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà �ðàñãî�à â áèíàðíîé ñìåñè ñ Pr = 10 îò îòíî-øåíèÿ ðàçäåëåíèÿ Ψ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3, à. Çäåñü ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþòïðîäîëüíûì âîçìóùåíèÿì. �àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ìîíîòîííàÿ ìîäà ñëàáî çàâèñèò îò÷èñåë Ïðàíäòëÿ è Øìèäòà. Ïðè ïîëîæèòåëüíûõ Ψ ëåãêèé (òÿæåëûé) êîìïîíåíò íà-êàïëèâàåòñÿ â âåðõíåé (íèæíåé) ÷àñòè êîëîííû, îáåñïå÷èâàÿ ïîòåíöèàëüíî óñòîé÷è-âóþ ñòðàòè�èêàöèþ. Ïîñëåäíÿÿ óñèëèâàåòñÿ ñ ðîñòîì Ψ, îêàçûâàÿ ñòàáèëèçèðóþùèéý��åêò íà ìîíîòîííóþ ìîäó. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè êîý��èöèåíòà ðàçäåëåíèÿêîëåáàòåëüíàÿ ìîäà ñòàíîâèòñÿ íàèáîëåå îïàñíîé è ïðèâîäèò ê ðåçêîìó ïîíèæåíèþïîðîãà óñòîé÷èâîñòè. Ýòà ìîäà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò äè��óçèîííûõ ñâîéñòâ ñìå-ñè: óìåíüøåíèå ÷èñëà Øìèäòà (ò. å. óâåëè÷åíèå êîý��èöèåíòà äè��óçèè) îêàçûâàåòñòàáèëèçèðóþùèé ý��åêò. Êîëåáàòåëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ñâÿçàíà ñ ïîÿâëåíèåì äâóõâîçìóùåíèé, äâèæóùèõñÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè �àçîâû-ìè ñêîðîñòÿìè. Ïðè îòðèöàòåëüíûõ Ψ òÿæåëûé êîìïîíåíò íàêàïëèâàåòñÿ â âåðõíåé÷àñòè êîëîííû, ïðèâîäÿ ê ãðàâèòàöèîííî íåóñòîé÷èâîé ñòðàòè�èêàöèè. Â ýòîì ñëó-÷àå ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî äëèííîâîëíîâûõ ïîïåðå÷íûõ âîçìóùåíèé ïðèëþáîì çíà÷åíèè ÷èñëà �ðàñãî�à.�àññìîòðèì òåïåðü òðîéíóþ ñìåñü, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà ÷åòûðü-ìÿ ïàðàìåòðàìè: Ψ, ψ1, s = S11/S22, S22. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè
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à á�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà �ðàñãî�à áèíàðíîé ñìåñè îò îòíîøåíèÿ ðàçäåëåíèÿ
Ψ (à) è çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà �ðàñãî�à òðîéíîé ñìåñè îò îòíîøåíèÿ ðàçäåëåíèÿ
ψ1 ïðè Ψ = 0.3, S22 = 500, s = S11/S22 (á)ñâåäåíà ê çàäà÷å áåç ó÷åòà ïåðåêðåñòíîé äè��óçèè (îïèñûâàåìîé ÷èñëàìè Øìèäòà S12è S21) ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [17, 18℄. �àññìîòðèì ñíà÷àëà òðîéíóþñìåñü ñ îäèíàêîâûìè äè��óçèîííûìè ñâîéñòâàìè äâóõ êîìïîíåíòîâ (s = 1). �àñ÷å-òû ïîêàçàëè, ÷òî êàðòà óñòîé÷èâîñòè òàêîé ñìåñè ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êàðòîéäëÿ áèíàðíîé ñìåñè (ñì. ðèñ. 3, à), ãäå Ψ = ψ1 + ψ2 åñòü ïîëíîå îòíîøåíèå ðàçäå-ëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ψ1 è
ψ2, à îïðåäåëÿþòñÿ èõ ñóììîé. Â ñëó÷àå s 6= 1 íàëè÷èå òðåõ êîìïîíåíòîâ ñòàíîâèòñÿñóùåñòâåííûì. Ìîíîòîííàÿ ìîäà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì ïîëíîãî îòíîøåíèÿðàçäåëåíèÿ Ψ, îäíàêî êîëåáàòåëüíàÿ ìîäà çàâèñèò îò òåðìîäè��óçèîííûõ ñâîéñòâ êîì-ïîíåíòîâ ñìåñè. Íà ðèñ. 3, á ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà �ðàñãî�à äëÿêîëåáàòåëüíîé ìîäû îò îòíîøåíèÿ ðàçäåëåíèÿ ψ1 ïðè Ψ = 0.3, S22 = 500. Ñ óâåëè-÷åíèåì ðàçíèöû ìåæäó äè��óçèîííûìè ñâîéñòâàìè êîìïîíåíòîâ (s → 0) óêàçàííàÿçàâèñèìîñòü ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå ñèëüíîé (ñïëîøíûå ëèíèè íà ðèñ. 3, à ñîîòâåòñòâóþòïðîäîëüíûì âîçìóùåíèÿì). Â îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ψ1 íàèáîëåå îïàñíûìèñòàíîâÿòñÿ ïîïåðå÷íûå âîçìóùåíèÿ (ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå ïîêàçàíû øòðèõîâûìèëèíèÿìè). Ýòè âîçìóùåíèÿ âÿçàíû ñ íåóñòîé÷èâîé ñòðàòè�èêàöèåé êîëîííû ïî ïëîò-íîñòè â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè.2. Íåóñòîé÷èâîñòü áèíàðíûõ ñìåñåé â ïëîñêèõ ñëîÿõ.Çàäà÷à î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ïðîèçâîëüíûõ äâèæåíèé áèíàðíûõ ñìåñåé ñ îáùåéïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà èçó÷åíà â ðàáîòå [19℄.à. Èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ ñìåñåé ñ îáùåé ïîâåðõ-íîñòüþ ðàçäåëà, îãðàíè÷åííûõ òâåðäûìè ñòåíêàìè, â ìîäåëè òåðìîäè��óçèè. Íà ãðà-íèöå ðàçäåëà ñðåä ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ëèíåéíî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è êîí-öåíòðàöèè. Îïðåäåëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ÷èñëî Ìàðàíãîíè M =
æ1(θ10 − θ20)l(ρ2ν2χ2)

−1, ÷èñëî Ñîðå Sr = æ2α2l(θ10 − θ20)(ρ2ν
2

2
)−1, ÷èñëî Âåáåðà We =

σ0l(ρ2ν
2

2
)−1. Àíàëèòè÷åñêè áûëà ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü ÷èñëà Ìàðàíãîíè íà ïîâåðõíî-ñòè ðàçäåëà îò âîëíîâîãî ÷èñëà äëÿ ñëó÷àÿ ñòàöèîíàðíûõ âîçìóùåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òîåñëè ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà äå�îðìèðóåìà, òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà Ñîðå ðàñòåò êðèòè-



12 Â.Ê. Àíäðååâ, Â.Á. Áåêåæàíîâà, Ì.Â. Å�èìîâà è äð.÷åñêîå çíà÷åíèå ÷èñëà Ìàðàíãîíè, à çíà÷èò îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ. Äëÿñëó÷àÿ íåñòàöèîíàðíûõ âîçìóùåíèé áûëè îïðåäåëåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû.Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàë, ÷òî ðîñò ÷èñëà Ñîðå ïðèâîäèò ê ñòàáèëèçàöèè ñîñòîÿíèÿòåðìîäè��óçèîííîãî ðàâíîâåñèÿ [20℄ (ðèñ. 4).á. Èçó÷åíà çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû äâóõ íåñìåøè-âàþùèõñÿ áèíàðíûõ ñìåñåé ñ îáùåé ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà, îãðàíè÷åííîé ñíèçó òâåðäîéñòåíêîé, à ñâåðõó ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ïîêà-çàëî, ÷òî îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèÿì
Ci, ïðè ðîñòå ÷èñëà Ìàðàíãîíè íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà óâåëè÷èâàåòñÿ. Çàâèñèìîñòüìíèìîé ÷àñòè êîìïëåêñíîãî äåêðåìåíòà îò âîëíîâîãî ÷èñëà α ïðè èçìåíåíèè òåðìî-äè��óçèîííûõ ý��åêòîâ ïîêàçàíà íà ðèñ. 5. Îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííûõ÷èñëàõ Ìàðàíãîíè â ñëó÷àå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà Ñîðå íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà îáëàñòüóñòîé÷èâîñòè äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé ïîíèæàåòñÿ, êðîìå òîãî, ÷èñëåííûå ðàñ÷å-òû ïîêàçàëè, ÷òî óñèëåíèå òåðìîäè��óçèîííûõ ý��åêòîâ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå ïðè-âîäèò ê óâåëè÷åíèþ îáëàñòè äëèííîâîëíîâîé óñòîé÷èâîñòè [21℄.3. Óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ñëàáîñæèìàåìûõ æèäêîñòåé.Ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ ìåõàíèçìà ãëóáèííîé öèðêóëÿöèè âîä îç. Áàéêàë ðàññìîòðåíàçàäà÷à òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ íàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé Ci îò âîëíîâîãî ÷èñëà α

�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ íàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé Ci îò âîëíîâîãî ÷èñëà α â ñèñòåìåãëèöåðèí�ýòèëîâûé ñïèðò (M1 = 260, M2 = 60, Sr2 = −10): êðèâàÿ 1 � Sr1 = −100, 2 �Sr1 = −10, 3 � Sr1 = −1



Íåêëàññè÷åñêèå ìîäåëè êîíâåêöèè: òî÷íûå ðåøåíèÿ è èõ óñòîé÷èâîñòü 13Îäíèì èç îñíîâíûõ �àêòîðîâ îáíîâëåíèÿ ãëóáèííûõ âîä ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåð ñòðà-òè�èêàöèè âîä ïî òåìïåðàòóðå è ïëîòíîñòè. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè ñîäåðæèòíåëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ, ÷òî íàèáîëåå ñèëüíî ñêàçûâàåòñÿâ ñëîÿõ æèäêîñòè áîëüøîé ãëóáèíû [22℄:
ρ = ρ0(1 − α(T − T∗)

2), (2)ãäå T∗ = T0(1 − δ0p), ρ0, θ0, α, δ0 � ïîñòîÿííûå ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû.Äðóãèìè âàæíûìè �àêòîðàìè, �îðìèðóþùèìè êîíâåêöèþ â åñòåñòâåííûõ âîäî-åìàõ, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî èäóùèå ïðîöåññû îáìåíà òåïëîì ìåæäó âîäíîé ìàññîéè îêðóæàþùåé ñðåäîé. Ïðè ýòîì â [23℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî çäåñü èìååò ìåñòî ñóùåñòâåí-íûé âåðòèêàëüíûé òåïëîîáìåí ìåæäó ïðèïîâåðõíîñòíûìè âîäàìè è àòìîñ�åðîé íåòîëüêî â áåçëåäíûé ïåðèîä, íî è ÷åðåç ëåäÿíîé ïîêðîâ.�àññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î êîíâåêöèè âÿçêîé òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîä-íîé ïîâåðõíîñòüþ [22, 24℄ è â ñèñòåìå äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé ñ îáùåé ãðà-íèöåé ðàçäåëà [25, 26℄. Â [26℄ âìåñòî (2) èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòèîò òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ ρ = ρ0

(

1 − β(θ − θ0) − γ(p − p0)
). Âûáðàííûå óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ ñ ìàëûìè β, δ0 è γ ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü ñëîè æèäêîñòåé ñëàáîñæèìàåìûìèñðåäàìè.Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, òåðìîãðàâèòàöèîííàÿ êîíâåêöèÿ îáóñëîâëåíà ïðîãðåâàíè-åì ïðèïîâåðõíîñòíûõ âîä. Â óðàâíåíèå ýíåðãèè äîáàâèì îáùóþ ýíåðãåòè÷åñêóþ �óíê-öèþ òåïëîâîãî èñòî÷íèêà Fw, çíà÷åíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ îïòè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìèè ìîäåëüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ñðåäå [24, 26℄. Â ñëó÷àå îáúåìíîãî ïîãëîùå-íèÿ (ïðîíèêíîâåíèÿ ñîëíå÷íîé ðàäèàöèè â ñðåäó) ìîùíîñòü òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ Fwîïðåäåëÿåòñÿ ïî çàêîíó

Fw(z, t) = σæRexp(−æz). (3)Çäåñü σ � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îòíîøåíèå èíòåíñèâíîñòè ñîëíå÷-íîé ðàäèàöèè ê ðàäèàöèîííîìó áàëàíñó íà ïîâåðõíîñòè âîäû, 0 < σ < 1, æ� ïîêàçàòåëüîñëàáëåíèÿ ñîëíå÷íîé ðàäèàöèè â âîäå (ïîêàçàòåëü ïîãëîùåíèÿ), R � ðàäèàöèîííûéáàëàíñ ïîâåðõíîñòè. Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â êà÷åñòâå ýíåðãåòè÷åñêîãî óñëîâèÿ ïðè-íèìàåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà k ∂T/∂n+b(T −Tãàç) = Q, Q = σR+Fe +Fh,ãäå k � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè æèäêîñòè, Tãàç � òåìïåðàòóðà ãàçà, Q � çà-äàííûé ïîòîê òåïëà ÷åðåç ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü, Fe, Fh � ïîòåðè òåïëà íà èñïàðåíèå(êîíäåíñàöèþ) è êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí æèäêîñòü�ãàç ñîîòâåòñòâåííî.Â ðàáîòå [27℄ èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü òåïëîâîå ñîñòî-ÿíèå âîäîåìà â çèìíåå âðåìÿ, êîãäà âîäû îçåðà ïîêðûòû ëüäîì. Ëåä ñ÷èòàåòñÿ òâåðäîéíåïîäâèæíîé òåïëîïðîâîäÿùåé ñòåíêîé êîíå÷íîé òîëùèíû. Óðàâíåíèå äëÿ òåìïåðàòó-ðû ëüäà θi èìååò âèä
∂θi

∂t
= χi △ θi + Fi, Fi =

q0æi

2
√
z

exp (−æi

√
z). (4)Çäåñü χi � êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè ëüäà, äëÿ Fi ïðèíèìàåòñÿ ýìïèðè÷å-ñêàÿ �îðìóëà, q0 � èíòåíñèâíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà íà ïîâåðõíîñòè ëåäÿíîãî ïîêðîâà,

æi � ïîêàçàòåëü ïîãëîùåíèÿ ñîëíå÷íîé ðàäèàöèè âî ëüäó.Â [22, 24�27℄ íàõîäÿòñÿ ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå. Â [24℄ èçó-÷åíî âëèÿíèå ïîêàçàòåëÿ ïîãëîùåíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñëîå. ×åì íèæåïîêàçàòåëü ïîãëîùåíèÿ æ, òåì ãëóáæå ñîëíå÷íàÿ ðàäèàöèÿ ïðîíèêàåò â òîëùó âîäû.



14 Â.Ê. Àíäðååâ, Â.Á. Áåêåæàíîâà, Ì.Â. Å�èìîâà è äð.Çà ñ÷åò ñâåòîïîãëîùàþùèõ ñâîéñòâ âîäû âëèÿíèå ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ íà òåìïåðà-òóðíûé ðåæèì çíà÷èòåëüíî òîëüêî â âåðõíèõ ñëîÿõ âîäíîé òîëùè. Ñ ðîñòîì ãëóáèíûâíóòðåííåå òåïëîâûäåëåíèå óìåíüøàåòñÿ (ýòî âèäíî èç (3)) è îòñóòñòâóåò íà áîëüøèõãëóáèíàõ, íå îêàçûâàÿ ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â íèæ-íåé ÷àñòè ñëîÿ. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàíî, ÷òî âî âñåõ ðàññìîòðåííûõñëó÷àÿõ ñîñòîÿíèå ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, à òåïëîîáìåí ÷å-ðåç ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü èìååò ñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñüäëÿ ðàçëè÷íûõ çîí îç. Áàéêàë (Þæíîé, Öåíòðàëüíîé è Ñåâåðíîé) ñ ó÷åòîì õàðàêòåð-íûõ çíà÷åíèé �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (òîëùèíà ñëîÿ, ïîòîêè òåïëà è äð.). Ïîñòðîåíûèíêðåìåíòû íàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé, è íàéäåíû êðèòè÷åñêèå äëèíû âîëí âîçìóùåíèé,ïðèâîäÿùèõ ê íåóñòîé÷èâîñòè. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ãðà�èêè íåéòðàëüíûõ êðèâûõ.Íà ðèñ. 6, à ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ÷èñåë �ýëåÿ îò âîëíîâîãî ÷èñëà (íåéòðàëüíûåêðèâûå). Âèäíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ÷èñëà Áèî êðèòè÷åñêèå ÷èñëà �ýëåÿ óáûâàþò,à îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè ñìåùàåòñÿ â îáëàñòü á�îëüøèõ ïî çíà÷åíèþ âîëíîâûõ ÷èñåë.

à á�èñ. 6. Íåéòðàëüíûå êðèâûå Ra(α): à � ñèñòåìà ãîðèçîíòàëüíûõ ñëîåâ ñëàáîñæèìàåìûõ æèä-êîñòåé; êðèâàÿ 1 � Bi = 0.2, 2 � Bi = 1, 3 � Bi = 2; á � ñèñòåìà ëåä�âîäà; êðèâàÿ 1 � Bi = 0.2,2 � Bi = 2, 3 � Bi = 10

à á�èñ. 7. Íåéòðàëüíûå êðèâûå Ra(α) äëÿ æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ïðè íàëè÷èè îáúåì-íûõ èñòî÷íèêîâ òåïëà; Bi = 0.2, 1, 2 � ñîîòâåòñòâåííî êðèâûå 1�3; æ = 0.2 ì−1 (à), 0.4 ì−1 (á)
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à á�èñ. 8. Íåéòðàëüíûå êðèâûå äëÿ äâóõñëîéíîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâòåïëà: a � ïðè z∗ = 50 ì, á � ïðè z∗ = 200 ì; êðèâàÿ 1 � Bi = 2, 2 � Bi = 1, 3 � Bi = 0.2Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíû íåéòðàëüíûå êðèâûå â çàâèñèìîñòè îò ïîêàçàòåëÿ ïîãëîùåíèÿ.Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì æ âíóòðåííåå òåïëîâûäåëåíèå óáûâàåò, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷å-íèþ çîíû óñòîé÷èâîñòè. Ñâåòîïîãëîùàþùèå ñâîéñòâà ñðåäû èìåþò ñòàáèëèçèðóþùååâëèÿíèå.Ïðè ïîñòðîåíèè íåéòðàëüíûõ êðèâûõ (ðèñ. 8) èçìåíèëîñü çíà÷åíèå ÷èñëà Áèî, õà-ðàêòåðèçóþùåå èíòåíñèâíîñòü òåïëîîáìåíà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, è ïîëîæåíèå ïîâåðõ-íîñòè ðàçäåëà z∗. ×åì ìåíüøå òîëùèíà âåðõíåãî ñëîÿ, òåì àêòèâíåå òåðìîäèíàìè÷åñêèåïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â íåì, è ýòî îêàçûâàåò äåñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå íà óñòîé-÷èâîñòü.Áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèåì àíàëîãè÷íîé çàäà÷èäëÿ ñëîÿ æèäêîñòè òîëùèíû l. Â äâóõñëîéíîé ñèñòåìå íåóñòîé÷èâîñòü íàñòóïàåò ïðèìåíüøèõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ.Èç ðèñ. 6, á âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà Áèî êðèòè÷åñêèå ÷èñëà �ýëåÿ âîçðàñòà-þò, à îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè ñìåùàåòñÿ â îáëàñòü á�îëüøèõ ïî çíà÷åíèþ âîëíîâûõ ÷è-ñåë. Îäíàêî ðîñò èíòåíñèâíîñòè òåïëîîáìåíà èìååò ñëàáîå ñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå.Ïðè ñðàâíåíèè âñåõ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îêàçàëîñü, ÷òî íàëè÷èå òåïëîïðîâîäÿùåéñòåíêè óâåëè÷èâàåò çîíó óñòîé÷èâîñòè. Ñ ðîñòîì òîëùèíû âåðõíåé ñòåíêè ñòàáèëèçèðó-þùåå âëèÿíèå âÿçêîñòè è ñâåòîïîãëîùàþùèõ ñâîéñòâ ëüäà óñèëèâàåòñÿ, è êðèòè÷åñêàÿäëèíà âîëíû óâåëè÷èâàåòñÿ.4. Êîíâåêöèÿ â ñëîå ïðè êîëåáàíèÿõ òåìïåðàòóðû íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå.Â îáëàñòè ñî ñâîáîäíîé íåäå�îðìèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá óñòîé-÷èâîñòè ãîðèçîíòàëüíîãî ñëîÿ æèäêîñòè ïðè êîëåáàíèÿõ òåìïåðàòóðû íà âåðõíåé èíèæíåé ãðàíèöàõ. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû çàäàâàëèñü â ñëåäóþùåì âèäå:âåðõíÿÿ ãðàíèöà Tup = T sin(Ωt), íèæíÿÿ ãðàíèöà Tdown = AT sin(ωΩt).�àññìîòðåíî âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ A, ω, ψ, îïðåäåëÿþùèõ àñèíõðîííîñòü êîëåáà-òåëüíûõ ðåæèìîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî çíà÷åíèÿ äàííûõ ïàðàìåòðîâîêàçûâàþò âëèÿíèå íà óñòîé÷èâîñòü ñëîÿ æèäêîñòè. Òàê, óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû êîëå-áàíèé òåìïåðàòóðû íà íèæíåé ãðàíèöå (ïàðàìåòð A) ïðè ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ αïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ óñòîé÷èâîñòè. Îäíàêî îáíàðóæåíî, ÷òî ñ ðîñòîì α íàáëþäàåòñÿîáðàòíûé ý��åêò: óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñîêðàùàåò ïðåäåë óñòîé÷èâîñòè.Íà ðèñ. 9, à ïîêàçàíî âëèÿíèå A íà âåëè÷èíó ÷èñëà �ýëåÿ Ra, ïðè êîòîðîì íà÷èíà-åòñÿ ðåæèì íåóñòîé÷èâîñòè. Çäåñü ïàðàìåòð R îïðåäåëåí êàê R = (Ra − Ra0)/Ra0,



16 Â.Ê. Àíäðååâ, Â.Á. Áåêåæàíîâà, Ì.Â. Å�èìîâà è äð.ãäå Ra0 � ÷èñëî �ýëåÿ, ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ ðåæèì íåóñòîé÷èâîñòè ïðè îòñóòñòâèèêîëåáàíèé òåìïåðàòóðû íà íèæíåé ãðàíèöå. Èç ðèñ. 9, à âèäíî, ÷òî äëÿ α = 4 ñóùå-ñòâóåò äèàïàçîí çíà÷åíèé A, ïðè êîòîðûõ R < 0, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñîêðàùåíèèîáëàñòè óñòîé÷èâîñòè.Âëèÿíèå ïàðàìåòðà ω, îïðåäåëÿþùåãî ñîîòâåòñòâèå ÷àñòîò êîëåáàíèé òåìïåðàòó-ðû íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàõ, ïîêàçàíî íà ðèñ. 9, á äëÿ ñëó÷àÿ α = 4, A = 7.Óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû êîëåáàíèé íà íèæíåé ãðàíèöå ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ óðîâíÿâîçäåéñòâèÿ, îêàçûâàåìîãî ýòèì ïàðàìåòðîì íà óñòîé÷èâîñòü. Ïîýòîìó, êàê âèäíî èçðèñ. 9, á, ñ ðîñòîì ω çíà÷åíèå R óìåíüøàåòñÿ.Íà ðèñ. 10 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, äåìîíñòðèðóþùèå âëèÿíèå ïàðàìåòðà �àçû êîëå-áàíèé ψ íà óñòîé÷èâîñòü ñëîÿ æèäêîñòè ïðè α = 4, A = 7. Ïîëó÷åííûå äàííûå ïîêàçû-âàþò, ÷òî ðàñõîæäåíèå â �àçàõ êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû íà íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàõ

à á�èñ. 9. Âëèÿíèå ïàðàìåòðà àìïëèòóäû êîëåáàíèé A íà óñòîé÷èâîñòü (à) è ïàðàìåòðà ÷àñòîòûêîëåáàíèé ω íà óñòîé÷èâîñòü (á) äëÿ ðàçëè÷íûõ α

�èñ. 10. Âëèÿíèå ïàðàìåòðà �àçû êîëåáàíèé ψ íà óñòîé÷èâîñòü



Íåêëàññè÷åñêèå ìîäåëè êîíâåêöèè: òî÷íûå ðåøåíèÿ è èõ óñòîé÷èâîñòü 17îêàçûâàåò ñòàáèëèçèðóþùåå âîçäåéñòâèå íà óñòîé÷èâîñòü ñëîÿ æèäêîñòè. Êàê âèäíîèç ðèñóíêà, ñ ðîñòîì ψ çíà÷åíèå R óâåëè÷èâàåòñÿ. Ìàêñèìàëüíûé ñòàáèëèçóþùèé ý�-�åêò äîñòèãàåòñÿ, êîãäà êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû íàõîäÿòñÿ â ïðîòèâî�àçå ïðè ψ = π[28, 29℄.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ îïóáëèêîâàíà â ìî-íîãðà�èÿõ [30, 31℄.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àíäðååâ Â.Ê., �ûæêîâ È.È. �ðóïïîâàÿ êëàññè�èêàöèÿ è òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèéòåðìîäè��óçèè // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2005. Ò. 41, � 3. C. 508�17.[2℄ Ryzhkov I.I. Symmetry analysis of equations for onvetion in binary mixture // J. SiberianFederal Univ. 2009. Vol. 1, N 4. P. 410�431.[3℄ �ûæêîâ È.È. Îïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà ïîäàëãåáð äëÿ óðàâíåíèé òåðìîäè��óçèè // Âû-÷èñë. òåõíîëîãèè. 2004. T. 9, � 1. C. 95�104.[4℄ Ryzhkov I.I. On the normalizers of subalgebras in an in�nite Lie algebra // Commun. Nonl.Siene and Numerial Simulat. 2006. Vol. 11, N 2. P. 172�185.[5℄ �ûæêîâ È.È. Îá èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé òåðìîäè��óçèè áèíàðíîé ñìåñèâ ñëó÷àå ïëîñêîãî äâèæåíèÿ // ÏÌÒÔ. 2006. Ò. 47, � 1. Ñ. 95�108.[6℄ Ryzhkov I.I. On double di�usive onvetion with Soret e�et in a vertial layer betweeno-axial ylinders // Phys. D: Nonlinear Phenomena. 2006. Vol. 215, N 2. P. 191�200.[7℄ �îäèîíîâ À.À., Ñòåïàíîâà È.Â. �ðóïïîâàÿ êëàññè�èêàöèÿ óðàâíåíèé ìîäåëè êîí-âåêöèè ñ ó÷åòîì ñèë ïëàâó÷åñòè // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 2008. Ò. 13, � 5. C. 61�69.[8℄ Ñòåïàíîâà È.Â. Îá èíâàðèàíòíûõ ìîäåëÿõ òåðìîäè��óçèîííûõ òå÷åíèé // Ñáîðíèêòðóäîâ êîí�. ìîëîäûõ ó÷åíûõ Êðàñíîÿðñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ÑÎ �ÀÍ. Êðàñíîÿðñê:ÊÍÖ ÑÎ �ÀÍ, 2008. Ñ. 44�45.[9℄ Ñòåïàíîâà È.Â. Î íåêîòîðûõ òî÷íûõ ðåøåíèÿõ ìîäåëè êîíâåêöèè ñ ó÷åòîì ñèë ïëàâó-÷åñòè //Ìàòåðèàëû êîí�. ìîëîäûõ ó÷åíûõ ÈÂÌ ÑÎ �ÀÍ. Êðàñíîÿðñê: ÈÂÌ ÑÎ �ÀÍ,2008. Ñ. 10�17.[10℄ Å�èìîâà Ì.Â. Ýâîëþöèÿ âîçìóùåíèé äâèæåíèÿ áèíàðíûõ ñìåñåé ñ ïëîñêîé ãðàíèöåéðàçäåëà ïîä äåéñòâèåì ïåðåïàäà äàâëåíèÿ è òåðìîêîíöåíòðàöèîííûõ ñèë. Ïðåïð. � 4.Êðàñíîÿðñê: ÈÂÌ ÑÎ �ÀÍ, 2007. 40 ñ.[11℄ Àíäðååâ Â.Ê. Ýâîëþöèÿ ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ äâóõ âÿçêèõ òåïëîïðîâîäíûõ æèäêî-ñòåé â ïëîñêîì ñëîå ïîä äåéñòâèåì íåñòàöèîíàðíîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ // ÏÌÒÔ. 2008.Ò. 49, � 4. C. 94�107.[12℄ Andreev V.K. Evolution of the joint motion of two visous heat-onduting �uids in a planelayer under the ation of an unsteady pressure gradient // J. Appl. Meh. and Tehn. Phys.2008. Vol. 49, N 4. P. 598�609.[13℄ Àíäðååâ Â.Ê., Êàðòîøêèíà À.Å. Àâòîìîäåëüíîå äâèæåíèå áèíàðíûõ ñìåñåé ñ ïëîñ-êîé ãðàíèöåé ðàçäåëà // Ñèáèðñêèé æóðí. èíäóñòð. ìàòåìàòèêè. 2007. Ò. 10, � 1(29).Ñ. 17�24.[14℄ Àíäðååâ Â.Ê., Ñîáà÷êèíà Í.Ë. Ñâîéñòâà ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, âîçíèêà-þùåé ïðè äâèæåíèè áèíàðíîé ñìåñè â öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå. Ïðåïð. � 1. Êðàñíîÿðñê:ÈÂÌ ÑÎ �ÀÍ, 2009. 40 ñ.



18 Â.Ê. Àíäðååâ, Â.Á. Áåêåæàíîâà, Ì.Â. Å�èìîâà è äð.[15℄ Àíäðååâ Â.Ê., Ñîáà÷êèíà Í.Ë. Äâèæåíèå áèíàðíîé ñìåñè â ãîðèçîíòàëüíîé öèëèí-äðè÷åñêîé òðóáå // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 2008. Ò. 13, � 2. Ñ. 3�14.[16℄ Ryzhkov I.I., Shevtsova V.M. On thermal di�usion and onvetion in multiomponentmixtures with appliation to the thermogravitational olumn // Phys. Fluids. 2007. Vol. 19,N 2. 027101.[17℄ Ryzhkov I.I., Shevtsova V.M. Convetive stability of multiomponent �uids in thethermogravitational olumn // Phys. Rev. E. 2009. Vol. 79, N 2. 026308.[18℄ Ryzhkov I.I., Shevtsova V.M. On the ross-di�usion and Soret e�et in multiomponentmixtures // Mirogravity Siene and Tehnology. 2009. Vol. 21, N 1-2. P. 37�40.[19℄ Àíäðååâ Â.Ê., Å�èìîâà Ì.Â. Ëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à êîíâåêòèâíîãî äâèæåíèÿ áè-íàðíîé ñìåñè ñ ìåæ�àçíîé ãðàíèöåé ðàçäåëà // Âåñòíèê Êðàñíîÿðñêîãî ãîñ. óí-òà: Ôèç.-ìàò. íàóêè. 2006. Âûï. 1. Ñ. 175�183.[20℄ Å�èìîâà Ì.Â. Íåóñòîé÷èâîñòü ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïðè íàëè÷èè òåðìîäè��óçèè âóñëîâèÿõ íåâåñîìîñòè // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 2006. Ò. 11, � 1. Ñ. 63�69.[21℄ Å�èìîâà Ì.Â. Íåóñòîé÷èâîñòü ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ áè-íàðíûõ ñìåñåé ñ ó÷åòîì ý��åêòà Ñîðå //Òàì æå. 2007. Ò. 12, � 6. Ñ. 34�43.[22℄ Áåêåæàíîâà Â.Á. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ â ìîäåëè êîíâåê-öèè ñ íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ïëîòíîñòè îò òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ // ÏÌÒÔ. 2007.Ò. 48, � 2. Ñ. 66�74.[23℄ Âåðáîëîâ Â.È., Ñîêîëüíèêîâ Â.Ì., Øèìàðàåâ Ì.Í. �èäðîìåòåîðîëîãè÷åñêèé ðå-æèì è òåïëîâîé áàëàíñ îçåðà Áàéêàë. Ì.; Ë.: Íàóêà, 1965. 373 ñ.[24℄ Àíäðååâ Â.Ê., Áåêåæàíîâà Â.Á. Íåóñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòèñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ïðè íàëè÷èè îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ òåïëà // ÌÆ�. 2008. � 2.Ñ. 11�20.[25℄ Àíäðååâ Â.Ê., Áåêåæàíîâà Â.Á. Êîíâåêòèâíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ãîðèçîíòàëü-íûõ ñëîåâ ñëàáîñæèìàåìûõ æèäêîñòåé // ÏÌÒÔ. 2007. Ò. 48, � 4. Ñ. 15�22.[26℄ Áåêåæàíîâà Â.Á. Íåóñòîé÷èâîñòü äâóõñëîéíîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè îáúåìíûõ èñòî÷-íèêîâ òåïëà // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 2008. Ò. 13, � 4. Ñ. 24�33.[27℄ Áåêåæàíîâà Â.Á. Íåóñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè â ñèñòåìå ëåä�âîäà ñ ó÷åòîì ðàäèàöèîííîãî íàãðåâà // ÌÆ�. 2008. � 6. Ñ. 6�14.[28℄ �àïîíåíêî Þ.À. Êîíâåêöèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå æèäêîñòè â óñëîâèÿõ êîëåáàíèÿòåìïåðàòóðû íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå // Âåñòíèê Êðàñíîÿðñêîãî ãîñ. óí-òà: Ôèç.-ìàò. íàóêè.2006. � 1. Ñ. 175�184.[29℄ �àïîíåíêî Þ.À. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ãîðèçîíòàëüíîãî ñëîÿ æèäêî-ñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ òåìïåðàòóðû // Ìàòåðèàëû VÂñåðîñ. íàó÷íîé êîí�. Òîìñê, 2006. C. 230�231.[30℄ Àíäðååâ Â.Ê., �àïîíåíêî Þ.À. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êîíâåêòèâíûõ òå÷å-íèé. Êðàñíîÿðñê: Êðàñ�Ó, 2006. 392 ñ.[31℄ Àíäðååâ Â.Ê., �àïîíåíêî Þ.À., �îí÷àðîâà Î.Í., Ïóõíà÷¼â Â.Â. Ñîâðåìåííûåìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû êîíâåêöèè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2007. 368 ñ.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20 îêòÿáðÿ 2009 ã.


