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Òåõíîëîãèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷ äèíàìèêè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñðåäñ ìèêðîñòðóêòóðîé∗Î.Â. Ñàäîâñêàÿ, Â.Ì. ÑàäîâñêèéÓ÷ðåæäåíèå �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóêÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ �ÀÍ, Êðàñíîÿðñê, �îññèÿe-mail: sadov�im.krasn.ru�àçðàáîòàí êîìïëåêñ ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõçàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñè-ñòåìàõ. Âûïîëíåíû ðàñ÷åòû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí íàïðÿæåíèé â óïðóãîïëàñòè-÷åñêèõ ñûïó÷èõ ñðåäàõ, ìîìåíòíûõ óïðóãèõ ñðåäàõ, ñëîèñòûõ è áëî÷íûõ ìàññèâàõñ âêëþ÷åíèÿìè èç ðàçíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìèêà, ñûïó÷àÿ ñðåäà, óïðóãîñòü, ïëàñòè÷íîñòü, ìîìåíò-íûé êîíòèíóóì Êîññåðà, âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî, äâóöèêëè÷åñêîå ðàñùåïëåíèå,ïàðàëëåëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì, çàäà÷à Ëýìáà, ñåéñìîãðàììà.ÂâåäåíèåÊëàññè÷åñêèå ìîäåëè ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà � òåîðèè óïðóãîñòè,ïëàñòè÷íîñòè è ïîëçó÷åñòè � íå ó÷èòûâàþò ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ îñíîâíûõ �àêòî-ðîâ, ïðèñóùèõ â òîé èëè èíîé ñòåïåíè âñåì èçâåñòíûì ïðèðîäíûì è èñêóññòâåííûììàòåðèàëàì. Ïåðâûé èõ íèõ � ðàçëè÷íîå ñîïðîòèâëåíèå ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ, âòî-ðîé � ñòðóêòóðíàÿ íåîäíîðîäíîñòü. Ñèììåòðè÷íûìè ïî îòíîøåíèþ ê ðàñòÿãèâàþùèìè ñæèìàþùèì äå�îðìàöèÿì ìîæíî ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ ñ÷èòàòü ìåòàëëû è èõñïëàâû, íî ýòèì ñâîéñòâîì îòíþäü íå îáëàäàþò ãðóíòû, ãîðíûå ïîðîäû, óãëåãðà�è-òû, ïîëèìåðû, ïîðèñòûå ñðåäû è ò. ï. Íàïðèìåð, èäåàëüíûå ñðåäû òèïà ñóõîãî ïåñ-êà, ÷àñòèöû êîòîðûõ ñâîáîäíî êîíòàêòèðóþò ìåæäó ñîáîé, ïðè ñæàòèè â çàâèñèìîñòèîò óðîâíÿ íàïðÿæåíèé âåäóò ñåáÿ êàê óïðóãèå èëè óïðóãîïëàñòè÷åñêèå òåëà è íå ñî-ïðîòèâëÿþòñÿ ðàñòÿæåíèþ. Â ñâÿçíûõ ñðåäàõ (ãðóíòàõ, ãîðíûõ ïîðîäàõ) äîïóñòèìûåðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå ñæèìàþùèõ è íå ïðåâûøàþò êðè-òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, îáóñëîâëåííîãî ñöåïëåíèåì ÷àñòèö. Äëÿ ñðàâíèòåëüíî øèðîêîãîêðóãà ãîðíûõ ïîðîä îòíîøåíèå ïðåäåëîâ ïðî÷íîñòè íà ñæàòèå è ðàñòÿæåíèå èçìåíÿ-åòñÿ â äèàïàçîíå îò 8 äî 10, íî äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ìàòåðèàëîâ îíî äîñòèãàåò 50 èáîëåå âûñîêèõ çíà÷åíèé. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðè êîíñòðó-èðîâàíèè äåìï�èðóþùèõ ýëåìåíòîâ ïðèìåíÿþòñÿ íîâûå èñêóññòâåííûå ìàòåðèàëû �
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 08-01-00148), Ìåæäèñöèïëèíàðíîãî èíòåãðàöè-îííîãî ïðîåêòà ÑÎ �ÀÍ � 40 è Êîìïëåêñíîé ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà�ÀÍ � 2 �Èíòåëëåêòóàëüíûå èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ñèñòåì-íûé àíàëèç è àâòîìàòèçàöèÿ�.© ÈÂÒ ÑÎ �ÀÍ, 2009. 82



Òåõíîëîãèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè... 83ïåíîìåòàëëû, ïîðèñòîñòü êîòîðûõ äîñòèãàåò 75% (ïåíèñòûé àëþìèíèé, ïîðèñòàÿ ìåäüè ò. ï.). Ïðè ðàñòÿãèâàþùèõ èëè ñæèìàþùèõ íàãðóçêàõ äî ìîìåíòà ñõëîïûâàíèÿ ïîðòàêèå ìàòåðèàëû äîñòàòî÷íî ïîäàòëèâû è èõ äå�îðìàöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ çíà÷èòåëü-íîé ïëàñòè÷åñêîé äèññèïàöèåé ýíåðãèè, à ïðè äàëüíåéøåì ñæàòèè ïðî÷íîñòü ðåçêîâîçðàñòàåò.Ñòðóêòóðó (ñòðóêòóðíóþ íåîäíîðîäíîñòü), ñâÿçàííóþ ñ àòîìíûì è êðèñòàëëè÷åñ-êèì ñòðîåíèåì âåùåñòâà, èìåþò, î÷åâèäíî, âñå ìàòåðèàëû. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ íàíîðàç-ìåðíàÿ � ìåëêîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà. Ìíîãèå ìàòåðèàëû îáëàäàþò òàêæå ñòðóêòóðîéáîëåå êðóïíîãî ìàñøòàáà. Â ÷àñòíîñòè, ãîðíûå ïîðîäû èìåþò åñòåñòâåííóþ êóñêîâà-òîñòü è, òàêèì îáðàçîì, íåîäíîðîäíû íà ìàêðîóðîâíå [1℄. Êîñòíûå òêàíè, èñêóññòâåí-íûå ìàòåðèàëû íà îñíîâå ïåíû, íå�òåíàñûùåííûå ãîðíûå ïîðîäû è öåëûé ðÿä äðóãèõìàòåðèàëîâ íåîäíîðîäíû íà ìèêðî- è ìåçîóðîâíå [2, 3℄.Ïðè ÷èñëåííîì àíàëèçå äå�îðìàöèé ñòðóêòóðèðîâàííûõ ìàòåðèàëîâ íà îñíîâå ìå-òîäîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èëè êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èñïîëüçóþòñÿ äîñòàòî÷íî ìåëêèåðàñ÷åòíûå ñåòêè, ðàçìåð ÿ÷ååê êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî ìàñøòà-áà íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà. Ïðè ðåøåíèè äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ â ïðîñòðàíñòâåííîéïîñòàíîâêå ñòàíîâÿòñÿ ý��åêòèâíûìè ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû, ïîñêîëüêó îíè ïîçâî-ëÿþò ðàñïðåäåëÿòü âû÷èñëèòåëüíóþ íàãðóçêó ìåæäó áîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ êëàñòåðà.Èñïîëüçîâàíèå ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé äàåò âîçìîæíîñòü èçìåëü÷àòü ðàñ÷åòíûåñåòêè, ïîâûøàÿ òåì ñàìûì òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.Íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé àâòîðîâ íàñòîÿùåé ñòàòüè ñâÿçàíî ñ ðàçðàáîòêîé è èñ-ñëåäîâàíèåì óòî÷íåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìûõ ñðåä, ó÷è-òûâàþùèõ óêàçàííûå �àêòîðû. Ïðåäëîæåí îáùèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ìàòåðè-àëîâ, ïî-ðàçíîìó ñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ, ñ ïîìîùüþ ðåîëîãè÷åñêèõñõåì, è íà åãî îñíîâå ïîëó÷åíû îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ðàçíîïðî÷íûõ è ñûïó÷èõñðåä [4℄. Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïðåäëàãàåìûõ ìîäåëåé, â òîì ÷èñëå îïèñûâàþùèõñòðóêòóðèðîâàííûå ìàòåðèàëû, ðàçðàáîòàí ïàðàëëåëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì,êîòîðûé ðåàëèçîâàí â âèäå êîìïëåêñà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ðàñ-ïðîñòðàíåíèè âîëí íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé â ñðåäàõ ñî ñëîæíûìè ðåîëîãè÷åñêèìèñâîéñòâàìè.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìîäåëåéÏðîñòåéøàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè àíèçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäû, êîòîðàÿíå ó÷èòûâàåò ñòðóêòóðó ìàòåðèàëà è ðàçëè÷èå ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïî îòíîøåíèþ êðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ, â òåðìèíàõ âåêòîðà ñêîðîñòè v è ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà íàïðÿ-æåíèé σ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ëèíåéíîãîçàêîíà �óêà:
ρ v̇ = ∇ · σ + ρ g, 2 a : σ̇ = ∇v + ∇v∗. (1)Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, g � âåêòîð ìàññîâûõ ñèë, a � òåíçîð ìîäóëåé óïðó-ãîé ïîäàòëèâîñòè � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà, îáëàäàþùèéñïåöèàëüíîé ñèììåòðèåé [5℄. Êàê îáû÷íî, òî÷êà íàä ñèìâîëîì îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþïî âðåìåíè, çâåçäî÷êà � òðàíñïîíèðîâàíèå òåíçîðà, ïðèíèìàåòñÿ ïðàâèëî ñóììèðîâà-íèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì, èñïîëüçóþòñÿ îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ è îïåðàöèèòåíçîðíîãî àíàëèçà.



84 Î.Â. Ñàäîâñêàÿ, Â.Ì. ÑàäîâñêèéÏðèíöèïèàëüíî âàæíî òî, ÷òî ñèñòåìà (1) îòíîñèòñÿ ê ñèììåòðè÷åñêèì t-ãèïåðáîëè-÷åñêèì ñèñòåìàì [6℄. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ îíà çàïèñûâàåòñÿ â ìàòðè÷íîé �îðìå
A
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∂t
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+ G, (2)ãäå U � âåêòîð-�óíêöèÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç ïðîåêöèé âåêòîðà ñêîðîñòè è êîìïîíåíò òåí-çîðà íàïðÿæåíèé, A � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà êîý��èöè-åíòîâ ïðè ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè, Bk � ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ïðèïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå
U = (v1, v2, v3, σ11, σ22, σ33, σ23, σ13, σ12),ìàòðèöû A è Bk èìåþò áëî÷íûé âèä
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1, åñëè k 6= i è k 6= j,

0, åñëè k = i èëè k = j.Ñèììåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà (2) � ÷àñòíûé ñëó÷àé òåðìîäèíàìè÷åñêè ñàìîñîãëàñîâàí-íîé ñèñòåìû çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ìîæíî óêàçàòü ïðîèçâîäÿùèåïîòåíöèàëû L0(U) è Lk(U), êîòîðûå ïîçâîëÿþò çàïèñàòü åå â êàíîíè÷åñêîé �îðìå
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+ U · G(U).Äëÿ íåå ïðè óñëîâèè ñòðîãîé âûïóêëîñòè L0(U) êîððåêòíî ïîñòàâëåíû çàäà÷à Êîøè èêðàåâàÿ çàäà÷à ñ äèññèïàòèâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè [7℄. Ýòà ñèñòåìà îïèñûâàåòîáîáùåííûå ðåøåíèÿ ñ ñèëüíûìè ðàçðûâàìè ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé (óäàðíûìè âîë-íàìè) è, êðîìå òîãî, ê åå ðåøåíèþ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ý��åêòèâíûå ÷èñëåííûåìåòîäû ñêâîçíîãî ñ÷åòà, àäàïòèðîâàííûå ê ðàñ÷åòó ðàçðûâîâ [8, 9℄.Äëÿ ìîäåëè ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðîèçâîäÿùèå ïîòåíöèàëû � êâàäðàòè÷íûå�îðìû: 2 L0 = U · A U è 2 Lk = U · Bk U , ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíà. Â áîëåå



Òåõíîëîãèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè... 85ñëîæíîé ìîäåëè óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû, ó÷èòûâàþùåé íåîáðàòèìûå äå�îðìàöèè,òåíçîð íàïðÿæåíèé ïîä÷èíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèþ σ ∈ F (F � âûïóêëîå ìíîæåñòâî äîïó-ñòèìûõ íàïðÿæåíèé), à òåíçîð ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè e = (∇v + ∇v∗)/2 ðàçëàãàåòñÿ âñóììó óïðóãîé ñîñòàâëÿþùåé, âû÷èñëÿåìîé ÷åðåç ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ òåíçîðà íàïðÿ-æåíèé ïî çàêîíó �óêà, è ïëàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ep = e − a : σ̇. Äëÿ ïëàñòè÷åñêîéñîñòàâëÿþùåé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Ìèçåñà
(σ̃ − σ) : ep ≤ 0, σ̃, σ ∈ F. (4)Â êàíîíè÷åñêîé �îðìå ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó

(Ũ − U) ·
(

∂

∂t

∂L0(U)

∂U
− ∂

∂xk

∂Lk(U)

∂U
− G(U)

)
≥ 0, Ũ , U ∈ F. (5)Ôîðìóëèðîâêà â âèäå íåðàâåíñòâà (5) òàêæå ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòü è íåïðåðûâ-íóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè è êðàåâûõ çàäà÷ ñ äèññèïàòèâíûìè ãðàíè÷íû-ìè óñëîâèÿìè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ è ñëóæèò îñíîâîé äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿîáîáùåííûõ ðåøåíèé [10℄.Äëÿ îïèñàíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ãðóíòàõ ïðèìåíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüèäåàëüíî ñûïó÷åé ñðåäû, êîòîðàÿ â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ íàïðÿæåíèé ïðîÿâëÿåò óïðó-ãèå èëè ïëàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðè ñæàòèè è íå ñîïðîòèâëÿåòñÿ ðàñòÿæåíèþ [11℄. Âðàìêàõ ýòîé ìîäåëè òåíçîð ìàëûõ äå�îðìàöèé ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó óïðóãî-ñûïó÷åéè ïëàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùèõ: ε = εc + εp. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïåðâîãîñëàãàåìîãî ïðèâîäÿòñÿ ê íåðàâåíñòâó Õààðà è Êàðìàíà:

(σ̃ − σ) : (a : σ − εc) ≥ 0, σ̃, σ ∈ K, (6)ãäå K � âûïóêëûé êîíóñ íàïðÿæåíèé, äîïóñêàåìûõ êðèòåðèåì ïðî÷íîñòè, σ̃ � ïðîèç-âîëüíûé âàðüèðóåìûé òåíçîð. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè ε̇pñëóæèò íåðàâåíñòâî Ìèçåñà. Ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ è êèíåìàòè÷åñêèìèóðàâíåíèÿìè âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà (4) è (6) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà (6) ÿâëÿåòñÿ òåíçîð sπ,ãäå s � òåíçîð óñëîâíûõ íàïðÿæåíèé, âû÷èñëÿåìûé ïî ëèíåéíîìó çàêîíó �óêà
a : s = εc, à èíäåêñ π îçíà÷àåò ïðîåêöèþ íà êîíóñ K ïî åâêëèäîâîé íîðìå |σ| =√

σ : a : σ. Çàâèñèìîñòü σ îò εc íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîé, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåòî ìåõàíè÷åñêîé íåêîððåêòíîñòè ìîäåëè � ïî çàäàííûì íàïðÿæåíèÿì íåâîçìîæíî, âîîá-ùå ãîâîðÿ, îïðåäåëèòü äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñðåäû. �åãóëÿðèçàöèåé (6) ñëóæèòóðàâíåíèå
σ = λ s + (1 − λ) sπ, 0 < λ ≤ 1,îïèñûâàþùåå ïîâåäåíèå ñâÿçíîé ñûïó÷åé ñðåäû ñ óïðóãèìè ñâÿçÿìè ìåæäó ÷àñòèöàìè.Ïàðàìåòð λ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå ìîäóëåé óïðóãîé ïîäàòëèâîñòè ïðè ðàñòÿ-æåíèè è ñæàòèè. �åãóëÿðèçîâàííàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâèìà â ñëåäóþùåé �îðìå, óäîáíîéäëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè:

(Ṽ − V ) ·
(

∂

∂t

∂L0(U)

∂U
− ∂

∂xk

∂Lk(V )

∂V
− G(V )

)
≥ 0, Ṽ , V ∈ F, (7)

V = λ U + (1 − λ) Uπ, U =
1

λ
V − 1 − λ

λ
V π. (8)



86 Î.Â. Ñàäîâñêàÿ, Â.Ì. ÑàäîâñêèéÇäåñü V è U � âåêòîð-�óíêöèè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíà èç îòëè÷íûõ îò íóëÿêîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè ÷àñòèö ñðåäû v è òåíçîðà äåéñòâèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé σ,à âî âòîðóþ âìåñòî σ âõîäèò òåíçîð óñëîâíûõ íàïðÿæåíèé s.Äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ ñ ìèêðîñòðóêòóðîé ñëóæèòìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîìåíòíîãî êîíòèíóóìà Êîññåðà [12, 13℄. Îñíîâíîå îòëè÷èåýòîé ìîäåëè îò êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàðÿäó ñïîñòóïàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â íåé ó÷èòûâàåòñÿ âðàùåíèå ÷àñòèö. Â ðàìêàõãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãîäâèæåíèÿ ìîìåíòíîé ñðåäû
ρ v̇ = ∇ · σ + ρ g, j ω̇ = ∇ · m − 2 σa + j q (9)çàïèñûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ ëèíåéíîé ñêîðîñòè v è óãëîâîé ñêîðîñòè ω, íåñèì-ìåòðè÷íûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé σ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé m. Çäåñü j � ñóììàðíûéìîìåíò èíåðöèè ÷àñòèö â åäèíèöå îáúåìà, q � âåêòîð ìàññîâûõ ìîìåíòîâ, σa � âåê-òîð àíòèñèììåòðè÷íîé ñîñòàâëÿþùåé òåíçîðà íàïðÿæåíèé (σ − σ∗)/2. Êàê îáû÷íî, âäåêàðòîâîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð

ω =




0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0



îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âåêòîðîì ω, êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà ω1, ω2, ω3.Â ìîäåëè Êîññåðà äëÿ èçîòðîïíîé ìîìåíòíîé óïðóãîé ñðåäû ïîñòóëèðóþòñÿ òåíçîð-íî-ëèíåéíûå îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ
σ = λ (δ : Λs) δ + 2 µ Λs + 2 αΛa, m = β (δ : Ms) δ + 2 ξ Ms + 2 η Ma (10)ñ øåñòüþ êîíñòàíòàìè � ïàðàìåòðàìè ìàòåðèàëà: λ, µ, α, β, ξ è η.Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè (9), (10) òàêæå ïðèâîäèòñÿê ñèììåòðè÷åñêîé ñèñòåìå

A
∂U

∂t
= Bk ∂U

∂xk
+ Q U + Gñ àíòèñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé Q è ê ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (3),íî íàðÿäó ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè è òåíçîðîì íàïðÿæåíèé â âåêòîð U âõîäÿò êîìïîíåíòûâåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè è òåíçîðà ìîìåíòîâ. Â ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷àõ âåêòîð Uñîñòîèò èç 24 íåèçâåñòíûõ �óíêöèé:

U = (v1, v2, v3, σ11, σ22, σ33, σ23, σ32, σ31, σ13, σ12, σ21,

ω1, ω2, ω3, m11, m22, m33, m23, m32, m31, m13, m12, m21).Äëÿ ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäû ñ ìèêðîñòðóêòóðîé, ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèêîòîðîé ìåíÿþòñÿ ñ èçìåíåíèåì çíàêà íàïðÿæåíèé, ïðè ó÷åòå óïðóãèõ ñâÿçåé ìåæäó÷àñòèöàìè è ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé ñàìèõ ÷àñòèö ïîëó÷àåòñÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ïðè-âîäèòñÿ ê âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó (7) äëÿ ðàñøèðåííîãî âåêòîðà U [4℄. Â ñëó÷àåêâàäðàòè÷íûõ ïðîèçâîäÿùèõ ïîòåíöèàëîâ ýòî íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå
(Ṽ − V )

(
A

∂U

∂t
− Bk ∂V

∂xk
− Q V − G

)
≥ 0, Ṽ , V ∈ F, (11)ãäå âåêòîð-�óíêöèè V è U ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óðàâíåíèÿìè (8).



Òåõíîëîãèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè... 872. Âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíîëîãèÿÄëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåéðàçðàáîòàí âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñ-êèì ïðîöåññàì è ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì [4℄.�àññìîòðèì âû÷èñëèòåëüíóþ òåõíîëîãèþ íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðà-âåíñòâà íàèáîëåå îáùåãî âèäà (11), ÿâëÿþùåãîñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåðàâåíñòâà (7).ßâíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè íåðàâåíñòâà ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà íà êàæ-äîì âðåìåíí�îì ñëîå ðåøàåòñÿ çàäà÷à äå�îðìèðîâàíèÿ ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðå-äû, à çàòåì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå êîððåêòèðóåòñÿ äëÿ ó÷åòà ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Âíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàþòñÿ íåêîòîðûå íà÷àëüíûå äàííûå U(0, x) = U0(x).�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ �îðìóëèðóþòñÿ â ñêîðîñòÿõ èëè â íàïðÿæåíèÿõ.Ïóñòü Ū � âåêòîð-�óíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç èñêîìîå ðåøåíèå êðàåâîéçàäà÷è èç ñèñòåìû
A

∂Ū

∂t
= Bk ∂V

∂xk
+ Q V + Gè, êðîìå òîãî, â �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ Ū(t, x) =

U(t, x). Òîãäà èç èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà ïîñëå àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíèêîíå÷íîé ðàçíîñòüþ íà èíòåðâàëå (t, t + ∆t) â êàæäîé ÿ÷åéêå ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêèâîçíèêàåò çàäà÷à
(Ṽ − V ) A (U − Ū) ≥ 0, Ṽ , V ∈ F,êîòîðàÿ ñ ó÷åòîì (8) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

(Ṽ − V ) A
(
V − (1 − λ) V π − λ Ū

)
≥ 0.Îòñþäà, ïî îïðåäåëåíèþ ïðîåêöèè,

V =
(
(1 − λ) V π + λ Ū

)Π

. (12)Îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ïðàâîé ÷àñòüþ (12), ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Ïðîöåäóðà êîððåê-òèðîâêè ðåøåíèÿ äëÿ ó÷åòà ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñîñòîèò, òàêèì îáðàçîì, â îïðåäå-ëåíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ è ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ìåòî-äîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Â ñëó÷àå óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû Ïðàíäòëÿ��åéññà äàííàÿ ïðîöåäóðà ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíîé ïðîöåäóðîé êîððåêòèðîâêè íàïðÿæå-íèé Óèëêèíñà.Äëÿ ðåøåíèÿ óïðóãîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä äâóöèêëè÷åñêîãî ðàñùåïëåíèÿ ïîïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå íà âðå-ìåíí�îì èíòåðâàëå (t, t + ∆t) ìåòîä äâóöèêëè÷åñêîãî ðàñùåïëåíèÿ äëÿ (11) âêëþ÷àåòâ ñåáÿ ñåìü ýòàïîâ: ýòàï ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è â íàïðàâëåíèè x1 íà èíòåðâàëå
(t, t+∆t/2), àíàëîãè÷íûå ýòàïû â íàïðàâëåíèÿõ x2 è x3, ýòàï ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíî-âåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé Q, ýòàï ïîâòîðíîãî ïåðåñ÷åòà çàäà÷èâ íàïðàâëåíèè x3 íà èíòåðâàëå (t + ∆t/2, t + ∆t) è ýòàïû ïîâòîðíîãî ïåðåñ÷åòà â íà-



88 Î.Â. Ñàäîâñêàÿ, Â.Ì. Ñàäîâñêèéïðàâëåíèÿõ x2 è x1. Ôîðìóëû ðàñùåïëåíèÿ âûãëÿäÿò òàê:
A

∂U1

∂t
= B1 ∂V 1

∂x1
+ G1, U1(t, x) = U(t, x),

A
∂U2

∂t
= B2 ∂V 2

∂x2

+ G2, U2(t, x) = U1(t + ∆t/2, x),

A
∂U3

∂t
= B3 ∂V 3

∂x3
+ G3, U3(t, x) = U2(t + ∆t/2, x),

A
∂U4

∂t
= Q V 4, U4(t, x) = U3(t + ∆t/2, x),

A
∂U5

∂t
= B3 ∂V 5

∂x3

+ G3, U5(t + ∆t/2, x) = U4(t + ∆t, x),

A
∂U6

∂t
= B2 ∂V 6

∂x2
+ G2, U6(t + ∆t/2, x) = U5(t + ∆t, x),

A
∂U7

∂t
= B1 ∂V 7

∂x1
+ G1, U7(t + ∆t/2, x) = U6(t + ∆t, x).Èñêîìîå çíà÷åíèå U(t + ∆t, x) ðàâíî U7(t + ∆t, x). Âåêòîðû Gk âûáèðàþòñÿ èñõîäÿ èçïðèíöèïà �èçè÷åñêîé àäåêâàòíîñòè îäíîìåðíûõ ìîäåëåé, G1 + G2 + G3 = G. Íàïðè-ìåð, ïðè ó÷åòå ñèëû òÿæåñòè, äåéñòâóþùåé â íàïðàâëåíèè îñè x1, âåêòîð ìàññîâûõ ñèë

G öåëèêîì ïåðåíîñèòñÿ íà ïåðâûé è ïîñëåäíèé ýòàïû. Ïðè ðàñ÷åòå äâóìåðíîé (ïëîñ-êîé èëè îñåñèììåòðè÷íîé) çàäà÷è â ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ îòñóòñòâóþò òðåòèé è ïÿòûéýòàïû, îòíîñÿùèåñÿ ê íàïðàâëåíèþ x3.Íà ÷åòâåðòîì ýòàïå ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ, êîãäà âåêòîðû V è U ðàâíû äðóã äðóãó, èñïîëüçóåòñÿíåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà Êðàíêà�Íèêîëñîíà
A

U i+1 − U i

∆t
= Q

U i+1 + U i

2(i � íîìåð øàãà ïî âðåìåíè). Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ïðèìåíÿåòñÿñëåäóþùàÿ ñõåìà:
A

U i+1 − U i

∆t
= Q V i+1/2, V i+1/2 = λ

U i+1 + U i

2
+ (1 − λ)

(
α (Uπ)i+1 + (1 − α)(Uπ)i

)
,ãäå α � ïàðàìåòð, êîòîðûé â êàæäîé ÿ÷åéêå ñåòî÷íîé îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîáðà-æåíèé êîíñåðâàòèâíîñòè êàê ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

(
α(Uπ)i+1 + (1 − α)(Uπ)i

)
A

U i+1 − U i

∆t
=

(Uπ)i+1 + (Uπ)i

2
A

(Uπ)i+1 − (Uπ)i

∆t
.Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè íåëèíåéíîé ñõåìû óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî âåêòîðà U i+1ïðèâîäèòñÿ ê çàäà÷å î íåïîäâèæíîé òî÷êå

(
A − λ ∆t

2
Q

)
U i+1 =

(
A +

λ ∆t

2
Q

)
U i + (1 − λ) ∆t Q

(
α (Uπ)i+1 + (1 − α)(Uπ)i

)
,ðåøåíèå êîòîðîé ñòðîèòñÿ ïî ìåòîäó ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé [4℄.



Òåõíîëîãèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè... 89Îñòàâøèåñÿ øåñòü îäíîìåðíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé íà ýòàïàõ ðàñùåïëåíèÿ ðåøàþò-ñÿ ñ ïîìîùüþ ÿâíîé ìîíîòîííîé ENO-ñõåìû òèïà �ïðåäèêòîð-êîððåêòîð� ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé ïî ÿ÷åéêàì [9℄. Â ñëó÷àå ïîñòî-ÿííûõ ìàòðèö-êîý��èöèåíòîâ íà øàãå �êîððåêòîð� èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
U i+1/2 = Ui+1/2 +

∆t

2
A−1

(
Bk Vi+1 − Vi

∆xk
+ Gk

)
.Çäåñü èíäåêñ i + 1/2 îòíîñèòñÿ ê öåíòðó ÿ÷åéêè ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçíîñòíîé ñåòêè,âåðõíèé èíäåêñ ñîîòâåòñòâóåò òåêóùåìó âðåìåíí�îìó ñëîþ, íèæíèé � ïðåäûäóùåìóñëîþ. Âåêòîð V i+1/2 âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç U i+1/2 ïî �îðìóëå (8). Åñëè ìàòðèöû ïåðåìåí-íûå, òî â êà÷åñòâå ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî xk áåðóòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûåêîíñåðâàòèâíîé àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ çàìûêàíèÿ ñõåìû íåîáõîäèìî äîîïðåäåëèòü ååñîîòíîøåíèÿìè øàãà �ïðåäèêòîð�. Ïóñòü Yl è cl � ïîëíàÿ ñèñòåìà ëåâûõ ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû BkA−1: Yl B

k = cl Yl A, Yl A Yh = δlh. Óìíî-æàÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåâà íà âåêòîð Yl, ïåðåéäåì ê ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé, êîòîðûå äëÿ ìîäåëè óïðóãîé ñðåäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ íà õà-ðàêòåðèñòèêàõ:
Yl A

∂U

∂t
= cl Yl A

∂V

∂xk

+ Yl G
k.Ïîñëå àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷èì

(
I

i+1/2
l

)±
= Il i+1/2 ± αl i+1/2

∆xk

2
+

(
cl βl + Yl G

k
)

i+1/2

∆t

4
,ãäå αl i+1/2 è βl i+1/2 � ïðîèçâîäíûå îò êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ U è V ïî áàçèñó Yl:

Il = (Yl A)i+1/2 U è Jl = (Yl A)i+1/2 V , ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðûïðåäåëüíîé ðåêîíñòðóêöèè. Èíäåêñàìè �−� è �+� îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ ýòèõ êîý��è-öèåíòîâ íà ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ îäíîé è òîé æå ÿ÷åéêè. Ïðîöåäóðà ïðåäåëüíîéðåêîíñòðóêöèè ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è ñîñòîèò â ïîñòðîå-íèè ìîíîòîííûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñïëàéíîâ, ïðèáëèæàþùèõ Il è Jl ñ ìèíèìàëüíûìèðàçðûâàìè íà ãðàíèöàõ ñîñåäíèõ ÿ÷ååê ñåòêè. Âî âíóòðåííèõ óçëàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòèíà øàãå �ïðåäèêòîð� âåëè÷èíû Ui íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëå îñðåäíåíèÿ Ui = (U+
i + U−

i )/2÷åðåç çíà÷åíèÿ U±

i , îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì ñòîðîíàì ãðàíèöû ìåæäó ÿ÷åéêàìè è óäîâ-ëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
(YlA)i+1/2 U+

i = I−

l i+1/2 äëÿ cl ≥ 0,

(YlA)i−1/2 U−

i = I+
l i−1/2 äëÿ cl ≤ 0,

DlV
+
i = DlV

−

i .Â ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèÿ ñ ìàòðèöàìè Dl ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòèâåêòîðà ñêîðîñòè è âåêòîðà íàïðÿæåíèé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó, à ÷èñëî óðàâíåíèéñ ó÷åòîì äàííûõ óñëîâèé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí. Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòèðåàëèçóþòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Çíà÷åíèÿ Vi ïåðåñ÷è-òûâàþòñÿ ÷åðåç Uj â ñîîòâåòñòâèè ñ (8).Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â âèäå êîìïëåêñà ïàðàëëåëüíûõ ïðèêëàäíûõïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ äèíàìèêè óïðóãîïëàñòè÷åñ-êèõ ñðåä ñ ìèêðîñòðóêòóðîé íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ. Ïðî-ãðàììíûé êîìïëåêñ ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, âûçâàííûõ



90 Î.Â. Ñàäîâñêàÿ, Â.Ì. Ñàäîâñêèéâíåøíèìè ìåõàíè÷åñêèìè âîçäåéñòâèÿìè, â ìàññèâå ñðåäû, ñîñòàâëåííîì èç ïðîèç-âîëüíîãî ÷èñëà ðàçíîðîäíûõ áëîêîâ ñ êðèâîëèíåéíûìè ãðàíèöàìè. Êîìïëåêñ ñîñòîèòèç ïðîãðàììû�ïðåïðîöåññîðà, îñíîâíîé ïðîãðàììû ðàñ÷åòà ïîëåé ñêîðîñòåé è íàïðÿ-æåíèé, ïîäïðîãðàìì ðåàëèçàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è óñëîâèé ñêëåéêè ðåøåíèé íàíåñîãëàñîâàííûõ ñåòêàõ ñîñåäíèõ áëîêîâ è ïðîãðàììû-ïîñòïðîöåññîðà. Ïðîãðàììèðî-âàíèå âûïîëíåíî íà ÿçûêå Fortran ïî òåõíîëîãèè SPMD ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêèïåðåäà÷è ñîîáùåíèé MPI. Óíèâåðñàëüíîñòü ïðîãðàìì äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ñïåöèàëüíîéóïàêîâêè ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóåìûõ íà êàæäîì èç âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ êëàñòåðà, âîäíîìåðíûå ìàññèâû áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. �àñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëåíèé îñóùåñòâ-ëÿåòñÿ íà ýòàïå ðàñùåïëåíèÿ çàäà÷è ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.Íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ÷åòà èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå òåêñòî-âûõ �àéëîâ. Îäèí èç òàêèõ �àéëîâ ñîäåðæèò ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìàòåðèàëîââ áëîêàõ, äðóãîé � óñëîâèÿ íàãðóæåíèÿ, â òðåòüåì õðàíèòñÿ èí�îðìàöèÿ î áëî÷íîéñòðóêòóðå ìàññèâà � êîëè÷åñòâî ñëîåâ ïî ïåðåìåííîé x1, êîëè÷åñòâî ïîëîñ â ñëîå ïîïåðåìåííîé x2 è êîëè÷åñòâî áëîêîâ â ïîëîñå ïî ïåðåìåííîé x3, êîîðäèíàòû âåðøèí áëî-êîâ, à òàêæå èäåíòè�èêàöèîííûå íîìåðà ìàòåðèàëîâ è ïðîñòðàíñòâåííûå ðàçìåðíîñòèñåòîê. �àñ÷åòíûå ñåòêè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñòûêóþùèåñÿ íà ìåæáëî÷íûõ ãðàíèöàõ,ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ êóáè÷åñêèõ ýðìèòîâûõ ñïëàéíîâ. Ñêëåéêà âûïîëíÿåòñÿ ñïåöèàëü-íîé ïðîöåäóðîé, â êîòîðîé ðåøåíèå íà èçìåëü÷åííîé ñåòêå, ïîëó÷àåìîé ïåðåñå÷åíèåìãðàíè÷íûõ ÿ÷ååê ñîñåäíèõ áëîêîâ, îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé íà õàðàêòåðè-ñòèêàõ, à çàòåì ïåðåíîñèòñÿ íà èñõîäíûå ñåòêè ìåòîäîì îñðåäíåíèÿ.Êàæäûé èç óçëîâ êëàñòåðà ïðè âûïîëíåíèè ïðîãðàììû-ïðåïðîöåññîðà óïàêîâûâà-åò èñõîäíûå äàííûå â äâîè÷íûé �àéë ïðÿìîãî äîñòóïà � �àéë âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, âêîòîðûé ïîáëî÷íî çàïèñûâàþòñÿ ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà, ÷àñòü ñåòêè, ïðèõîäÿùàÿñÿ íàýòîò óçåë, è íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ, è �àéë öåëûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùèé ñîîòâåò-ñòâóþùèå èì àäðåñà (óêàçàòåëè) � ïîðÿäêîâûå íîìåðà ïåðâûõ ýëåìåíòîâ. Âåùåñòâåí-íûå �àéëû òàêîé æå ñòðóêòóðû â äàëüíåéøåì ñîçäàþòñÿ îñíîâíîé ïðîãðàììîé äëÿîðãàíèçàöèè êîíòðîëüíûõ òî÷åê ïðè ñ÷åòå è äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà ïîëó÷åííûõðåçóëüòàòîâ. Ñóììàðíûé ðàçìåð ýòèõ �àéëîâ ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü îáúåì îïå-ðàòèâíîé ïàìÿòè îòäåëüíîãî ïðîöåññîðà. Êàæäûé ïðîöåññîð ïðè ñòàðòå îñíîâíîé ïðî-ãðàììû ñ÷èòûâàåò öåëî÷èñëåííûé �àéë è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âåùåñòâåííûé �àéë.Äàëåå öåëî÷èñëåííûé ìàññèâ ðåäóöèðóåòñÿ � ïàðàìåòðû ñåòêè è óêàçàòåëè ïðèíèìà-þò â íåì èíäèâèäóàëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ äàííîãî óçëà. Áàëàíñèðîâêà âû÷èñëèòåëüíîéíàãðóçêè äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñåòî÷íîé îáëàñòè ìåæäó óç-ëàìè êëàñòåðà. Åñëè ðàçìåðíîñòü ñåòêè êàêîãî-ëèáî áëîêà áîëüøå ñðåäíåé ðàçìåðíîñòèâ ðàñ÷åòå íà îäèí óçåë êëàñòåðà, òî ýòîò áëîê îáñëóæèâàåòñÿ íåñêîëüêèìè óçëàìè, èíàîáîðîò, îäèí è òîò æå óçåë îáñëóæèâàåò íåñêîëüêî áëîêîâ, åñëè èõ ñóììàðíàÿ ðàç-ìåðíîñòü íå ïðåâûøàåò ñðåäíåé. Èç ñîîáðàæåíèé ìèíèìèçàöèè êîëè÷åñòâà ïåðåñûëîêèñïîëüçóþòñÿ 1D-, 2D- èëè 3D-ðàçáèåíèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.Îñíîâíîé ïðîãðàììîé íà êàæäîì óçëå êëàñòåðà âûïîëíÿþòñÿ â ïðèíöèïå îäíè èòå æå âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê âçàèìíî ñîãëàñîâàííîé ïîýòàïíîé ðåàëèçàöèèìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì (íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè).Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ïðîöåññîðû, ïðîèçâîäÿùèå, êðîìå òîãî, ñêëåéêó ðåøåíèé íàâíóòðåííèõ ãðàíèöàõ. Óñëîâèÿ ñêëåéêè ðåàëèçóþòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ïðîöåññîðû,îáñëóæèâàþùèå ïðèãðàíè÷íûå áëîêè (ðàñïîëîæåííûå ïî îáå ñòîðîíû îò ãðàíèöû ðàç-äåëà), ïåðåäàþò íåîáõîäèìóþ èí�îðìàöèþ îäíîìó èç ïðîöåññîðîâ, êîòîðûé ïðîèçâîäèòðàñ÷åò âñåé ãðàíèöû â öåëîì è ðàññûëàåò ðåçóëüòàòû â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Åñëè



Òåõíîëîãèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè... 91ðàçäåëÿþùàÿ áëîêè ãðàíèöà ëåæèò âíóòðè îáëàñòè, îáñëóæèâàåìîé îäíèì ïðîöåññî-ðîì, òî òàêàÿ ñêëåéêà âûïîëíÿåòñÿ àâòîíîìíî. Îáìåí äàííûìè ìåæäó ïðîöåññîðàìèîñóùåñòâëÿåòñÿ íà óðîâíå êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî áàçèñó èç ëåâûõ ñîá-ñòâåííûõ âåêòîðîâ íà ýòàïå ïðåäåëüíîé ðåêîíñòðóêöèè. Çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ
αl è βl â ÿ÷åéêàõ ñåòêè, ãðàíè÷àùèõ ñ ëèíèåé ðàçäåëà, â ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììå ïå-ðåñ÷èòûâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíòóðíûõ ÿ÷ååê, îáìåí äàííûìè ÷åðåç êîòîðûåïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè MPI_Sendrecv.Ïðîãðàììà-ïîñòïðîöåññîð âûïîëíÿåò ïðîöåäóðó ñæàòèÿ �àéëîâ, ñîäåðæàùèõ ðå-çóëüòàòû ñ÷åòà â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ, ïîñêîëüêó ðàçìåð òàêèõ �àéëîâ ìîæåò áûòüî÷åíü áîëüøèì è äëÿ èõ òðàíñïîðòèðîâêè ïî ãëîáàëüíîé ñåòè ïîòðåáóþòñÿ çíà÷èòåëü-íûå ðåñóðñû. �ðà�è÷åñêèé âûâîä ðåçóëüòàòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëü-íûõ ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îáû÷íîãî ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà. �àçðàáîòà-íà òàêæå ïðîãðàììà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ âîëíîâûõ çàäà÷, ïîëó-÷åííûõ íà êëàñòåðàõ, â �îðìàòå SEG-Y Ìåæäóíàðîäíîãî ãåî�èçè÷åñêîãî îáùåñòâà ñöåëüþ ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêè äàííûõ â ñèñòåìå SeisView.3. Àëãîðèòì ñæàòèÿ �àéëîâÈäåÿ ñæàòèÿ �àéëîâ ÷èñëîâûõ äàííûõ äëÿ êîìïàêòíîãî õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è ðåøåíèÿçàèìñòâîâàíà â ìåòîäå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì çàäàííàÿ ñêà-ëÿðíàÿ �óíêöèÿ u, çàâèñÿùàÿ îò âåêòîðà x = (x1, x2, ..., xn), ðàçëàãàåòñÿ â áåñêîíå÷íûéðÿä. Ýëåìåíòû ýòîãî ðÿäà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ �óíêöèé:

u(x) =

∞∑

l=1

γl X
l,1(x1)X

l,2(x2)... X
l,n(xn).Äèñêðåòíûé àíàëîã ðÿäà ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè âûãëÿäèò òàê:

ui1 i2 ... in =

∞∑

l=1

γl X
l,1
i1

X l,2
i2

... X l,n
in . (13)Áàçèñíûå �óíêöèè X l,2, ..., X l,n îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîáðàæåíèé íàèëó÷øåãî ïðèáëè-æåíèÿ u. Ïðè âû÷èñëåíèè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ðÿäà ðåøàåòñÿ çàäà÷à óñëîâíîé ìèíèìè-çàöèè êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè [14℄

M1∑

i1=1

M2∑

i2=1

...

Mn∑

in=1

(
ui1 i2 ... in − γ X1

i1X
2
i2 ... X

n
in

)2 (14)îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ γ, X1
i1
, X2

i2
, ..., Xn

in. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþ-ùèå óñëîâèÿ íîðìèðîâêè:
M1∑

i1=1

(X1
i1)

2 =

M2∑

i2=1

(X2
i2)

2 = ... =

Mn∑

in=1

(Xn
in)2 = 1.Òî÷êà ìèíèìóìà (14) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó-÷åíà ñ ó÷åòîì óñëîâèé íîðìèðîâêè ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà:

γ =

M1∑

i1=1

M2∑

i2=1

...

Mn∑

in=1

ui1 i2 ... inX1
i1X

2
i2... X

n
in , (15)
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X l

il
=

M1∑

i1=1

...

Ml−1∑

il−1=1

Ml+1∑

il+1=1

...

Mn∑

in=1

ui1 i2 ... inX1
i1 ... X

l−1
il−1

X l+1
il+1

... Xn
in

√√√√√
Ml∑

il=1




M1∑

i1=1

...

Ml−1∑

il−1=1

Ml+1∑

il+1=1

...
Mn∑

in=1

ui1 i2 ... inX1
i1
... X l−1

il−1
X l+1

il+1
... Xn

in




2
. (16)

Ýòà ñèñòåìà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà. Ïàðàìåòð γ îïðåäå-ëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (15) â çàâåðøåíèå ðàñ÷åòà, êîãäà áàçèñíûå �óíêöèè óæå íàéäåíû.Äëÿ íàõîæäåíèÿ áàçèñíûõ �óíêöèé ïðèìåíÿåòñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ ìåòîäà ïîñëåäîâà-òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ X l
ilïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì 1/

√
Ml. Âñå ïîñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî �îð-ìóëå (16), â êîòîðîé çíà÷åíèÿ X l+1

il+1
, ..., Xn

in áåðóòñÿ ñ ïðåäûäóùåãî øàãà, à â êà÷åñòâå
X1

i1 , ..., X l−1
il−1

ó÷àñòâóþò âíîâü âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçóåòñÿ ïî-ëóíåÿâíàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèé. Âòîðîå è âñå îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå ðÿäà (13) íàõî-äÿòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðè îïðåäåëåíèè âòîðîãî ñëàãàåìîãî äèñêðåòíàÿ �óíêöèÿ ui1 i2 ... inçàìåíÿåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ ui1 i2 ... in − γ X1
i1X

2
i2... X

n
in , ïîëó÷åííîé ïîñëå âû÷èñëåíèÿ íàïðåäûäóùåì ýòàïå, è ò. ä. Óñëîâèå îêîí÷àíèÿ ñ÷åòà �îðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ îòíîñè-òåëüíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùåãî ðàáîòîñïîñîáíîñòü àëãîðèòìà ñæàòèÿ, íàðèñ. 1 ïðèâåäåíî ãðà�è÷åñêîå èçîáðàæåíèå èñõîäíîãî �àéëà äàííûõ è ðåçóëüòàòà ñæà-òèÿ äëÿ �óíêöèè

u(x1, x2, x3) = e−h(r−r0)2/r2
0 , r2 = x2

1 + x2
2 + x2

3,îïèñûâàþùåé ëîêàëèçàöèþ ðåøåíèÿ íà ñ�åðå ðàäèóñà r0. Áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ëî-êàëèçàöèè h = 20, ðàäèóñ ñ�åðû ðàâåí íàèáîëüøåé äèàãîíàëè ïàðàëëåëåïèïåäà. Â äàí-íîì ñëó÷àå áûëè âû÷èñëåíû 12 ÷ëåíîâ ðÿäà. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, õàðàêòåðè-çóþùàÿ ïîòåðÿííóþ èí�îðìàöèþ, ðàâíà 2.2 %, êîý��èöèåíò ñæàòèÿ �àéëà � 1/70.Ïðîâåäåííàÿ ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëà, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ýêîíî-ìè÷íûì â òîì ñìûñëå, ÷òî òðåáóåìîå äëÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ÷èñëî èòåðàöèé ìåòîäàïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè äèñêðåòíîéçàäà÷è.

�èñ. 1. Ëîêàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ íà ñ�åðå è ðåçóëüòàò ñæàòèÿ



Òåõíîëîãèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè... 934. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íà êëàñòåðàõ�àçðàáîòàííûé êîìïëåêñ ïðîãðàìì ïðèìåíÿëñÿ ê ðåøåíèþ ìåòîäè÷åñêèõ çàäà÷, îðèåí-òèðîâàííûõ íà ïðèëîæåíèÿ â ãåî�èçèêå (ñåéñìèêå), ñ öåëüþ äåìîíñòðàöèè âîçìîæíîñ-òåé ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé â ýòèõ çàäà÷àõ. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íàêëàñòåðàõ ÌÂÑ-1000ÌÈíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ �ÀÍ (ã. Êðàñíî-ÿðñê) è ÌÂÑ-100Ê Ìåæâåäîìñòâåííîãî ñóïåðêîìïüþòåðíîãî öåíòðà �ÀÍ (ã. Ìîñêâà).Â îòëè÷èå îò æèäêîñòåé èëè ãàçîâ, êîòîðûå ðàñòåêàþòñÿ â óñëîâèÿõ íåðàâíîìåð-íîãî ïîëÿ äàâëåíèé, â ñûïó÷èõ è ïîðèñòûõ ìàòåðèàëàõ ìîæíî ñîçäàâàòü óñòîé÷èâûåñòàòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ íåîäíîðîäíîãî ðàçðûõëåíèÿ. Ñêîðîñòü âîëí â òàêèõ ñîñòîÿíèÿõîêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùåé îò íà÷àëüíîé äå�îðìàöèè ñðåäû [15℄ àíàëîãè÷íî çàâèñèìîñòèñêîðîñòè óäàðíûõ âîëí â ãàçàõ îò ëîêàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè, è ýòî ïðèâîäèò ê èñ-êàæåíèþ ïåðâîíà÷àëüíî ïëîñêèõ âîëíîâûõ �ðîíòîâ, îòñòàâàíèþ âîëí â ðàçðåæåííûõîáëàñòÿõ ïî ñðàâíåíèþ ñ áîëåå ïëîòíûìè îáëàñòÿìè.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êóìóëÿòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñèãíîòî-íîâ � óäàðíûõ âîëí, íà �ðîíòàõ êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ çíàê äå�îðìàöèè, � â íåîäíîðîäíîðàçðûõëåííîé ñûïó÷åé ñðåäå. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñâîáîäíà îò íàïðÿ-æåíèé, íèæíÿÿ ÿâëÿåòñÿ íåîòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòüþ, íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ íåêîòîðîåâðåìÿ äåéñòâóåò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ èìïóëüñíàÿ íàãðóçêà. �àñ÷åòû âûïîëíå-íû äëÿ ïëîòíîãî ãðóíòà ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè çàäà÷è íà âîñüìè ïðîöåññîðàõ, êàæäûìïðîöåññîðîì îáðàáàòûâàåòñÿ ÷àñòü ðàñ÷åòíîé îáëàñòè èç 50 × 50 × 50 ÿ÷ååê. �àñïðî-ñòðàíÿÿñü â íåîäíîðîäíî ðàçðûõëåííîé ñðåäå, ïëîñêèå �ðîíòû ñèãíîòîíîâ ïîñòåïåííîèñêðèâëÿþòñÿ, çàìåäëÿÿñü â îáëàñòè ñèëüíîãî ðàçðûõëåíèÿ. Âîëíû ðàçãðóçêè ñëåäó-þò çà ñèãíîòîíàìè ïî ñæàòîé ñðåäå, â êîòîðîé ñêîðîñòè âîëí ïîñòîÿííû, ïîýòîìó èõ�ðîíòû îñòàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïëîñêèìè âïëîòü äî ìîìåíòà âñòðå÷è. Â ìåñòå âñòðå÷èñèãíîòîíîâ â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ èñêðèâëåííûõ �ðîíòîâ çàðîæäàåòñÿ êóìóëÿ-òèâíûé âûïëåñê (õàðàêòåðíàÿ çîíà ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé), êîòîðûé ñî âðåìåíåìïåðåìåùàåòñÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè â ñòîðîíó áîëåå ðûõëûõ ñëîåâ.Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ëýìáà â ïðîñòðàíñòâåí-íîé ïîñòàíîâêå äëÿ ñðåäû ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü ñîñòîèò èç ÷åòû-ðåõ áëîêîâ, òðè èç êîòîðûõ çàíÿòû ïëîòíûì ãðóíòîì, à ÷åòâåðòûé � ïðî÷íîé ïîðîäîé.

�èñ. 2. Êóìóëÿòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå ñèãíîòîíîâ â íåîäíîðîäíî ðàçðûõëåííîé ñûïó÷åé ñðåäå:ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè



94 Î.Â. Ñàäîâñêàÿ, Â.Ì. ÑàäîâñêèéÑîñðåäîòî÷åííàÿ íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà σ11 = −p∗1 δ(x) δ(t) äåéñòâóåò ìãíîâåííî â îäíîéÿ÷åéêå âåðõíåé ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Íà �ðîíòàëüíîé ãðàíèöå îáëàñòè ðåøå-íèÿ ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ñèììåòðèè, íà îñòàëüíûõ ÷àñòÿõ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè è íèæíåéãðàíèöå � íåîòðàæàþùèå óñëîâèÿ, âåðõíÿÿ ãðàíèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîáîäíóþ ïî-âåðõíîñòü. Îáëàñòü ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó 68 ïðîöåññîðàìè ïî ïðèíöèïó ðàâíîìåðíîéçàãðóçêè, êàæäûì èç ïðîöåññîðîâ ðåøàåòñÿ ÷àñòü çàäà÷è íà ïîäñåòêå ðàçìåðíîñòüþ
50×50×50 ÿ÷ååê. Íà ðèñ. 3, à èçîáðàæåíû ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ íàïðÿæåíèÿ σ11, ïåðâûéèç íèõ îòíîñèòñÿ ê ìîìåíòó, êîãäà îòðàæåííàÿ âîëíà åùå íå äîñòèãëà ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè, âòîðîé � ê ìîìåíòó, êîãäà ïðåëîìëåííàÿ âîëíà îáãîíÿåò ïàäàþùóþ ïðîäîëü-íóþ âîëíó. Íà ðèñ. 3, á ïðèâåäåíà ñåéñìîãðàììà, îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå âåðòèêàëüíîéêîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèÿ u1 â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Ïðèåìíèêè ðàñïîëîæåíû íàâåðõíåé ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè âäîëü ëèíèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ïðèëîæåíèÿíàãðóçêè ïàðàëëåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè. Âèäíû ïàäàþùèå ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûåâîëíû, îòðàæåííûå è ïðåëîìëåííûå âîëíû. �îäîãðà�û ïàäàþùèõ ïðîäîëüíûõ è ïðå-ëîìëåííûõ âîëí ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìîëèíåéíûå îòðåçêè, ãîäîãðà�û îòðàæåííûõâîëí � êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèå ñïëàéíû, ìåíÿþùèå ñâîþ êðèâèçíó â òî÷êàõ ïåðåõîäàîò îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ê îòðàæåíèþ îò óãëà.Ïðîâåäåíû òàêæå ðàñ÷åòû çàäà÷è Ëýìáà î äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé íàãðóçêè ïîäóãëîì ê ïîâåðõíîñòè îäíîðîäíîãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà äëÿ ìîìåíòíîé ñðåäû.Ñ�îðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ñèììåòðèè, ïîçâîëÿþùèå ìíîãîêðàòíî ïîíèçèòü îáúåì âû-÷èñëåíèé. ×èñëåííî îáíàðóæåíû ÷åòûðå òèïà âîëí, õàðàêòåðíûå äëÿ ìîìåíòíîé óïðó-ãîé ñðåäû, � ïðîäîëüíûå, ïîïåðå÷íûå, êðóòèëüíûå è âðàùàòåëüíûå. Íà ðèñ. 4 ïðåä-ñòàâëåíû ñõåìû íàãðóæåíèÿ íîðìàëüíûì è êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèÿìè, à òàêæå ñêðó-÷èâàþùèì è âðàùàòåëüíûì ìîìåíòàìè è ñåéñìîãðàììû ïàäàþùèõ âîëí äëÿ ýòîé çà-äà÷è (ìàòåðèàë � ñèíòåòè÷åñêèé ïîëèóðåòàí). Ïðèâåäåíû ñåéñìîãðàììû ïåðåìåùåíèéâ íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ íàãðóçêè è óãëîâ ïîâîðîòà (ñëåâà íàïðàâî) äëÿ ðàçíûõ òèïîâíàãðóæåíèÿ. Òðåóãîëüíûìè ìàðêåðàìè îòìå÷åíû òî÷êè ïðèõîäà ïðîäîëüíûõ, ïîïåðå÷-

�èñ. 3. Çàäà÷à Ëýìáà äëÿ ñðåäû ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì: à � ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ íîðìàëüíîãîíàïðÿæåíèÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè, á � ñåéñìîãðàììà îòðàæåííûõ âîëí



Òåõíîëîãèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè... 95íûõ, êðóòèëüíûõ âîëí è âîëí âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Íà ñåéñìîãðàììàõ âèäíû òàê-æå îñöèëëÿöèè, çàâèñÿùèå îò õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ÷àñòèö ìèêðîñòðóêòóðû. �àñ÷åòûïðîâîäèëèñü íà 64 ïðîöåññîðàõ êëàñòåðà, 200 øàãîâ ïî âðåìåíè ñ÷èòàëèñü îêîëî 18 ÷.Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ çàäà÷è î ïåðèîäè÷åñêîì âîçäåéñòâèèñîñðåäîòî÷åííîé íîðìàëüíîé íàãðóçêè σ11 = −p∗1 δ(x) sin(2 π ν t) ñ ÷àñòîòîé ν. Èçîá-ðàæåíû ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ íàïðÿæåíèÿ σ11 ïðè ÷àñòîòå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ðàâ-íîé ÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö ν∗ = 1/T , ãäå
T = π

√
j/α � ïåðèîä êîëåáàíèé ÷àñòèö ñðåäû, à òàêæå ïðè ν = 0.5 ν∗ è ν = 1.5 ν∗. Âîòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ çàäà÷ çäåñü íèæíÿÿ ãðàíèöà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàêðåïëåíà,ïîýòîìó îò íåå âíóòðü îáëàñòè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ îòðàæåííûå âîëíû. �àñ÷åòû ïðî-âîäèëèñü äëÿ ïåíèñòîãî ïîëèóðåòàíà íà 64 ïðîöåññîðàõ, 200 øàãîâ ïî âðåìåíè áûëèïîñ÷èòàíû ïðèìåðíî çà 10 ÷.�àñ÷åòû ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ ïîäòâåðäèëè îñíîâíîå êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå âîë-íîâîãî ïîëÿ â ìîìåíòíîé ñðåäå Êîññåðà ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé óïðóãîñ-òè, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â ïîÿâëåíèè êîëåáàíèé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö íà�ðîíòàõ âîëí. Ïðîâåäåíû ñðàâíèòåëüíûå ðàñ÷åòû ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ìàñøòàáà

�èñ. 4. Çàäà÷à Ëýìáà äëÿ ìîìåíòíîé óïðóãîé ñðåäû: ñõåìû íàãðóæåíèÿ è ñåéñìîãðàììû ïà-äàþùèõ âîëí

�èñ. 5. Çàäà÷à î ïåðèîäè÷åñêîì âîçäåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé íàãðóçêè äëÿ ìîìåíòíîé ñðåäûñëåâà íàïðàâî: ν = 0.5 ν∗, ν = ν∗ è ν = 1.5 ν∗



96 Î.Â. Ñàäîâñêàÿ, Â.Ì. Ñàäîâñêèéìèêðîñòðóêòóðû ñðåäû, â êîòîðûõ óñòàíîâëåíà ïðÿìàÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòüïåðèîäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îò ýòîãî ìàñøòàáà. Äðóãîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìîìåíòíîé ñðåäå èìååòñÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà àêóñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ìàòåðèàëà, êî-òîðàÿ ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âîçìóùåíèÿ. Âûïîëíåíà ñåðèÿ ÷èñëåí-íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âîçáóæäåíèþ ðåçîíàíñîâ íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå âðàùàòåëüíîãîäâèæåíèÿ ÷àñòèö.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ñàäîâñêèé Ì.À. Åñòåñòâåííàÿ êóñêîâàòîñòü ãîðíîé ïîðîäû // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. 1979.Ò. 247, � 4. Ñ. 829�831.[2℄ Ïàíèí Â.Å., Ëèõà÷åâ Â.À., �ðèíÿåâ Þ.Â.Ñòðóêòóðíûå óðîâíè äå�îðìàöèè òâåðäûõòåë. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, Ñèá. îòä-íèå, 1985. 255 ñ.[3℄ Lakes R. Experimental methods for study of Cosserat elasti solids and other generalizedelasti ontinua // Continuum Models for Materials with Miro-Struture / Eds. H. Muhlhaus,J. Wiley. New-York, 1995. P. 1�22.[4℄ Ñàäîâñêàÿ Î.Â., Ñàäîâñêèé Â.Ì. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â çàäà÷àõ ìåõàíè-êè ñûïó÷èõ ñðåä. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2008. 368 ñ.[5℄ �àáîòíîâ Þ.Í. Ìåõàíèêà äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ì.: Íàóêà, 1979. 744 ñ.[6℄ �îäóíîâ Ñ.Ê., �îìåíñêèé Å.È. Ýëåìåíòû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä è çàêîíû ñîõðà-íåíèÿ. Íîâîñèáèðñê: Íàó÷íàÿ êíèãà, 1998. 280 ñ.[7℄ �îäóíîâ Ñ.Ê. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ì.: Íàóêà, 1979. 391 ñ.[8℄ ×èñëåííîå ðåøåíèå ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè / �îäóíîâ Ñ.Ê., ÇàáðîäèíÀ.Â., Èâàíîâ Ì.ß., Êðàéêî À.Í., Ïðîêîïîâ �.Ï. Ì.: Íàóêà, 1976. 400 ñ.[9℄ Êóëèêîâñêèé À.�., Ïîãîðåëîâ Í.Â., Ñåìåíîâ À.Þ. Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû ÷èñ-ëåííîãî ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2001. 607 ñ.[10℄ Ñàäîâñêèé Â.Ì. �àçðûâíûå ðåøåíèÿ â çàäà÷àõ äèíàìèêè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä.Ì.: Ôèçìàòëèò, 1997. 208 ñ.[11℄ Ñàäîâñêàÿ Î.Â. Ìåòîä ñêâîçíîãî ñ÷åòà äëÿ èññëåäîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ âîëíâ ñûïó÷åé ñðåäå // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàò. �èçèêè. 2004. Ò. 44, � 10.Ñ. 1909�1920.[12℄ Cosserat E., Cosserat F. Theorie des orps deformables // Chwolson's Trait�e Physique:2nd ed. Paris, 1909. P. 953�1173.[13℄ Ïàëüìîâ Â.À. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè íåñèììåòðè÷íîé óïðóãîñòè // Ïðèêë. ìàòå-ìàòèêà è ìåõàíèêà. 1964. Ò. 28, âûï. 3. Ñ. 401�408.[14℄ Âàðûãèíà Ì.Ï., Êèðååâ È.Â., Ñàäîâñêàÿ Î.Â., Ñàäîâñêèé Â.Ì. Ïðîãðàììíîåîáåñïå÷åíèå äëÿ àíàëèçà âîëíîâûõ äâèæåíèé â ìîìåíòíûõ ñðåäàõ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõâû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ // Âåñòíèê Ñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àýðîêîñìè÷åñêîãî óí-òà èì. àêàä. Ì.Ô. �åøåòíåâà. 2009. Âûï. 2 (23). Ñ. 104�108.[15℄ Ñàäîâñêèé Â.Ì. Ê òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ âîëí â ñûïó÷èõ ñðå-äàõ // Äîêë. �ÀÍ. 2002. Ò. 386, � 4. Ñ. 487�489. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20 îêòÿáðÿ 2009 ã.


