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Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ äè-
ôðàêöèè ñòàöèîíàðíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí íà òðåõìåðíûõ âêëþ÷åíèÿõ. Ïðèìåíå-
íèåì ìåòîäîâ òåîðèè ïîòåíöèàëà èñõîäíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñìåøàí-
íîé ñèñòåìû ñëàáî ñèíãóëÿðíûõ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà
ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà íà ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèÿ. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîä-
íîé çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìîé
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ çàòåì ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî. Ïðè ýòîì
èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî �ñàìîðåãóëÿðèçàöèè� ïðèìåíÿåìîãî àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþ-
ùåå íàõîäèòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå áåç ïðèâëå÷åíèÿ ãðîìîçäêèõ ðåãóëÿðèçóþùèõ
àëãîðèòìîâ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ è ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ, õàðàêòåðèçóþùèå âîçìîæíîñòè ïðèìåíÿåìîãî ïîäõîäà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí â òðåõìåðíûõ ïîñòàíîâêàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà, òðåõìåðíàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè, ìåòîä
ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ââåäåíèå
Çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñðåäàõ, ñîäåðæàùèõ
òðåõìåðíûå âêëþ÷åíèÿ, èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ìíîãèõ îáëàñòåé íàóêè è ïðàê-
òèêè. Îíè âñòðå÷àþòñÿ, íàïðèìåð, â äåôåêòîñêîïèè, â àêóñòèêå îêåàíà è àòìîñôåðû, â
ãåîôèçèêå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ïðèìåíÿëèñü êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå è ïðîåêöèîííî-
ñåòî÷íûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ [1 � 5], à òàêæå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû, îñíîâàí-
íûå íà ïðåîáðàçîâàíèè èñõîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷ ê ýêâèâàëåíòíûì èì èíòå-
ãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ïðè ïîìîùè ïðÿìîãî [6, 7] è íåïðÿìîãî [8 � 10] âàðèàíòîâ ìåòîäà
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ïóáëèêàöèé [11 � 14], ïîñâÿùåííûõ ðàçâèòèþ
íåïðÿìîãî ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè.
Ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî è
âòîðîãî ðîäà ñî ñëàáûìè îñîáåííîñòÿìè â ÿäðàõ íà ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèÿ. Âïåðâûå
òàêîé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí Â.À. Öåöîõî [8] è èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
îñåñèììåòðè÷íûõ è ïëîñêèõ çàäà÷ äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ è óïðóãèõ êîëåáàíèé
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â ðàáîòàõ [8, 9, 15]. Ïðèìåíåíèå äàííîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò ñíèçèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è
è ëîêàëèçîâàòü ïîèñê íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèÿ, à çàòåì ðàññ÷èòàòü
èñêîìûå ïîòåíöèàëû âîëíîâûõ ïîëåé â ëþáûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà êàê âíóòðè, òàê
è âíå âêëþ÷åíèÿ. Ïðè ýòîì ÿäðà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èìå-
þò áîëåå ïðîñòîé âèä, ÷åì â èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ïðÿìîãî âàðèàíòà. Êîððåêòíàÿ
ðàçðåøèìîñòü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû, à òàêæå åå ýêâèâàëåíòíîñòü èñõîäíîé çàäà÷å äè-
ôðàêöèè â êëàññè÷åñêîé è îáîáùåííîé ïîñòàíîâêàõ èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [10, 12].

Èçâåñòíî, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â ÿäðàõ ñå-
òî÷íûìè ìåòîäàìè ïðèâîäèò ê ñèñòåìàì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïëîòíî çàïîë-
íåííûìè ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé. Ïîýòîìó âû÷èñëèòåëü-
íàÿ ñëîæíîñòü òàêèõ àëãîðèòìîâ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåòñÿ îáúåìîì âû÷èñëå-
íèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàñ÷åòîâ êîýôôèöèåíòîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ñ òðåáóåìîé
òî÷íîñòüþ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ê ïðåèìóùåñòâó êî-
òîðîãî ñëåäóåò îòíåñòè åãî òåîðåòè÷åñêóþ ïðîçðà÷íîñòü [7, 16]. Êîýôôèöèåíòû ïîëó÷à-
þùèõñÿ ïðè ýòîì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì âûðàæàþòñÿ â âèäå ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ
îò ñëîæíûõ âûðàæåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè ïðè ñîâïàäåíèè àðãóìåíòîâ, âû÷èñëåíèå êî-
òîðûõ òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ ðåñóðñîâ ÝÂÌ. Ïðèìåíåíèå äðóãèõ, áîëåå ýêîíîìè÷íûõ
ìåòîäîâ, õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèõ ñåáÿ ïðè ðåøåíèè îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé, ê êî-
òîðûì ïðåæäå âñåãî ìîæíî îòíåñòè ìåòîäû êîëëîêàöèè è êâàäðàòóð, ñäåðæèâàåòñÿ
ñåðüåçíûìè òðóäíîñòÿìè èõ òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ, îñîáåííî äëÿ óðàâíåíèé ïåð-
âîãî ðîäà [8, 9]. Â äàííîé ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä, ñî÷åòàþùèé â ñåáå
ïðîñòîòó ðåàëèçàöèè ìåòîäà êîëëîêàöèè ñ âîçìîæíîñòüþ ïîëíîãî òåîðåòè÷åñêîãî îáîñ-
íîâàíèÿ. Ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí è âïåðâûå èñïîëüçîâàëñÿ â óïðîùåííîé ôîðìå äëÿ
ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà â ðàáîòàõ [14, 17].

Àïïðîêñèìàöèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ðàçáèåíèÿ åäèíèöû íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèÿ, ñâÿçàí-
íîãî ñ ñèñòåìîé óçëîâûõ òî÷åê, à òàêæå ñîãëàñîâàííîãî ñ ïîðÿäêîì äèñêðåòèçàöèè
ìåòîäà îñðåäíåíèÿ ñëàáî ñèíãóëÿðíûõ ÿäåð èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Â åãî îñíîâå
ëåæèò âîçìîæíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ âûðàæåíèÿìè äëÿ îáú-
åìíûõ ïîòåíöèàëîâ, ïëîòíîñòè êîòîðûõ ëîêàëèçîâàíû âáëèçè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè.
Âîçíèêàþùèå ïðè äèñêðåòèçàöèè ìíîãîêðàòíûå èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü â ÿâíîì âèäå ôîðìóëû äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ
èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ îñîáåííîñòÿìè â ÿäðàõ è èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ
ïðåäâàðèòåëüíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ïîâåðõíîñòè, à äîñòèæåíèå íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè, êàê
ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîèñõîäèò ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëü-
øîì êîëè÷åñòâå òî÷åê äèñêðåòèçàöèè [14 � 18].

Ïðèìåíÿåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñâîäèòü èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè,
îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåìîé íà íåêîòîðóþ �ñòàíäàðòíóþ� ïîâåðõíîñòü, ê èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèÿì, çàäàííûì íà ýòîé �ñòàíäàðòíîé� ïîâåðõíîñòè. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû îñ-
íîâíûå ýòàïû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà, à òàêæå íåêîòîðûå àñïåêòû
åãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè íà âêëþ÷åíèÿõ, ãðàíèöû êîòîðûõ äîïóñ-
êàþò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íà òðåõîñíûé ýëëèïñîèä. Ïðèâåäåíû ðåçóëü-
òàòû òåñòîâûõ è èëëþñòðàòèâíûõ ðàñ÷åòîâ, õàðàêòåðèçóþùèå âîçìîæíîñòè äàííîãî
ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè â òðåõìåðíûõ ïîñòàíîâêàõ.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó äèôðàêöèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí â îäíîðîäíîé áåçãðà-
íè÷íîé ñðåäå ñ âêëþ÷åíèåì (ñì. [7, 19])

∆Φi(e) + k2
i(e)Φi(e) = 0 â Ωi(e), (1)

ρiΦi − ρeΦe = ρeΦ0,
∂Φi

∂n
− ∂Φe

∂n
=

∂Φ0

∂n
íà S, (2)

∂Φe

∂|x| − ikeΦe = o(|x|−1) ïðè |x| → ∞. (3)

Çäåñü Ωi � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç R3 ñî ñâÿçíîé ãðàíèöåé S ∈ C1,β (β > 0), Ωe =
R3\Ωi, n = n(x) � íîðìàëü ê S, íàïðàâëåííàÿ âíå Ωi, â òî÷êå x = (x1, x2, x3). Êîíñòàíòû
γi(e), ρi(e), ci(e) õàðàêòåðèçóþò êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ, ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü çâóêà
ñðåä, çàïîëíÿþùèõ Ωi(e), γi(e) ≥ 0, ρi(e), ci(e) > 0, ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, Φ0 �
çàäàííàÿ êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïîòåíöèàëà ñìåùåíèé àêóñòè÷åñêèõ âîëí â Ωe, Φi,
Φe � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû ïîòåíöèàëîâ ñìåùåíèé ïðîõîäÿùèõ è äèôðàãèðîâàííûõ
àêóñòè÷åñêèõ âîëí â Ωi è Ωe, ki(e) � âîëíîâûå ÷èñëà Ωi(e), k2

i(e) = ω(ω + iγi(e))/c
2
i(e).

Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è äèôðàêöèè (1)�(3) íàçûâàþò ôóíêöèè Φi ∈ C2(Ωi)∩
C1(Ωi), Φe ∈ C2(Ωe)∩C1(Ωe ∪ S), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì Ãåëüìãîëüöà (1), óñëî-
âèÿì ñîïðÿæåíèÿ (2) è óñëîâèþ Çîììåðôåëüäà (3).

Ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) áóäåì èñêàòü â âèäå ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ

Φi(e)(x) = (Ai(e))(x) ≡
∫

S

Gi(e)(x− y)qi(e)(y) dSy, x ∈ Ωi(e). (4)

Çäåñü qi(e) � íåèçâåñòíûå ïëîòíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ, Gi(e) � ôóíäàìåí-
òàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1),

Gi(e)(x) =
exp(iki(e)r)

4πr
, r = |x|.

Ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (4), óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (1) è óñëîâèþ
èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè (3). Ïîäñòàâèâ èõ â óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (2) è âîñïîëüçî-
âàâøèñü ôîðìóëàìè äëÿ ñêà÷êà íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ
[6], ïîëó÷àåì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñî
ñëàáûìè îñîáåííîñòÿìè â ÿäðàõ:

ρiAiqi − ρeAeqe = ρeΦ0,

qi + qe

2
+ Biqi −Beqe =

∂Φ0

∂n
íà S, (5)

ãäå
(Bi(e)qi(e))(x) ≡

∫

S

∂

∂nx

Gi(e)(x− y)qi(e)(y)dSy, x ∈ S.

Òåîðåìà 1 [7, 19]. Çàäà÷à äèôðàêöèè (1)�(3) èìååò íå áîëåå îäíîãî êëàññè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 2 [20]. Çàäà÷à äèôðàêöèè (1)�(3) èìååò íå áîëåå îäíîãî îáîáùåííîãî ðå-
øåíèÿ.
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Òåîðåìà 3 [10, 21]. Ïóñòü S ∈ C l,β (l + β ≥ 1); k2
e íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòî-

òîé çàäà÷è
∆Φ + k2

eΦ = 0 â Ωi, Φ = 0 íà S.

Òîãäà ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (5) êîððåêòíî ðàçðåøèìà ïðè ëþáîé ïðàâîé
÷àñòè Φ0 ∈ C l,β(S), ∂Φ0/∂n ∈ C l−1,β(S) â ïðîñòðàíñòâå ïàð ïëîòíîñòåé qi, qe ∈
C l−1,β(S), ïðè ýòîì ôîðìóëû (4) äàþò ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè (1)�(3).

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé çàäà÷è äèôðàêöèè (1)�(3) ðàññìîòðåí â [12].

2. Àïïðîêñèìàöèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Ìåòîäèêó àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è (5) ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

α(x)q(x) +

∫

S

K(x, y)q(y)dSy = f(x), x ∈ S, (6)

ãäå α, K, f � çàäàííûå ôóíêöèè; q � íåèçâåñòíàÿ ïëîòíîñòü; ÿäðî K ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ñóììû K = B+T ; T � ãëàäêàÿ íà S ôóíêöèÿ; B � ôóíêöèÿ ñ îñîáåííîñòüþ,
êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü âèä

|x− y|−1,
∂|x− y|−1

∂xp
, p = 1, 2, 3.

Ïóñòü {Si}N
i=1 � ïîêðûòèå S âèäà Si = {x ∈ S : |x − x̂i| < hi}, ãäå x̂i � òî÷êè íà

S, à {ϕi}N
i=1 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, îáðàçóþùèõ ðàçáèåíèå åäèíèöû íà S, ïîä÷èíåííîå

ýòîìó ïîêðûòèþ, ò. å.

supp ϕi ⊂ Si, 0 ≤ ϕi(x) ≤ 1,
N∑

i=1

ϕi(x) = 1 ∀ x ∈ S.

Â êà÷åñòâå ϕi áóäåì èñïîëüçîâàòü óäîáíûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè

ϕi(x) =
ϕ∗i (x)∑N

k=1 ϕ∗k(x)
, ϕ∗i (x) =

{
(1− |x− x̂i|2/h2

i )
3, x ∈ Si,

0, x 6∈ Si.
(7)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) áóäåì èñêàòü íà ñåòêå {xi}N
i=1,

xi =
1

ϕi

∫

S

xϕi(x)dSx, ϕi =

∫

S

ϕi(x)dSx, i = 1, 2, . . . , N, (8)

óçëàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ �öåíòðû òÿæåñòè� ôóíêöèè ϕi. Ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

0 < h∗ ≤ |xi − xj| , i 6= j, h∗ ≤ hi ≤ h, h/hi ≤ p0 < ∞, j = 1, 2, . . . , N, (9)

ãäå h∗, h � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå îò N , p0 íå çàâèñèò îò N .
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Âìåñòî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè q, çàäàííîé íà S, áóäåì èñêàòü îáîáùåííóþ ôóíêöèþ
qδS, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

(qδS, η)R3 = 〈q, η〉S, ∀ η ∈ Hα
(
R3

)
, α > 1/2,

ãäå 〈·, ·〉S � îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè íà H−α+1/2(S) × Hα−1/2(S), îáîáùàþùåå ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H0(S) (îïðåäåëåíèÿ è îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Hα(S) ñì., íàïðèìåð, â [22]),

〈q, η〉S ≡
∫

S

qηdS, ∀ q, η ∈ H0(S).

Îáîáùåííóþ ôóíêöèþ qδS áóäåì ïðèáëèæàòü âûðàæåíèåì

q(x)δS(x) ≈
N∑

i=1

qiϕiψi(x), (10)

ãäå qi � ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ êîìïîíåíòû íåèçâåñòíîãî âåêòîðà qh = (q1, q2, . . . , qN),

ψi(x) = (πσ2
i )
−3/2 exp

(−(x− xi)
2/σ2

i

)
x ∈ R3,

σi � ðàäèóñû îñðåäíåíèÿ, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèé õîðîøåé àïïðîêñèìàöèè
ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [17],

σi =

√
2

π

ϕi

ϕ
i

, ϕ
i
=

∫

S

ϕi(y)

|xi − y|dSy

èëè
σi = σ =

1

π

√
|S|
2N

, |S| =
∫

S

dSy.

Àïïðîêñèìàöèÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè qδS, çàäàííîé íà âñåì ïðîñòðàíñòâå R3, â âèäå
(10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åå çàìåíó ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ â R3 ôóíêöèé ψi(x), áëèçêèõ ê 0 âíå äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè S.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè

qiϕi = 〈q, ϕi〉S, ηi =

∫

R3

η(x)ψi(x)dx,

òî ∫

S

η(x)ϕi(x)dS ≈ ηi

è (
N∑

i=1

qiϕiψi, η

)

R3

=
N∑

i=1

qiϕi

∫

R3

η(x)ψi(x)dx =
N∑

i=1

〈q, ϕi〉Sηi =

=

〈
q,

N∑
i=1

ηiϕi

〉

S

≈ 〈q, η〉S ∀ q ∈ H−α+1/2(S), η ∈ Hα
(
R3

)
.
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Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé η

ηi =

∫

R3

η(x)ψi(x)dx = η(xi) + O
(
h2

)
=

1

ϕi

∫

S

η(x)ϕi(x)dS + O
(
h2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ òàêèõ ôóíêöèé η è q ∈ H1(S) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

〈q, η〉S =

〈
q,

N∑
i=1

ϕiη

〉

S

=
N∑

i=1

ηi 〈q, ϕi〉S+
N∑

i=1

qi 〈(η − ηi), ϕi〉S+
N∑

i=1

〈(q − qi)(η − ηi), ϕi〉S =

=
N∑

i=1

ηiqiϕi + O
(
h2

)
=

N∑
i=1

qiϕi

∫

R3

η(x)ψi(x)dx + O
(
h2

)
=

〈
N∑

i=1

qiϕiψi(x), η

〉

R3

+ O
(
h2

)
.

Àïïðîêñèìàöèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ âèäà
(10) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âåñüìà ïðîñòûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãëàâíûõ ÷àñòåé èí-
òåãðàëîâ ñ îñîáåííîñòÿìè â ÿäðàõ è òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàòü ïðèìåíÿåìûé ÷èñëåííûé
ìåòîä ñ �ñàìîðåãóëÿðèçàöèåé� äëÿ ðåøåíèÿ ñëàáîñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ðîäà [17].

Óðàâíåíèå (6) ñ ó÷åòîì âûøåèçëîæåííîãî áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ñèñòåìîé ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

αiqi +
N∑

j=1

ϕiϕj(Bij + Tij)qj = fi, i = 1, 2, . . . , N.

Çäåñü

αi =

∫

S

αϕidS, Bij =

∫

R3

∫

R3

B(x, y)ψi(x)ψj(y)dydx, Tij = T (xi, xj), fi =

∫

S

fϕidS.

Èíòåãðàëû Bij âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë
∫

R3

∫

R3

ψi(x)ψj(y)

|x− y| dydx =
erf (γij)

rij

,

∂

∂xp

∫

R3

∫

R3

ψi(x)ψj(y)

|x− y| dydx = −xp
i − xp

j

(rij)3
erf (γij)(2− µij), (11)

lim
hi→0




∫

R3

ψi(x)g(x)dx−
∫

S

ϕi(x)

ϕi

g(x) dS


 = 0 ∀ i 6= j, p = 1, 2, 3,

ïîëó÷åííûõ â [13] äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ïðè rij → 0. Çäåñü erf (x) � èíòåãðàë
îøèáîê [23], g(x) � ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ â îêðåñòíîñòè óçëîâîé òî÷êè xi è èíòåãðèðóåìàÿ
â R3 ôóíêöèÿ,

σij = (σ2
i + σ2

j )
1/2, µij = 1− 2γij exp(−γ2

ij)

π1/2erf (γij)
, γij = rij/σij, rij = |xi − xj|.

Èíòåãðàëû (11) äëÿ i = j íàõîäÿòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè xj → xi â âûðàæåíèÿõ
äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàâåíñòâ

lim
xj→xi

erf (γij)

rij

=
2

π1/2σii

, lim
xj→xi

xp
i − xp

j

(rij)3
erf (γij)(2− µij) = 0, p = 1, 2, 3. (12)
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3. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
Ïðè àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ÿäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, îäíî èõ êîòîðûõ ñîäåðæèò îñîáåííîñòü
ïðè ñîâïàäåíèè àðãóìåíòîâ, à äðóãîå ãëàäêîå. Èíòåãðàëû, ñîäåðæàùèå ñëàãàåìûå ñ îñî-
áåííîñòÿìè â ÿäðàõ, âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè ïî ôîðìóëàì (11), (12), à èíòåãðàëû
áåç îñîáåííîñòåé � ïî êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îòûñêàíèÿ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ qh

i , qh
e ñèñòåìû (5) ñëåäóþùåãî âèäà:

N∑
j=1

ϕj(ρiAikjqij − ρeAekjqej) = ρeΦ0(xk),

(qik + qek)/2 +
N∑

j=1

ϕj(Bikjqij −Bekjqej) =
∂Φ0(xk)

∂n
, k = 1, 2, . . . , N.

(13)

Çäåñü

Akj = A(rkj) =
erf (γkj)

4πrkj

+
exp(ikrkj)− 1

4πrkj

,

Bkj =
∂A(rkj)

∂n
= − n∗kj

4π(rkj)2
[erf (γkj)µkj + exp(ikrkj) · (1− ikrkj)] ,

n∗kj =
1

rkj

3∑
p=1

(
xp

k − xp
j

)
np

k, nk = n(xk) ïðè k 6= j,

Akk = σkk(1 + ik/σkk)/4π, Bkk = 0.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (13) ïðè j = k, êî-
òîðûå ïî ìîäóëþ áîëüøå îñòàëüíûõ, è íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(5) ñ ìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ ïðèìåíÿþòñÿ òîæäåñòâà, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
Ãàóññà [6]:

q(x)

2
±

∫

S

∂

∂nx

q(y)

4πr
dSy =

q(x)∓ q(x)

2
±

∫

S

(
q(y)

∂

∂nx

+ q(x)
∂

∂ny

)
1

4πr
dSy. (14)

Óëó÷øåíèÿ çäåñü ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî òîæäåñòâà ïîçâîëÿþò âûäåëèòü ãëàâíóþ ÷àñòü ñî-
îòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà è èçáàâèòüñÿ îò îñîáåííîñòè â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè
ïðè ñîâïàäåíèè àðãóìåíòîâ. Ïðè ýòîì ïîñëåäíèå èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
(14) àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
∫

S

q(y)
∂

∂nx

1

rk

dSy ≈
N∑

j=1,j 6=k

n∗kjϕjqj

(rkj)2
,

∫

S

∂

∂ny

1

rk

dSy ≈
n∗jkϕj

(rkj)2
, rk = |x− xk|, k = 1, N.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) â ëþáûõ òî÷êàõ îáëàñòåé Ωi è Ωe íàõîäèì,
çàìåíÿÿ èíòåãðàëû (4) âûðàæåíèÿìè

Φi(e)(x) =
N∑

j=1

[
Gi(e)(x, xj)− 1− erf (rj/σj)

4πrj

]
qi(e)jϕj, x ∈ Ωi(e).
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4. Àïïðîêñèìàöèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
íà �çâåçäíîé� ïîâåðõíîñòè

Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé S, äîïóñêàþùèõ âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå íà òðåõîñíûé ýëëèïñîèä Γ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâå-
ñòè çàäà÷ó ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) íà òàêîé ïîâåðõíîñòè ê ðåøåíèþ ñèñòåìû íà ïîâåðõíî-
ñòè Γ, êîòîðóþ áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå �ñòàíäàðòíîé�. Ïîëóîñè ýëëèïñîèäà ïðè
ýòîì ìîãóò âûáèðàòüñÿ èñõîäÿ èç âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ íà íåì ïî÷òè ðàâíîìåð-
íûõ ñåòîê.

Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ïðîöåäóðó ëîêàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ýëëèïñîèäà Γ. Ïóñòü Γ �
ýëëèïñîèä, êîòîðûé â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

3∑
p=1

(
xp

ap

)2

= 1.

Çàäàäèì ñåòêó xj ∈ Γ è ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû yj = (y1
j , y

2
j , y

3
j ) (j = 1, N) òàê, ÷òîáû â

îêðåñòíîñòè óçëîâîé òî÷êè xj ∈ Γ óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè Γ èìåëî âèä y3
j = fj(y

1
j , y

2
j ).

Ñåòêó íà ýëëèïñîèäå Γ âûáåðåì, ðàâíîìåðíî ðàñïîëàãàÿ óçëîâûå òî÷êè íà ýëëèï-
ñàõ, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ ïðè åãî ïåðåñå÷åíèè ñ ïëîñêîñòÿìè, îðòîãîíàëüíûìè îñè x2 è
ðàâíîîòñòîÿùèìè äðóã îò äðóãà â ìåòðèêå Γ. Ïàðàìåòðèçàöèþ Γ â îêðåñòíîñòè óçëî-
âîé òî÷êè xj = (x1

j , x
2
j , x

3
j) îñóùåñòâèì ïðîåêòèðîâàíèåì åå íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü,

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç xj. Ïóñòü nj = (n1
j , n

2
j , n

3
j) � íîðìàëü ê ýòîé ïëîñêîñòè. Âûáåðåì

íàïðàâëÿþùèé âåêòîð Ip (p ∈ {1, 2, 3}) ñèñòåìû Ox1x2x3 èç óñëîâèÿ

|njIp| = min
m∈[1,3]

|njIm|.

Îðòû ej1, ej2, ej3 ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oy1
j y

2
j y

3
j îïðåäåëèì âûðàæåíèÿìè

ej1 =
Ip − nj(njIp)

|Ip − nj(njIp)| , ej2 = nj × ej1, ej3 = nj.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ îá àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà �çâåçä-
íîé� ïîâåðõíîñòè S ∈ C1,β (β > 0). Òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èç òî÷åê, êîòîðûå â
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

(x1, x2, x3) = R(ϕ, θ) (a1 cos ϕ sin θ, a2 sin ϕ sin θ, a3 cos θ) , 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π,
(15)

ãäå R ∈ C1,β([0, 2π]× [0, π]) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

à) R(ϕ, θ) > 0 äëÿ âñåõ ϕ ∈ [0, 2π], θ ∈ [0, π],

á) lim
τ1→0

∂pR(τ1, τ2)

∂τ p
k

= lim
τ1→2π

∂pR(τ1, τ2)

∂τ p
k

, lim
τ2→0,π

∂pR(τ1, τ2)

∂τ p
k

= 0, p = 0, 1, k = 1, 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì â òî÷êå x = 0 è ïîëóîñÿìè a1, a2, a3, ò. å. â
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ òî÷êè Γ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

(x1, x2, x3) = (a1 cos ϕ sin θ, a2 sin ϕ sin θ, a3 cos θ) , 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π.
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Çàäàííûå íà ïîâåðõíîñòè S èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñèñòåìû (5), èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-
íèå (13), ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì [13, 14]:

∫

S

K(x, y)q(y) dSy =

∫

Γ

K̃(x̃, ỹ)q̃(ỹ)J(ỹ) dΓỹ =
N∑

j=1

∫

Γj

K̃(x̃, ỹ)ϕj(ỹ)q̃(ỹ)J(ỹ) dΓỹ =

=
N∑

j=1

∫

Dj

K̃ ′(x̃′, ỹ′)ϕ′j(ỹ
′)q̃′(ỹ′)|gj(ỹ

′)| dỹ1
j dỹ2

j , (16)

ãäå K(x, y) � ÿäðà èíòåãðàëîâ ñèñòåìû (5); q � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â
òî÷êàõ íà ïîâåðõíîñòè S; K̃, K̃ ′, q̃, q̃′, ϕj, ϕ′j � âûðàæåíèÿ äëÿ K, q è ϕj â êîîðäèíàòàõ
ïîâåðõíîñòè Γ è ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ỹ′j = (ỹ1

j , ỹ
2
j , ỹ

3
j ); J � ìîäóëü ÿêîáèàíà ïðåîáðà-

çîâàíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê ïîâåðõíîñòè S ê êîîðäèíàòàì òî÷åê ïîâåðõíîñòè Γ; (ỹ1
j , ỹ

2
j ) �

ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ïîâåðõíîñòè Γ â îêðåñòíîñòè Γj; ỹp = ỹp(ỹ
′
j) (p = 1, 2, 3), ỹ′j ∈ Dj;

Dj � ïðîîáðàç Γj â ñèñòåìå ỹ′j; |gj(ỹ
′
j)| � äèñêðèìèíàíò ìåòðè÷åñêîé ôîðìû ïîâåðõíî-

ñòè â ñèñòåìå ỹ′j.
Êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S â ëþáîé òî÷êå x

îïðåäåëèì èç ñîîòíîøåíèé

np(x) = Pp(
3∑

l=1

(Pl)
2)−1/2, p = 1, 2, 3,

ãäå

Pp =
3∑

t,m=1

εptm
∂xt

∂θ

∂xm

∂ϕ
,

∂xt

∂τk

=
∂R(θ, ϕ)

∂τk

x̃t + R(θ, ϕ)
∂x̃t

∂τk

,

∂x̃t

∂τk

= atνk,t, k = 1, 2, t = 1, 2, 3,

τ1 = θ, τ2 = ϕ, ν1,1 = ω2ω4, ν1,2 = ω2ω3, ν1,3 = −ω1,

ν2,1 = −ω1ω3, ν2,2 = ω1ω4, ν2,3 = 0,

ω1 = sin θ, ω2 = cos θ ω3 = sin ϕ, ω4 = cos ϕ,

çäåñü εptm � ñèìâîë Ëåâè�×èâèòà.

5. Âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ
Èíòåãðàëû ϕj, ϕ

j
, âõîäÿùèå â êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (13), ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ

(15), (16), çàïèøåì â âèäå ôóíêöèé òî÷åê x̃ �ñòàíäàðòíîé� ïîâåðõíîñòè Γ:

ϕj =

∫

Γ

ϕj(ỹ)J(ỹ)dΓỹ, ϕ
j
=

∫

Γ

ϕj(ỹ)J(ỹ)

|xj − y(ỹ)|dΓỹ, j = 1, 2, . . . , N. (17)

Èõ çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì.
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Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ ϕj ïåðåéäåì ñíà÷àëà ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïðåäñòàâëå-
íèþ Γ â ñèñòåìå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (ỹ′j), à çàòåì ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû è
ïðèâåäåì ϕj ê âèäó

ϕj =

∫

Dj

ϕ̃′j(ỹ
′
j)J(ỹ′j)

√
gj(ỹ′j)dDỹ′j =

∫

Dj

Φ′
j(ỹ

′
j)(1− |ỹ′j/hj|2)3dDỹ′j =

= (hj)
2

∫ 1

0

(1− ρ2)3ρ

∫ 2π

0

Φ′
j(ρ, ψ)dψdρ. (18)

Çäåñü ϕ̃′j � âûðàæåíèÿ ϕj â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ñâÿçàííûõ ñ óçëîâîé òî÷êîé xj;
Φ′

j � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ãëàäêîñòü êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ãëàäêîñòüþ ïîâåðõíîñòè
S è ôóíêöèé, îáðàçóþùèõ ðàçáèåíèå åäèíèöû. Òàê êàê èíòåãðàëû (18) îò ëþáîãî îä-
íî÷ëåíà, ñîäåðæàùåãî íå÷åòíóþ ñòåïåíü êàêîé-ëèáî êîîðäèíàòû, ðàâíÿþòñÿ íóëþ [24],
òî ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé z = ρ2 ïîëó÷àåì

ϕj =
(hj)

2

2

∫ 1

0

(1− z)3

2π∫

0

Φ′
j(z, ψ)dψdz ≈ π(hj)

2

Nk

Nz∑

k=1

Ck

Nψ∑

l=1

Φ′
j

(
zk,

2πl

Nψ

)
. (19)

Îïòèìàëüíûå âåñà Ck è óçëû zk äëÿ (19) ïðè ðàçëè÷íûõ Nz èìåþòñÿ â [25]. Ïîëîæèì
Nψ = 4Nz. Òîãäà àëãåáðàè÷åñêèå ïîðÿäêè òî÷íîñòè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ïî z è ψ
áóäóò îäèíàêîâûìè è ðàâíûìè 4Nz − 1.

Èíòåãðàëû ϕ
j
ñîäåðæàò îñîáåííîñòè â ÿäðàõ ïðè y → xj. Èõ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü

ê âèäó

ϕ
j

=

∫

Dj

ϕ̃′j(ỹ
′
j)J(ỹ′j)

|xj − y(ỹ′j)|
√

gj(ỹ′j) dDỹ′j =

∫

Dj

Φ′′
j (ỹ

′
j)(1− ρ/hj)

3ρ−1 dDỹ′j =

= hj

∫ 1

0

(1− z)3

2π∫

0

Φ′′
j (zhj, ψ) dψdz. (20)

Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ (20) ïîëó÷èì çàìåíîé ýòèõ èíòåãðàëîâ ïî z è ψ
êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè, èìåþùèìè âèä

ϕ
j
≈ 2πhj

Nk

Nz∑

k=1

ωk

Nψ∑

l=1

Φ′′
j

(
zkhj,

2πl

Nk

)
. (21)

Â (21) ωk è zk âûáåðåì òàêèå, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ìàêñèìàëüíûé àëãåáðàè÷åñêèé
ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñ âåñîì (1 − z)3. Òîãäà ïðè Nψ = 4Nz ïîðÿäîê
òî÷íîñòè ôîðìóëû (20) áóäåò ðàâíûì 4Nz − 1 (ñì. [24, 25]).

6. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
Èçëîæåííûé âûøå àëãîðèòì äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåàëèçóåòñÿ êàê íà ðåãóëÿðíûõ, òàê è
íà íå ðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ è ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèå çàäà÷ äèôðàê-
öèè ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå òî÷åê äèñêðå-
òèçàöèè. Íà åãî îñíîâå ñîçäàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì íà ÝÂÌ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
òðåõìåðíûõ çàäà÷ äèôðàêöèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí íà �çâåçäíûõ� âêëþ÷åíèÿõ.
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Ïðèìåíåíèå ïðåäâàðèòåëüíîãî ñâåäåíèÿ ñèñòåìû ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïî �ñòàíäàðòíîé� ïîâåðõíîñòè â âèäå òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà
ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ñåòîê è äåëàåò àëãîðèòì áîëåå óíèâåð-
ñàëüíûì. Ðàíåå òàêîé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòîê ïðè ÷èñëåííîé ðåà-
ëèçàöèè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ìåòîäîì êîëëîêàöèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîñòðàí-
ñòâåííîé çàäà÷è äèôðàêöèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí íà óïðóãîì òåëå [13, 14].

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (13) ñ íå î÷åíü áîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ äèñêðåòè-
çàöèè N (N < 500) ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä Ãàóññà ñ âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà â ñòðîêå, à
ïðè N > 500 � îáîáùåííûé ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES) [26].

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Φap
i , Φap

e � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è, ïîëó÷åííîå â ðå-
çóëüòàòå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, Φi, Φe � òî÷íîå ðåøåíèå, δi =

‖Φap
i − Φi‖L2(Ωi)

‖Φi‖L2(Ωi)

× 100,

δe =
‖Φap

e − Φe‖L2(Ω̃e)

‖Φe‖L2(Ω̃e)

× 100 � îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ, ‖ · ‖L2 � ñåòî÷íàÿ

L2-íîðìà, Ω̃e � øàð, ñîäåðæàùèé Ωi, ñ ðàäèóñîì ≈ 10R, ãäå R � õàðàêòåðíûé ðàçìåð
îáëàñòè Ωi.

Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìîâ è ñîçäàííîãî ïðîãðàììíîãî êîì-
ïëåêñà ðåøàëèñü ñëåäóþùèå òåñòîâûå çàäà÷è (ïðèìåðû 1 � 3).

Ïðèìåð 1. Ïåðâàÿ âíóòðåííÿÿ (âíåøíÿÿ) êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ôóíêöèþ
Φi (Φe), óäîâëåòâîðÿþùóþ â Ωi (â Ωe) óðàâíåíèþ (1) è êðàåâîìó óñëîâèþ

Φi(x) = exp(ikix
3)

(
Φe(x) = exp(iker)/(4πr)

)
, x ∈ S,

à òàêæå óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ (3) â ñëó÷àå âíåøíåé çàäà÷è; Ωi � âíóòðåííîñòü ýëëèïñîèäà
ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0, 0) è ïîëóîñÿìè (0.75, 1, 0.5),

ω = 1, γi(e) = 0, ρi = 1, ρe = 2, ci(e) = 1.

Çäåñü è äàëåå r = |x|. Òî÷íîå ðåøåíèå èìååò âèä

Φi(x) = exp(ikix
3), x ∈ Ωi

(
Φe(x) = exp(iker)/(4πr), x ∈ Ωi

)
. (22)

Íà ðèñ. 1, à ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé δi è δe âíóò-
ðåííåé è âíåøíåé çàäà÷è ñîîòâåòñòâåííî îò ÷èñëà N òî÷åê äèñêðåòèçàöèè äëÿ ïåðâîé
êðàåâîé çàäà÷è.

à á

Ðèñ. 1. Ïîãðåøíîñòè δi è δe: à � äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è; á � äëÿ âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è
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Ïðèìåð 2. Âòîðàÿ âíóòðåííÿÿ (âíåøíÿÿ) êðàåâàÿ çàäà÷à. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ
â îòûñêàíèè ôóíêöèè Φi (Φe), óäîâëåòâîðÿþùåé â Ωi (â Ωe) óðàâíåíèþ (1) è êðàåâîìó
óñëîâèþ

∂Φi(x)

∂n
= ikin

3(x) exp(ikix
3)

(
∂Φi(x)

∂n
=

iker − 1

4πr3
exp(iker)

3∑
p=1

npxp

)
, x ∈ S,

à òàêæå óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ (3) â ñëó÷àå âíåøíåé çàäà÷è; Ωi � øàð ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò åäèíè÷íîãî ðàäèóñà,

ω = 1, γi(e) = 0, ρi = 1, ρe = 2, ci(e) = 0, 05.

Òî÷íîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (22). Íà ðèñ. 1, á ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñè-
ìîñòè îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé δi è δe âíóòðåííåé è âíåøíåé çàäà÷è ñîîòâåòñòâåííî
îò ÷èñëà N òî÷åê äèñêðåòèçàöèè äëÿ âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è.

Ïðèìåð 3. Çàäà÷à äèôðàêöèè (1)�(3). Ïóñòü Ωi � âíóòðåííîñòü ýëëèïñîèäà
S ñ öåíòðîì (0, 0, 0) è ïîëóîñÿìè (0.75, 1, 0.5). Ïàðàìåòðû ñðåä ω = 1, ρi = 1, ρe = 2,
γi(e) = 0. Ïîëîæèì

Φ0 =
ρiΦ

∗
i − ρeΦ

∗
e

ρe

,
∂Φ0

∂n
=

∂Φ∗
i

∂n
− ∂Φ∗

e

∂n
,

ãäå

Φ∗
i = exp(ikix

3), Φ∗
e =

exp(ike|x− y|)
4π|x− y| , y = (0, 0, 0.3).

Òîãäà ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè Φi = Φ∗
i , Φe = Φ∗

e. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè δi (δe) îò ÷èñëà N òî÷åê äèñêðåòèçà-
öèè äëÿ âàðèàíòîâ ci = 0.8, ce = 1; ci = 0.6, ce = 0.5.

Ïðèìåð 4. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äèôðàêöèè (1)�(3). Ïîâåðõíîñòü âêëþ-
÷åíèÿ S = S1, ãäå S1 ñîñòîèò èç òî÷åê x = (x1, x2, x3), îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè

(x1, x2, x3) = R(θ)
(
α1 cos ϕ sin θ, α2 sin ϕ sin θ, α3 cos θ

)
, θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π),

à á

Ðèñ. 2. Ïîãðåøíîñòè δi â Ωi (à) è δe â Ωe (á)
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R(θ) = 2− (θ/1.1)1.1

(
(π − θ)/1.8

)1.5

, α1 = 0.75, α2 = 1, α3 = 0.5, (23)

ïîêàçàíà íà ðèñ. 3, á. Èñòî÷íèê àêóñòè÷åñêèõ âîëí � ïëîñêàÿ âîëíà âèäà

Φ0(x) = exp(ikex
3).

Ïàðàìåòðû ñðåäû è âêëþ÷åíèÿ ñëåäóþùèå:

ci = 0.1, ce = 0.18, ρi = 1, ρe = 3, ω = 1, γi(e) = 0.

Êîëè÷åñòâî òî÷åê äèñêðåòèçàöèè N = 970.
Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ëèíèè óðîâíÿ è ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè

η(Φ) = |Φap + Φ0| − |Φ0|
íà êâàäðàòå |x1,2| ≤ 4.5, x3 = 0. Ðèñóíêè 4, à è á ïîçâîëÿþò ñóäèòü î ìåñòîïîëîæåíèè,
ðàçìåðàõ è ôîðìå òåëà, à òàêæå î ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ âìåùàþùåé ñðåäû è âêëþ-
÷åíèÿ. Âèäíî, ÷òî îáëàñòü íàèáîëüøèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè η(Φ) íàõîäèòñÿ íàä òåëîì

à á

Ðèñ. 3. Ïîâåðõíîñòè S1 (à) è S2 (á)

à á

Ðèñ. 4. Ëèíèè óðîâíÿ η(Φ) (à) è ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü η(Φ) äëÿ ïðèìåðà 4 (á)
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è åå ðàçìåðû âäîëü îñè x2 áîëüøå, ÷åì âäîëü îñè x1. Òî÷êà ìàêñèìóìà ðàñïîëîæåíà
íàä öåíòðîì òåëà. Ïëîñêîñòè x1 = 0 è x2 = 0 ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿìè ñèììåòðèè çàäà÷è.

Ïðèìåð 5. Îòëè÷èÿ îò ïðèìåðà 4: S = S2, ïîâåðõíîñòü S2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëà-
ìè (4), ãäå

R(θ) = −0.5
(
cos 2θ + (1.1− sin2 2θ)1/2

)1/2
+ 1.25, α1 = 0.75, α2 = 1, α3 = 0.5;

ïàðàìåòðû ñðåäû

ci = 0.4, ce = 0.27, ρi = 1, ρe = 1, γi(e) = 0.

Íà ðèñ. 3, à ïîêàçàíà ïîâåðõíîñòü S2, íà ðèñ. 5 � ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ.
Êàê è äëÿ ïðèìåðà 4, ðèñ. 5, à è á ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ìåñòîïîëîæåíèå, ðàçìåð

è ôîðìó òåëà. Èçìåíåíèå ôîðìû òåëà è çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âêëþ÷åíèÿ ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî çäåñü ëèíèè óðîâíÿ èìåþò íåñêîëüêî èíîé âèä.

à á

Ðèñ. 5. Ëèíèè óðîâíÿ η(Φ) (à) è ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü η(Φ) äëÿ ïðèìåðà 5 (á)

à á

Ðèñ. 6. Ëèíèè óðîâíÿ η(Φ) (à) è ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü η(Φ) äëÿ ïðèìåðà 6 (á)
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Ïðèìåð 6. Îòëè÷àåòñÿ îò ïðèìåðà 5 òåì, ÷òî âêëþ÷åíèå èìååò äðóãóþ îðèåíòà-
öèþ â ïðîñòðàíñòâå. Óãëû íàêëîíà îñåé âêëþ÷åíèÿ, îòëîæåííûå îò ïîëîæèòåëüíîãî
íàïðàâëåíèÿ îñåé Ox2 è Ox3 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ðàâíû π/4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6. Çäåñü âèäíà ñèììåòðè÷íîñòü ëèíèé óðîâíÿ îòíîñèòåëüíî îñè
Ox2. Îáëàñòü íàèáîëüøèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè η(Φ) â îòëè÷èå îò ðèñ. 4, à è á ñìåùåíà â
ñòîðîíó ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé îñè Ox2.

Ïðèìåð 7. Â îòëè÷èå îò ïðèìåðà 5 ïàäàþùåå ïîëå ñîçäàåòñÿ òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì
âèäà

Φ0(x) =
exp(ike|x− y|)

|x− y| ,

ðàñïîëîæåííûì â òî÷êå y = (0,−2, 2); ïàðàìåòðû ñðåä ñëåäóþùèå:

ci = 0.4, ce = 0.2, ρi = 3, ρe = 2, γi(e) = 0.

à á

Ðèñ. 7. Ëèíèè óðîâíÿ η(Φ) (à) è ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü η(Φ) äëÿ ïðèìåðà 7 (á)

à á

Ðèñ. 8. Ëèíèè óðîâíÿ η(Φ) (à) è ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü η(Φ) äëÿ ïðèìåðà 8 (á)
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Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíû ëèíèè óðîâíÿ è ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè η(Φ) íà êâàä-
ðàòå |x1,2| ≤ 4.5, x3 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ëèíèè óðîâíÿ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè
Ox2 è óêàçûâàþò íà ðàñïîëîæåíèå èñòî÷íèêà àêóñòè÷åñêèõ âîëí. Èñ÷åçàåò ëîêàëüíûé
ìàêñèìóì â öåíòðå òåëà âêëþ÷åíèÿ.

Ïðèìåð 8. Îòëè÷àåòñÿ îò ïðèìåðà 7 òîëüêî ïîëîæåíèåì èñòî÷íèêà, êîòîðûé ðàñ-
ïîëîæåí â òî÷êå y = (−2, 2,−2). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8. Âèäíî,
÷òî èçìåíåíèå êîîðäèíàò èñòî÷íèêà ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ñèììåòðèè ëèíèè óðîâíÿ
(â äàííîì ñëó÷àå îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Ox1 = −Ox2).

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî ïðåäëàãàåìûé
ìåòîä ïîçâîëÿåò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ íàõîäèòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî
øèðîêîãî êðóãà òðåõìåðíûõ çàäà÷ äèôðàêöèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí. Ïðè ýòîì îí íå òðå-
áóåò ñëèøêîì áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è îáåñïå÷èâàåò ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü
âû÷èñëåíèé äàæå ïðè âåñüìà íåáîëüøîì ÷èñëå óçëîâ äèñêðåòèçàöèè.
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