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×èñëåííîå èññëåäîâàíèå íåçàâèñèìîé àïïðîêñèìàöèèãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ðåøåíèÿõñ ðàçðûâàìè ïðîèçâîäíûõ∗Ä.À. È÷åòîâêèíÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �îññèÿe-mail: neo�211.ruÂ.È. ÏààñîíåíÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: paas�it.ns.ru�àáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì öèêëà ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ ÷èñëåííîìó èññëå-äîâàíèþ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàç-ðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè, â êîòîðûõ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñïðîèçâîëüíûì ïîðÿäêîì íåïîñðåäñòâåííî, áåç ïðèâëå÷åíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ è åãî ïðîäîëæåííîé ñèñòåìû. Âîïðîñû òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ìå-òîäà è åãî âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ ðàíåå îáñóæäàëèñü íà ñòðàíèöàõ æóðíàëà �Âû-÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè�, à ïðåäìåòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîäòâåðæäå-íèå ïîðÿäêîâ ñõîäèìîñòè â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ íà ðåøåíèÿõ ñ ðàçðûâàìèïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: îäíîñòîðîííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîòîêà, ìíîãîòî÷å÷íûå ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ, ìíîãîòî÷å÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîòîêà, êîìïàêòíàÿ ñõåìà, íåîä-íîðîäíàÿ îáëàñòü, àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñõåìà âûñîêîãî ïîðÿäêàòî÷íîñòè, âûñîêîòî÷íàÿ ñõåìà.ÂâåäåíèåÈçâåñòíî, ÷òî ìíîãèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðî-ãî ïîðÿäêà, â òîì ÷èñëå è ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè, â îðòîãîíàëüíûõ êîîðäè-íàòíûõ ñèñòåìàõ ìîãóò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû ñ ÷åòâåðòûì ïîðÿäêîì îòíîñèòåëüíîøàãîâ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè íà êîìïàêòíîì øàáëîíå, íå âûñòóïàþùåì çà ïðåäåëû

3 × 3 × ... × 3-òî÷å÷íîãî øàáëîíà (ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄). Äëÿ ïðèìåíåíèÿ âûñîêîòî÷-íûõ ñõåì è â çàäà÷àõ ñ ðàçðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè íåîáõîäèìî ðåøèòü âîïðîñ îáàïïðîêñèìàöèè ñ àäåêâàòíîé òî÷íîñòüþ âíóòðåííèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ñðåäè ñóùå-ñòâóþùèõ ïîäõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû îòìåòèì ìåòîäû [3, 4℄. Ïåðâûé áàçè-ðóåòñÿ íà òðåáîâàíèè ãëàäêîñòè ïîòîêà â òî÷êàõ ðàçðûâà ïðîèçâîäíîé, è åãî îáîáùåíèåíà äâóìåðíûé ñëó÷àé ïðîáëåìàòè÷íî, âòîðîé îñíîâàí íà ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèÿõçàêîíà ñîõðàíåíèÿ â áàëàíñíûõ ÿ÷åéêàõ.
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 08-01-00264) è èíòåãðàöèîííîãîïðîåêòà ÑÎ �ÀÍ � 103.© ÈÂÒ ÑÎ �ÀÍ, 2010. 77



78 Ä.À. È÷åòîâêèí, Â.È. ÏààñîíåíÀâòîðû íàñòîÿùåé ñòàòüè ñ÷èòàþò, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ óíèâåðñàëüíîñòè ïîäõîäà (îò-íîñèòåëüíî õàðàêòåðà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîðÿäêà òî÷íîñòè, òèïà ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòîãî, ãèáêîãî, óäîáíîãî äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ è õîðîøîñòðóêòóðèðîâàííîãî àëãîðèòìà öåëåñîîáðàçíî â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íåïîñðåäñòâåííîèñïîëüçîâàòü îäíîñòîðîííèå ðàçíîñòíûå àíàëîãè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðè ýòîì íåîá-õîäèìàÿ òî÷íîñòü â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà âûáîðîì äîñòàòî÷íî-ãî ÷èñëà òî÷åê â îäíîñòîðîííåé àïïðîêñèìàöèè ïîòîêà. Â îáùåì âèäå òàêîé ïîäõîäñ�îðìóëèðîâàí è èññëåäîâàí â [5℄, à â [6℄ ïðåäëîæåíà ýêâèâàëåíòíàÿ ïàðàëëåëüíàÿòåõíîëîãèÿ äëÿ åãî ðåàëèçàöèè. Ìåòîä óñòîé÷èâ è óíèâåðñàëåí, ïðèãîäåí äëÿ óñëîâèéÍåéìàíà, äëÿ óñëîâèé òðåòüåãî ðîäà è óñëîâèé ðàâåíñòâà ïîòîêîâ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëàðàçëè÷íûõ ñðåä.Ïðåäñòàâëåííûé çäåñü ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì äàííîãî öèêëà ðàáîò è ïî-ñâÿùåí ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ àëãîðèòìîâ òàêîãî òèïà íà îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõçàäà÷àõ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ðàçðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè. Íåîáõîäèìîñòü ÷èñëåííîãîýêñïåðèìåíòà âûçâàíà òåì, ÷òî èíîãäà íàëè÷èå ðàçðûâîâ â êîý��èöèåíòàõ íå ïîçâîëÿ-åò ïîëó÷èòü â ðàñ÷åòàõ îøèáêó îæèäàåìîãî ïîðÿäêà, âû÷èñëåííîãî èç òåîðèè, êîòîðàÿîáû÷íî ïðåäïîëàãàåò äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ. Ïðåäëàãàåìûå çäåñü ÷èñëåííûåèññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîâåäåíû ñ öåëüþ ïîäòâåðæäåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïó-òåì èçó÷åíèÿ ðåàëüíî íàáëþäàåìûõ ïîðÿäêîâ ñõîäèìîñòè.1. Ïîñòàíîâêà îäíîìåðíîé ðàçíîñòíîé çàäà÷èÏóñòü x0, x1, ..., xr � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ïðîñòðàíñòâåííîé êî-îðäèíàòû x, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé êîîðäèíàòû ãðàíèö îäíîðîäíûõ ñëîåâ xj−1 <x<xj ,
(j = 1, ..., r) ñ ïîñòîÿííûìè òåïëî�èçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè.Âíóòðè êàæäîãî ñëîÿ ðåøåíèå U(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòèíà èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t < T
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×èñëåííîå èññëåäîâàíèå íåçàâèñèìîé àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé... 79ãäå E � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, Λ � îáû÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äâîéíîãî äè��åðåíöè-ðîâàíèÿ, à âåñ ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà òî÷íîñòè âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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.Òàêèì îáðàçîì, âî âíóòðåííèõ óçëàõ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ñëîÿ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèåïðèâîäèòñÿ ê ñèììåòðè÷íûì òðåõòî÷å÷íûì (âðåìåííîé èíäåêñ îïóùåí) ñîîòíîøåíèÿì

a ui−1 + b ui + a ui+1 = Fi,ãäå F � ðåçóëüòàò îïåðàöèé íàä çíà÷åíèÿìè �óíêöèè u íà íèæíåì ñëîå è ïðàâîé÷àñòè f óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.Òàê êàê òåïëî�èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè è øàã ñåòêè â ïðåäåëàõ ñëîÿ ïîñòîÿííû,òî c, λ è h, à òàêæå êîý��èöèåíòû ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñëåäîâàëî áû ñíàáäèòüèíäåêñîì, îçíà÷àþùèì íîìåð ñëîÿ, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò òåêóùèé óçåë ñåòêè. Çäåñüè íèæå áóäåì åãî îïóñêàòü, ïîäðàçóìåâàÿ çàâèñèìîñòü ýòèõ âåëè÷èí îò íîìåðà ñëîÿ.Ïåðâûå ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå âî âíåøíèå è âíóòðåííèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, àï-ïðîêñèìèðóåì, ïðèìåíÿÿ îäíîñòîðîííèå ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè íà (s+1)-òî÷å÷íîì øàá-ëîíå. �àçíîñòü �âïåðåä� èìååò âèä
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80 Ä.À. È÷åòîâêèí, Â.È. ÏààñîíåíÏðè ñðàâíåíèè ìåòîäîâ ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà óñëîâèìñÿ èñïîëüçîâàòü äâóõ- è òðåõ-òî÷å÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ñî÷åòàíèè ñ ÷èñòî íåÿâíîé ñõåìîé, à â ñî÷åòàíèè ñ êîì-ïàêòíîé ñõåìîé � ÷åòûðåõ- è ïÿòèòî÷å÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèåñòåñòâåííîì ïðåäïîëîæåíèè τ = O(h2) ïîëó÷èì ðàçíîñòíûå ñõåìû ïåðâîãî, âòîðîãî,òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî h, ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåìîäíîñòîðîííèõ ðàçíîñòåé íà ðàçëè÷íûõ øàáëîíàõ.2. Ìíîãîìåðíûå ðàçíîñòíûå êðàåâûå çàäà÷èÂ äâóìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿóðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â îáëàñòè, ñîñòàâëåííîé èç ïîëîñ, çàíÿòûõ ìàòåðèàëàìèñ ðàçëè÷íûìè ïîñòîÿííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïðè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ êîý��èöèåí-òàõ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå, àïïðîêñèìèðóþùåå ñ ïîãðåøíîñòüþ O(τ 2 + h4) óðàâíåíèåòåïëîïðîâîäíîñòè âî âíóòðåííèõ óçëàõ ïîäîáëàñòåé, ïîëó÷àåòñÿ �àêòîðèçàöèåé ñõåìûñ âåñàìè ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ âåñîâ îñðåäíåíèÿ
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, k = 1, 2.Íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä èñïîëüçîâàíû îäíîìåðíûå ðàçíîñòíûå óñëîâèÿ ðàâåíñòâàïîòîêîâ ïîðÿäêà s, îïèñàííûå âûøå. Ïðè ýòîì, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ðàññìîòðèìâàðèàíòû s = 1 è s = 2 äëÿ ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà è s = 3 è s = 4 äëÿ êîìïàêòíîéñõåìû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ �èêñàöèåé åñòåñòâåííîãî ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
τ è h. Òîãäà ñ ó÷åòîì òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èìååì ÷åòûðå ñõåìûïîðÿäêà O(hs) äëÿ çíà÷åíèé s ≤ 4. Ñðàâíåíèå ïðîâîäèëîñü òàêæå ñ ðàñ÷åòàìè ïî ñõåìåñêâîçíîãî ñ÷åòà (ÑÑ) ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè.Äëÿ ñõåìû â äðîáíûõ øàãàõ ïî ëèíèÿì ñåòêè ñ ó÷åòîì ðàçíîñòíûõ ãðàíè÷íûõ óñëî-âèé íà êàæäîì âðåìåíí�oì øàãå ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì �îðìèðóþòñÿ îäíîìåðíûå ðàç-íîñòíûå çàäà÷è òàêîãî æå òèïà, ÷òî è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Êàæäàÿ èç îäíîìåðíûõñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ê êîòîðûì ñâîäèòñÿ îáùàÿ çàäà÷à, èìååòïî÷òè òðåõäèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó. Íèæå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíû äâà �ðàã-ìåíòà ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ s = 4. Äëÿ êîìïàêòíîñòèçàïèñè çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

βj =
µ0

h1

αj , γ−

j =
λ
−

h
−

αj , γ+

j =
λ+

h+

αj .Ïåðâûé �ðàãìåíò ñîîòâåòñòâóåò îêðåñòíîñòè ëåâîé ãðàíèöû ìíîãîñëîéíîãî ïàêåòà:
−ν0 + β0 β1 β2 β3 β4 0 0 · · · −φ0

a+ b+ a+ 0 0 0 0 · · · F1

0 a+ b+ a+ 0 0 0 · · · F2

0 0 a+ b+ a+ 0 0 · · · F3

0 0 0 a+ b+ a+ 0 · · · F4



×èñëåííîå èññëåäîâàíèå íåçàâèñèìîé àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé... 81Âòîðîé �ðàãìåíò èëëþñòðèðóåò ñòðóêòóðó ìàòðèöû â îêðåñòíîñòè ëþáîé ãðàíèöûðàçäåëà ñðåä:
a
−

b
−

a
−

0 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · Fi−4

0 a
−

b
−

a
−

0 0 0 0 0 0 · · · Fi−3

· · · 0 a
−

b
−

a
−

0 0 0 0 0 · · · Fi−2

· · · 0 0 a
−

b
−

a
−

0 0 0 0 · · · Fi−1

0 γ−

4 γ−

3 γ−

2 γ−

1 γ−

0 + γ+

0 γ+

1 γ+

2 γ+

3 γ+

4 0 0
· · · 0 0 0 0 a+ b+ a+ 0 0 · · · Fi+1

· · · 0 0 0 0 0 a+ b+ a+ 0 · · · Fi+2

· · · 0 0 0 0 0 0 a+ b+ a+ 0 Fi+3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 0 a+ b+ a+ Fi+4Åñëè ðàçáèâàòü êàæäûé ñëîé íå ãðóáåå, ÷åì íà s øàãîâ, òî �äëèííûå� óñëîâèÿ íàñîñåäíèõ ãðàíèöàõ íå áóäóò �ïåðåïëåòàòüñÿ� ìåæäó ñîáîé, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé ìåòîäà �àóññà ïîíèçèòü èõ äëèíó, âû÷èòàÿ èç äëèííûõ ñòðîêêîìáèíàöèè ñîñåäíèõ òðåõòî÷å÷íûõ ñòðîê. Â ðåçóëüòàòå òàêèõ îïåðàöèé ìàòðèöà ñè-ñòåìû ïðåâðàùàåòñÿ â òðåõäèàãîíàëüíóþ, ïîñëå ÷åãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îáû÷íûììåòîäîì ïðîãîíêè. Èìåííî òàê ïðîâîäèëàñü ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ, õîòÿ ñóùåñòâóåòè äðóãîé ýêâèâàëåíòíûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì [6℄.3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâÑ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ïðàêòè÷åñêè íàáëþäàåìûõ ïîðÿäêîâ ñõîäèìîñòè ñõåì íà ïðåä-ìåò ñðàâíåíèÿ èõ ñ òåîðåòè÷åñêèìè áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Ñðàâ-íèâàëèñü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî ÷åòûðåì ðàçëè÷íûì ñõåìàì ñ îäíîñòîðîííèìèìíîãîòî÷å÷íûìè ðàçíîñòÿìè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ � ñ ïåðâîãî äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêààïïðîêñèìàöèè. Ýòè ñõåìû îáîçíà÷àþòñÿ â îïèñàíèè òåñòîâ öè�ðàìè, ñîîòâåòñòâóþ-ùèìè ïîðÿäêó òî÷íîñòè. Ñ öåëüþ äîñòèæåíèÿ æåñòêèõ óñëîâèé òåñòèðîâàíèÿ øàãè âñëîÿõ áûëè âçÿòû ðàâíûìè, à íå ïîäáèðàëèñü èç ñîîáðàæåíèÿ ðàâåíñòâà òåïëîâûõ ñî-ïðîòèâëåíèé ñëîåâ, è èñïîëüçîâàëàñü äâóìåðíàÿ êâàäðàòíàÿ ñåòêà. Ïðîñòðàíñòâåííûåè ïîâåðõíîñòíûå èñòî÷íèêè òåïëà îòñóòñòâîâàëè.Ïðè äåòàëèçàöèè ñåòêè íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíîãî øàãà h0 = 0.1 íàáëþäàëîñü ñòðåìëåíèå÷èñëåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî ðàçëè÷íûì ñõåìàì, ê îäíîìó ïðåäåëó, ïðè ýòîì,êàê è îæèäàëîñü, ñõîäèìîñòü áûëà áûñòðåå äëÿ ñõåì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìóïðè ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòîâ íà ñåòêàõ ñ øàãàìè h è h/2 çà òî÷íîå ðåøåíèå óñëîâíî ïðè-íèìàëîñü ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïî ñõåìå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèèíà ñåòêå ñ øàãîì h/4. Âñþäó íèæå òåðìèí �òî÷íîå ðåøåíèå� èìååò èìåííî ýòîò ñìûñë.Â îäíîìåðíîé çàäà÷å äëÿ êîíòðîëÿ ïðîâîäèëîñü äî âîñüìè äðîáëåíèé øàãà âäâîå. Âäâóìåðíîé çàäà÷å òàêàÿ äåòàëèçàöèÿ ñåòêè áûëà áû îáðåìåíèòåëüíà, îñîáåííî åñëèó÷åñòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñîõðàíåíèÿ ïîñòîÿíñòâà îòíîøåíèÿ τ/h2 øàã ïî âðåìåíèêàæäûé ðàç óìåíüøàëñÿ áû â ÷åòûðå ðàçà. Îöåíêà ïðàêòè÷åñêè íàáëþäàåìîãî ïîðÿäêàòî÷íîñòè ïðîâîäèëàñü íà ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ ïî êîý��èöèåíòó óáûâàíèÿ îøèáêè
rh =

ǫh

ǫh/2

=
‖Uh − U‖C

‖Uh/2 − U‖
C

,êîòîðûé òåîðåòè÷åñêè ïðè ìàëûõ h äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê ñòåïåíÿì äâîéêè 2s.



82 Ä.À. È÷åòîâêèí, Â.È. ÏààñîíåíÂ îäíîìåðíîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàëñÿ äâóõñëîéíûé ïàêåò åäèíè÷íîé òîëùèíû ñ ãðà-íèöåé ðàçäåëà ñðåä ïîñåðåäèíå. Òåïëîåìêîñòü â îáîèõ ñëîÿõ ïðèíèìàëàñü ðàâíîé åäè-íèöå, à êîý��èöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè ðàçëè÷àëèñü â ñòî ðàç (λ
−

= 2 è λ+ = 0.02ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ëåâîãî è ïðàâîãî ñëîåâ).Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0.8, ïîëó÷åííûå íàðàçëè÷íûõ ñåòêàõ (ñ øàãîì h = 0.1 è 0.05) ïî ñõåìàì ïåðâîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêààïïðîêñèìàöèè äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóð
U(x, 0) =

1

2
exp(−x2)(1 − 100x)è âíåøíèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

U(0, t) =
1

2
(1 + sin(4πt)),

∂U

∂x
(1, t) = 49/e.Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî äàæå íà î÷åíü ãðóáîé ñåòêå ðàñ÷åòû ïî ñõåìå 4 âåñüìà áëèçêè êòî÷íîìó ðåøåíèþ. �àñ÷åòû ïî ñõåìàì âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè çàíèìàëèïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó ïðèâåäåííûìè êðàéíèìè ðåçóëüòàòàìè è, ÷òîáû íåçàãðîìîæäàòü ðèñóíîê, èõ ãðà�èêè íå ïðåäñòàâëåíû.Â òàáëèöå ïðèâåäåíû íîðìû îøèáîê íà ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ äëÿ òåñòèðóåìûõ ñõåìè èõ îòíîøåíèÿ. Äëÿ âñåõ ïîðÿäêîâ îáíàðóæèâàåòñÿ ñòðåìëåíèå îòíîøåíèé ê 2s, à ýòîñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ñóùåñòâåííûõ èçëîìîâ â òî÷íîì ðå-øåíèè òåîðåòè÷åñêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè íà ïðàêòèêå ïîäòâåðæäàåòñÿ.Òàáëèöà è ðèñ. 2 èëëþñòðèðóþò ñõîäèìîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé íà ñãóùàþùèõñÿñåòêàõ äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷-íûé êâàäðàò, ðàçäåëåííûé ïî âåðòèêàëè íà äâà ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíèêà, çàíÿòûõ ìàòå-ðèàëàìè ñ òåìè æå òåïëî�èçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ÷òî è â îäíîìåðíîì âàðèàíòå.Óñëîâèÿ íà ãðàíèöå è íà÷àëüíûå äàííûå çàäàâàëèñü èç âûðàæåíèÿ

U(x, y, t) =
1

2
(1 + sin(4πt))

(

1

x + 1
+

1

y + 1

)

.Çàìåòèì, ÷òî òî÷íûì ðåøåíèåì ýòà �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ, îíà èñïîëüçóåòñÿ ëèøüäëÿ ãåíåðèðîâàíèÿ ñîãëàñîâàííûõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ñïëîøíîé ëèíèåé

à á�èñ. 1. ×èñëåííîå ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è ïðè ïÿòè (à) è äåñÿòè (á) øàãàõ â ñëîå; ñïëîøíàÿëèíèÿ � òî÷íîå ðåøåíèå, êâàäðàòèêè � ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî ñõåìå 4, + � ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòàïî ñõåìå 1



×èñëåííîå èññëåäîâàíèå íåçàâèñèìîé àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé... 83Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà ïîðÿäêà òî÷íîñòè â îäíîìåðíîé è äâóìåðíîé çàäà÷åÑõåìàðàñ÷åòà Îøèáêà ǫh Îøèáêà ǫh/2 Êîý��èöèåíò rhÎäíîìåðíàÿ çàäà÷à
1 h = 1/20 0.04099 0.01881 2.17931
2 0.03648 0.00903 4.03675
3 0.01207 0.00212 5.68965
4 0.00742 0.00061 12.0609

1 h = 1/40 0.02684 0.01338 2.00677
2 0.02132 0.00503 4.23852
3 0.00595 0.00079 7.53160
4 0.00215 0.00013 16.0440Äâóìåðíàÿ çàäà÷àCC 0.077821 0.030338 2.565067
1 h = 1/20 0.142020 0.049197 2.886750
2 0.077260 0.021209 3.642719
3 0.063559 0.010129 6.274994
4 0.042807 0.003269 13.09257CC 0.071975 0.024872 2.893750
1 h = 1/40 0.148847 0.051145 2.910278
2 0.057868 0.013118 4.411326
3 0.027224 0.003122 8.720084
4 0.012520 0.000776 16.13031

à á�èñ. 2. ×èñëåííîå ðåøåíèå äâóìåðíîé çàäà÷è ïðè ïÿòè (à) è äåñÿòè (á) øàãàõ â ñëîåèçîáðàæåíû èçîëèíèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1, à ìàðêåðû èìåþò òîòæå ñìûñë, ÷òî è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Çäåñü òàêæå ðåøåíèå ïî ñõåìå 4 ñóùåñòâåííîáëèæå ê òî÷íîìó, ÷åì ïî ñõåìå 1.�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè äëÿ äàííîãî äâóìåðíîãî òåñòà ïðèâå-äåíû â òàáëèöå. Çäåñü ñðàâíåíèå ïðîâîäèëîñü òàêæå ñî ñõåìîé ñêâîçíîãî ñ÷åòà. Âèäíîñòðåìëåíèå îòíîøåíèÿ ïîãðåøíîñòåé ê öåëûì ñòåïåíÿì äâîéêè ñ ïîêàçàòåëåì, ðàâíûìïîðÿäêó àïïðîêñèìàöèè, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè.



84 Ä.À. È÷åòîâêèí, Â.È. ÏààñîíåíÏîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ñõåìû ñ îäíîñòîðîííåé àïïðîê-ñèìàöèåé ïîòîêîâ â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ â êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ îáëàñòÿõ èìåþò ïîðÿä-êè òî÷íîñòè, ñîâïàäàþùèå ñ òåîðåòè÷åñêèìè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðåäëîæåííûéàëãîðèòì îñíîâàí íà íåïîñðåäñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ îäíîñòîðîííèìè ðàç-íîñòíûìè àíàëîãàìè áåç ïðèâëå÷åíèÿ ñàìîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èëè åãîïðîäîëæåííîé ñèñòåìû, â ñèëó ÷åãî ïîëíàÿ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ �àêòè÷åñêè íå òðå-áóåòñÿ, íåîáõîäèìà ëèøü åãî äîñòàòî÷íàÿ ãëàäêîñòü â ïðåäåëàõ êàæäîãî îäíîðîäíîãîâêëþ÷åíèÿ îòäåëüíî. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå â îòëè÷èå îò ìåòîäîâ, â êîòîðûõ ðàçíîñò-íûå àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàâèñÿò îò äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, âðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ ãëàäêîñòü ïîòîêà íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ïààñîíåí Â.È. Êîìïàêòíûå ñõåìû äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êîíâåêòèâíûìè÷ëåíàìè // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 1998. T. 3, � 1. C. 55�66.[2℄ Paasonen V.I. Compat shemes for system of seond-order equations without mixedderivatives // Rus. J. Numer. Analys. and Math. Model. 1998. Vol. 13, No. 4. P. 335�344.[3℄ Êîñêèí Ï.È. Ñõåìà ïîâûøåííîé òî÷íîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ðàçðûâ-íûìè êîý��èöèåíòàìè // ×èñëåííûå ìåòîäû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. 1979. T. 10, � 2.C. 85�96.[4℄ Èëüèí Â.Ï. Áàëàíñíûå àïïðîêñèìàöèè ïîâûøåííîé òî÷íîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññî-íà // Ñèáèðñêèé ìàò. æóðí. 1996. T. 37, � 1. C. 151�169.[5℄ Paasonen V.I. Compat di�erene shemes for inhomogeneous boundary value problems //Rus. J. Numer. Analys. and Math. Model. 2004. Vol. 19, No. 1. P. 65�81.[6℄ Ïààñîíåí Â.È. Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì äëÿ êîìïàêòíûõ ñõåì â íåîäíîðîäíûõ îáëà-ñòÿõ // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 2003. T. 8, � 3. C. 98�106.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 22 äåêàáðÿ 2008 ã.,â ïåðåðàáîòàííîì âèäå � 8 àâãóñòà 2009 ã.


