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Îïèñàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç
äâóõ îáëàñòåé íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñèñòåìû ñ îáùèì ó÷àñòêîì ãëàä-
êîé ãðàíèöû, ãäå ðåàëèçóåòñÿ ñêîëüçÿùèé ðåæèì. Îñîáåííîñòü àëãîðèòìà ñîñòîèò
â òî÷íîì îïðåäåëåíèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ ñ ãðàíèöåé îáëà-
ñòåé íåïðåðûâíîñòè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ â ñêîëüçÿùåì ðåæèìå ñòðîÿòñÿ äâå
òðàåêòîðèè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãðàíèöû. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðè-
ìåíòà ïîêàçàëè ñõîäèìîñòü ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà. Ïîëó÷åíà ýêñïåðèìåíòàëü-
íàÿ îöåíêà âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò àëãîðèòìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ,
ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû, ñêîëüçÿùèé ðåæèì.

Ââåäåíèå
Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ) ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ àê-
òèâíî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçíîãî ðîäà ïðîöåññîâ è
ñèñòåì. Èññëåäîâàíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ, â òîì ÷èñëå ñî
ñêîëüæåíèåì, ïîñâÿùåíû ðàáîòû [? � ?]. Òàêèå ñèñòåìû ïîëó÷èëè ðàçëè÷íûå íàçâàíèÿ:
ãèáðèäíûå, ðåëåéíûå, êóñî÷íî-ñøèòûå, ñèñòåìû Ôèëèïïîâà, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñî
ñêîëüæåíèåì è ñ ðàçðûâàìè, ñèñòåìû ñ êëåòî÷íîé ñòðóêòóðîé. Íàèáîëåå ïîëíîå òåîðå-
òè÷åñêîå îïèñàíèå ñèñòåì ÎÄÓ ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ äàíî â [?].

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èìååòñÿ ìíîãî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðàçëè÷íûì àñïåê-
òàì ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÎÄÓ ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ
[? � ?]. Îäíàêî, ïðîâåäÿ àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ ðåàëèçàöèé ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ ÎÄÓ [? � ?], íåëüçÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ãîòîâûå ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
ñèñòåì Ôèëèïïîâà â îáùåì âèäå.

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííûé àëãîðèòì, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåì ÎÄÓ ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ñîñòîÿùèì èç äâóõ îáëàñòåé íåïðåðûâíîñòè ïî-
ëÿ íàïðàâëåíèé ñèñòåìû ñ îáùèì ó÷àñòêîì ãëàäêîé ãðàíèöû, íà êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ
ñêîëüçÿùèé ðåæèì. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàáîò àâòîðîâ [? � ?] çäåñü ðåàëèçîâàí àë-
ãîðèòì, èìåþùèé òðè ðåæèìà: íåïðåðûâíûé, ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû è ñêîëüæåíèÿ âäîëü
ãðàíèöû. Îñîáåííîñòü àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷å-
íèÿ òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ ñ ãðàíèöåé îáëàñòåé íåïðåðûâíîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
íå èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû âíå îáëàñòè íåïðåðûâíîñòè.

c© ÈÂÒ ÑÎ ÐÀÍ, 2010.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû íà ãðàíèöå (â ñêîëüçÿùåì
ðåæèìå) èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãðàíèöû. Òàêèì îáðà-
çîì, âäîëü ãðàíèöû äâèæóòñÿ äâå òðàåêòîðèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ïðèáëèæåíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñ äâóõ ñòîðîí. Ïîñëå âûõîäà ñî ñêîëüæåíèÿ äâå òðà-
åêòîðèè ñëèâàþòñÿ â îäíó, è ðåøåíèå ñèñòåìû ïðîäîëæàåòñÿ â íåïðåðûâíîì ðåæèìå.

Â ðàáîòå ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ ðåàëèçîâàííûì àëãîðèòìîì íà
ïðèìåðå, èìåþùåì ãëàäêóþ ãðàíèöó ñî ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì. Ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè
ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Ïîëó÷åíà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà âû-
÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò àëãîðèòìà.

1. Îïðåäåëåíèå ñèñòåìû ÎÄÓ íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àâòîíîìíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûì ïîëåì íàïðàâëåíèé. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì õàðàêòåðíî ðàçáèå-
íèå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé íà îòäåëüíûå îáëàñòè, â êîòîðûõ âåêòîðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì. Ãðàíèöû ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè íàçûâàþò ïîâåðõíîñòÿìè ðàçðûâà. Â îáùåì
âèäå ñèñòåìà ÎÄÓ çàïèñûâàåòñÿ êàê

dx

dt
= f(x), x ∈ Rn, (1)

ãäå âåêòîðíîå ïîëå f(x) ìîæåò áûòü ëèáî ãëàäêèì, ëèáî êóñî÷íî-ãëàäêèì. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñîñòîèò èç äâóõ îáëàñòåé Gi è Gj, ðàçäåëåííûõ
ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà Sij, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ãëàäêîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé gij(x)

Sij = {x ∈ Rn : gij(x) = 0},
à òàêæå

Gi = {x ∈ Rn : gij(x) > 0}, Gj = {x ∈ Rn : gij(x) < 0}.
Òîãäà ñèñòåìó (??) ìîæíî ïåðåîïðåäåëèòü êàê

dx

dt
=

{
Fi(x), x ∈ Gi,
Fj(x), x ∈ Gj,

(2)

ãäå Fi è Fj � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè îïðåäåëåíû
â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ Gi è Gj, à òàêæå íà ïîâåðõíîñòè Sij. Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ,
÷òî ôóíêöèÿ Fi ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíà â îáëàñòè Gj è, íàîáîðîò, ôóíêöèÿ Fj ìîæåò
áûòü íå îïðåäåëåíà â îáëàñòè Gi.

Åñëè âåêòîðíûå ïîëÿ Fi è Fj âáëèçè ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà Sij îäíîâðåìåííî íàïðàâ-
ëåíû ê íåé èëè îò íåå, òî ðåøåíèå áóäåò äâèãàòüñÿ âäîëü ýòîé ïîâåðõíîñòè. Òàêîå ðåøå-
íèå íàçûâàþò ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì. Îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Ŝij ïîâåðõíîñòè Sij, ãäå
âåêòîðíûå ïîëÿ îäíîâðåìåííî íàïðàâëåíû ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà èëè îò íåå, îáû÷íî
íàçûâàþò ïîâåðõíîñòüþ ñêîëüæåíèÿ. Êðîìå òîãî, åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

LFi−Fj
(gij)(x) < 0, x ∈ Ŝij,

òî ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà Ŝij ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, íî åñëè

LFi−Fj
(gij)(x) > 0, x ∈ Ŝij,
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òî Ŝij � íåóñòîé÷èâà. Çäåñü ÷åðåç LF (g)(x) îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò ôóíêöèè
g(x) âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ F (x)

LF (g)(x) :=
dg

dt
(x) =

dg

dx

dx

dt
(x) =

〈
dg

dx
(x), F (x)

〉
.

Íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà ñèñòåìó (??) ìîæíî äîîïðåäåëèòü êàê

dx

dt
= Fij(x), x ∈ Ŝij,

ãäå
Fij(x) =

Fi(x) + Fj(x)

2
+

Fj(x)− Fi(x)

2
µij(x), (3)

à −1 ≤ µij(x) ≤ 1. Ïîñêîëüêó òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ äîëæíà äâèãàòüñÿ ïî ïîâåðõíîñòè
Ŝij, òî âåêòîðíîå ïîëå Fij äîëæíî áûòü íàïðàâëåíî ïî êàñàòåëüíîé ê ýòîé ïîâåðõíîñòè,
ò. å. LFij

(gij)(x) = 0. Îòñþäà

µij(x) = −LFi+Fj
(gij)(x)

LFj−Fi
(gij)(x)

. (4)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó âèäà

dx

dt
=





Fi(x), x ∈ Gi,

Fij(x), x ∈ Ŝij,
Fj(x), x ∈ Gj.

(5)

Òàêîå äîîïðåäåëåíèå ñèñòåìû (??) ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîäõîäîì Ôèëèïïîâà, ãäå ñèñòåìà íà
ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà çàìåíÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì ñ ìèíèìàëüíûì âû-
ïóêëûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì Fi è Fj. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 èç [?] (ñ. 85), ó÷èòûâàÿ
ãëàäêîñòü ôóíêöèé Fij è gij, ðåøåíèå ñèñòåìû (??) áóäåò åäèíñòâåííûì ñïðàâà, êðîìå
òî÷åê íà Ŝij, ãäå îáà âåêòîðà Fi è Fj îðòîãîíàëüíû ê Ŝij. Åñëè îáà âåêòîðà íàïðàâëåíû
ê ïîâåðõíîñòè Ŝij, òî ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè ñèñòåìû, è ðåøå-
íèå áóäåò åäèíñòâåííûì. Åñëè æå îáà âåêòîðà íàïðàâëåíû îò ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà, òî
ïîâåðõíîñòü Ŝij ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Ðåøåíèå, íà÷èíàþùååñÿ ñ íåóñòîé÷èâîé ïîâåðõ-
íîñòè, íå îáëàäàåò åäèíñòâåííîñòüþ. Îäíàêî åñëè ðåøåíèå íå íà÷èíàåòñÿ ñ òî÷êè â ýòîé
îáëàñòè, òî è òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ íå ïîïàäåò íà íåå. Äàëåå ðåøåíèÿ, íà÷èíàþùèåñÿ
ñ òî÷êè íà íåóñòîé÷èâîé ãðàíèöå, ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäóò, ïîýòîìó âñå èññëåäóåìûå
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (??) áóäóò îáëàäàòü åäèíñòâåííîñòüþ ñïðàâà.

2. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå òî÷êè âõîäà òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ
íà ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà

Äëÿ òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ ñî ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì íåîáõîäèìî òî÷íî îïðåäå-
ëèòü òî÷êó âõîäà òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ íà ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà. Íî ìû áóäåì èñêàòü
íå îäíó òî÷êó, à äâå, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî îò ïîâåðõíîñòè, íî ïî ðàç-
íûå îò íåå ñòîðîíû. Îáå òî÷êè äîëæíû áûòü áëèçêè ê òî÷íîìó ïîëîæåíèþ òðàåêòîðèè
ðåøåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà.
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Âûøå áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ Fi(x) ìîæåò áûòü íå îïðåäå-
ëåíà â îáëàñòè Gj, à ôóíêöèÿ Fj(x) � íå îïðåäåëåíà â îáëàñòè Gi. Íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ôóíêöèè Fij òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Fi è Fj äëÿ îäíîé è òîé æå òî÷-
êè x, ãäå x ∈ Gi èëè x ∈ Gj.

Äëÿ òî÷êè x ∈ Gi íàéäåì áëèçêóþ ê íåé òî÷êó x∗ ∈ Gj òàêóþ, ÷òî |x − x∗| <
ε|x|, ãäå ε � çàäàííûé ïðåäåë ëîêàëüíîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ. Òàêóþ
òî÷êó ìîæíî íàéòè, êîãäà ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ïîâåðõíîñòè Sij äîñòàòî÷íî ìàëî
(ìåíüøå ε

2
|x|). Òîãäà ìîæíî ïðèíÿòü òî÷êó x∗ çà ïðåäñòàâëåíèå òî÷êè x â îáëàñòè Gj

è îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Fj(x) := Fj(x
∗) è, íàîáîðîò, Fi(x

∗) := Fi(x).
Äëÿ òî÷åê x ∈ Gi, ëåæàùèõ äîñòàòî÷íî äàëåêî îò ãðàíèöû, ðåøåíèå ñèñòåìû (??)

áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñòàíäàðòíîé ñõåìîé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÎÄÓ ñ íåïðåðûâíîé ïðà-
âîé ÷àñòüþ. Îäíàêî ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ î÷å-
ðåäíîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè
èç îáëàñòè Gj. Íî ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Fi â îáëàñòè Gj íå îïðåäåëåíà, òî âîçíèêàåò
âîïðîñ � êàê íàéòè äëèíó øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ñ ïî-
âåðõíîñòüþ ðàçðûâà? Ïðåäëàãàåì ñäåëàòü ýòî â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà îïðåäåëèòü äëèíó
øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ òàêóþ, ÷òî î÷åðåäíàÿ òî÷êà áóäåò íàéäåíà â îáëàñòè Gi, íî äî-
ñòàòî÷íî áëèçêî ê ãðàíèöå, à çàòåì, èñïîëüçóÿ ýêñòðàïîëÿöèþ êðèâîé ðåøåíèÿ, íàéòè
äâå òî÷êè xb ∈ Gi è x∗b ∈ Gj, ëåæàùèå íà ïðîäîëæåíèè òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ, íî ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà.

Äëÿ ïåðâîãî ýòàïà âûáåðåì øàã

h1 = −K
gij(x)

LFi
(gij)(x)

, (6)

ãäå K > 0 � êîíñòàíòà, ðåãóëèðóþùàÿ ïðèáëèæåíèå ê ãðàíèöå (÷òîáû íàéäåííîå çíà-
÷åíèå ðåøåíèÿ îñòàëîñü â îáëàñòè Gi, ìîæíî çàäàòü K = 0.9). Ñäåëàåì øàã èíòåãðè-
ðîâàíèÿ h èç òî÷êè xk â òî÷êó xk+1.

Äëÿ ýêñòðàïîëÿöèè êðèâîé ðåøåíèÿ äî ãðàíèöû âîñïîëüçóåìñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé
ôîðìóëîé Íüþòîíà äëÿ èíòåðïîëèðîâàíèÿ íàçàä, îïèðàÿñü íà òðè òî÷êè xk ≈ x(tk−h),
xk+1/2 ≈ x(tk − h/2) è xk+1 ≈ x(tk). Òî÷êà xk+1/2 áóäåò ïîëó÷åíà ïðè íàõîæäåíèè òî÷êè
xk+1, åñëè èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà Ðè÷àðäñîíà äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ. Â òî÷êàõ
xk, xk+1/2, xk+1 ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Fi: fk, fk+1/2, fk+1, ïðè÷åì ïåðâûå
äâà çíà÷åíèÿ áûëè âû÷èñëåíû ïðè íàõîæäåíèè òî÷êè xk+1. Îáîçíà÷èì òàêæå d1 =
(xk+1−xk+1/2)/h, d2 = (xk+1/2−xk)/h. Òîãäà èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí áóäåò èìåòü
âèä

x(tk + θh) ≈ N(θ) = xk+1 + θh

[
fk+1 + θ

(
d1 − fk+1 + (θ − 1)

(
fk+1/2 − 2d1 + fk+1+

+
θ − 1

4

(
d2 − 4fk+1/2 + 5d1 − 2fk+1 +

θ − 2

4
· (fk − 3d2 + 4fk+1/2 − 3d1 + fk+1

))))]
. (7)

Ïîñòðîåííûé ìíîãî÷ëåí èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.
×òîáû íàéòè òî÷êè xb è x∗b , íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå θl è θr òàêèå,

÷òî xb = N(θl) è x∗b = N(θr). Äëÿ ïîèñêà ýòèõ çíà÷åíèé âîñïîëüçóåìñÿ èòåðàöèîííûì
ìåòîäîì Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

gij(x) = 0, ãäå x = N(θ).
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Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà èìååò âèä

θs+1 = θs − C · gij(xs)

h · LFi
(gij)(xs)

, θ0 = 0.5, s = 0, 1, . . .

Çäåñü â êà÷åñòâå ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè gij èñïîëüçóåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ
LFi

(gij)(xs), óìíîæåííàÿ íà h (ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè g′ij(x) · x′(θ)). Çíà÷åíèå
òî÷êè xs = x(tk+θsh) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (??). Êîýôôèöèåíò C = 1.1 ïîçâîëÿåò ïî-
ñòîÿííî �ïåðåïðûãèâàòü� ÷åðåç ãðàíèöó, îáåñïå÷èâàÿ ïðèáëèæåíèå ê íåé ñ îáåèõ ñòîðîí.
Îñóùåñòâëÿÿ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó, íåîáõîäèìî ñîõðàíÿòü âåëè÷èíó θl = max

s
{θs},

äëÿ êîòîðîé x(tk + θsh) ∈ Gi, è θr = min
s
{θs}, äëÿ êîòîðîé x(tk + θsh) ∈ Gj. Òàêèì

ñïîñîáîì áóäåì îïðåäåëÿòü íàèáîëåå áëèçêèå òî÷êè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïîâåðõíîñòè
Sij, ëåæàùèå íà ïðîäîëæåíèè êðèâîé ðåøåíèÿ. Åñëè â õîäå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû
áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå |θs| > 1, òî íåîáõîäèìî îñòàíîâèòü ïðîöåäóðó ïî ïðè÷èíå ðàñ-
õîäèìîñòè ìåòîäà. Óñïåøíûì çàâåðøåíèåì ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

|θl − θr| ≤
∣∣∣∣κ ·

ε

η

∣∣∣∣ ,

ãäå κ � êîíñòàíòà (ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî çíà÷åíèå κ = 0.0005, ïîçâîëÿþùåå
íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε), çíà÷åíèå η îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

η =
τ

1− τ
, ãäå τ =

∆θs

∆θs−1

, ∆θs = θs − θs−1, s = 2, 3, . . .

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû κ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, êîòîðîå âû-
õîäèò çà ðàìêè äàííîé ñòàòüè.

3. Óñëîâèÿ ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà
Èìåÿ çíà÷åíèÿ òî÷åê xb è x∗b , ìîæíî ïðîäîëæèòü ðåøåíèå ñèñòåìû ïîñëå äîñòèæåíèÿ
ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà. Ïðè ýòîì î äàëüíåéøåì ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü âû-
âîä, àíàëèçèðóÿ çíà÷åíèÿ âåêòîð-ôóíêöèé Fi(xb) è Fj(x

∗
b) ïî îòíîøåíèþ ê ïîâåðõíîñòè

Sij. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ

LFi
(gij)(xb) · LFj

(gij)(x
∗
b) > 0, (8)

òî òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ äîëæíà ïîêèíóòü ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà. Ïðè LFi
(gij)(xb) < 0

ðåøåíèå ïåðåéäåò â Gi è ïðîäîëæèòü åãî íåîáõîäèìî èç òî÷êè xb, ïðè LFi
(gij)(xb) > 0

ðåøåíèå ïåðåéäåò â Gj è ïðîäîëæèòü åãî íåîáõîäèìî èç òî÷êè x∗b . Åñëè ýòè âåêòîðû
îäíîâðåìåííî íàïðàâëåíû ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà Sij èëè îò íåå:

LFi
(gij)(xb) · LFj

(gij)(x
∗
b) < 0, (9)

òî ðåàëèçóåòñÿ ñêîëüçÿùèé ðåæèì. Ïðè÷åì åñëè ïåðâûé ìíîæèòåëü LFi
(gij)(xb) > 0

(âåêòîðû íàïðàâëåíû ê ïîâåðõíîñòè), òî ñêîëüçÿùèé ðåæèì ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì (ïî-
âåðõíîñòü � ïðèòÿãèâàþùåé), è íàîáîðîò, ïðè LFi

(gij)(xb) < 0 (âåêòîðû íàïðàâëåíû
îò ïîâåðõíîñòè) ñêîëüçÿùèé ðåæèì ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì (ïîâåðõíîñòü � îòòàëêè-
âàþùåé). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ ìîæåò �ñîñêîëüçíóòü� ñ ïîâåðõíîñòè



Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà äëÿ ñèñòåìû... 57

â ëþáîé ìîìåíò, ÷òî íå äàåò âîçìîæíîñòè ãîâîðèòü îá åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû. Îäíàêî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

LFi
(gij)(xb) · LFj

(gij)(x
∗
b) = 0. (10)

Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè îäèí èç ñîìíîæèòåëåé íå ðàâåí íóëþ, òî íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà
îäíî èç âåêòîðíûõ ïîëåé íàïðàâëåíî îðòîãîíàëüíî ê ïîâåðõíîñòè, à ïðîåêöèÿ äðóãîãî
âåêòîðà îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ âäîëü ïîâåðõíîñòè. Âìåñòå ñ òåì, åñëè îáà ñî-
ìíîæèòåëÿ ðàâíû íóëþ, òî ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà � âòîðûå
ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè gij(x) [?].

4. Äâå ñêîëüçÿùèå òðàåêòîðèè âáëèçè ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà
Íàéäåííûå âûøå òî÷êè xb è x∗b ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðó, êîòîðàÿ ñëóæèò ïðèáëèæå-
íèåì òî÷êè ðåøåíèÿ x(tk+1) íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà Sij, ïðè÷åì

tk+1 = tk +
θl + θr

2
h.

Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà.
Ïðåäëàãàåì íàõîäèòü íå îäíó òðàåêòîðèþ ðåøåíèÿ, à äâå � ïî îáå ñòîðîíû îò ïî-

âåðõíîñòè ðàçðûâà. Îäíà òðàåêòîðèÿ ñòàðòóåò èç òî÷êè xb, âòîðàÿ � èç òî÷êè x∗b . Òðà-
åêòîðèè áóäåì èñêàòü êàê ðåøåíèå ñèñòåìû

dx

dt
= Fij(x; x∗),

dx∗

dt
= Fji(x

∗; x), x ∈ Gi, x∗ ∈ Gj, t > tk+1 (11)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
x(tk+1) = xb, x∗(tk+1) = x∗b .

Ôóíêöèÿ Fij îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (??), (??) ñ çàìåíîé àðãóìåíòà x íà x∗ äëÿ ôóíê-
öèè Fj:

Fij(x; x∗) =
Fi(x) + Fj(x

∗)
2

+
Fj(x

∗)− Fi(x)

2
· µij(x; x∗),

µij(x; x∗) = −

〈
dgij

dx
(x), Fi(x)

〉
+

〈
dgij

dx
(x∗), Fj(x

∗)
〉

〈
dgij

dx
(x∗), Fj(x

∗)
〉
−

〈
dgij

dx
(x), Fi(x)

〉 , (12)

ïðè÷åì Fij(x; x∗) = Fji(x
∗; x), à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âäîëü ïîâåðõíîñòè

ðàçðûâà òî÷åê òðàåêòîðèé ñ îáåèõ ñòîðîí áóäóò îäèíàêîâû. Ïðè ýòîì x(t) ∈ Gi, x∗(t) ∈
Gj äëÿ ëþáûõ t ≥ tk+1.

Äâèæåíèå òðàåêòîðèè â ñêîëüçÿùåì ðåæèìå ìîæåò ïðåêðàòèòüñÿ, è òîãäà òðàåêòî-
ðèÿ ëèáî ïðîäîëæèò äâèæåíèå â íåïðåðûâíîì (íå ñêîëüçÿùåì) ðåæèìå, ëèáî äîñòèãíåò
óñòîé÷èâîé òî÷êè ðàâíîâåñèÿ è îñòàíåòñÿ â íåé, ëèáî ïðîäîëæèò äâèæåíèå â ñêîëüçÿ-
ùåì ðåæèìå, íî ïî äðóãîé ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà. Ïðåêðàùåíèå ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà
âîçìîæíî ïðè äîñòèæåíèè òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ òî÷êè, â êîòîðîé âûïîëíèìî îäíî èç
òðåõ óñëîâèé: 1 � âåêòîðû ïðàâûõ ÷àñòåé íàïðàâëåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò ïîâåðõíîñòè
ðàçðûâà; 2 � òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îñîáîé óñòîé÷èâîé; 3 � òî÷êà ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè ñ
äðóãîé ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðåøåíèå íåîáõîäèìî ïðîäîëæèòü èç
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òî÷êè, ëåæàùåé ïî îäíó ñòîðîíó îò ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà ñ âåêòîðîì ïðàâîé ÷àñòè, âî
âòîðîì � òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ îñòàíåòñÿ â îñîáîé òî÷êå, â òðåòüåì � ïîâåäåíèå ðå-
øåíèÿ áóäåò çàâèñåòü îò âåêòîðíûõ ïîëåé ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò îáåèõ ïîâåðõíîñòåé
ðàçðûâà è â äàííîé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

5. Îïèñàíèå àëãîðèòìà
Ïðåäëàãàåì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êóñî÷íî-ñøèòîé ñèñòåìû (Piece-
wise Sewing System) îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (??) ñ òî÷íûì âû-
÷èñëåíèåì ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà.

Àëãîðèòì. Îáåñïå÷èâàåòñÿ âû÷èñëåíèå ðåøåíèÿ êóñî÷íî-ñøèòîé ñèñòåìû îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà èíòåðâàëå âðåìåíè [a, b] äëÿ íà÷àëüíîãî çíà-
÷åíèÿ x0. Ðåøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ â ìàññèâû T è X. Èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà Ðóíãå�Êóòòû äëÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ â îáëàñòè íåïðåðûâíîñòè. Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ýêñòðàïîëÿöèè ïîëèíîìîì Íüþòîíà (??). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøå-
íèÿ â ñêîëüçÿùåì ðåæèìå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
(??), (??).

Øàã 0 (èíèöèàëèçàöèÿ). Óñòàíîâèì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ x ← x0, t ← a, i ←
0. Ñîõðàíèì â ìàññèâ T [i] ← t, X[i] ← x, i ← i + 1. Âûáåðåì íà÷àëüíûé øàã
èíòåãðèðîâàíèÿ h. Óñòàíîâèì ðåæèì mode ← cont.

Øàã 1 (âûáîð ðåæèìà âû÷èñëåíèé). Åñëè mode = cont, òî ïåðåéäåì íà øàã 2, åñëè
mode = intrs � íà øàã 3, åñëè mode = slide � íà øàã 5.

Øàã 2 (íåïðåðûâíûé ðåæèì). Ñäåëàåì øàã èíòåãðèðîâàíèÿ h ìåòîäîì Ðóíãå�
Êóòòû. Åñëè ïðîèçîøëî ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà, òî âûáåðåì äëèíó øàãà
h1 ñîãëàñíî ôîðìóëå (??), íåìíîãî íå äîõîäÿ äî ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû, âûïîëíèì
øàã h ← h1 è ïåðåêëþ÷èì ðåæèì mode ← intrs. Ïåðåéäåì íà øàã 6.

Øàã 3 (ðåæèì ïåðåñå÷åíèÿ). Íàéäåì çíà÷åíèå äâóõ òî÷åê xb è x∗b , ëåæàùèõ íà
ïðîäîëæåíèè òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ: äî è ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû, ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êàìè äîëæíî áûòü ìåíüøå çàäàííîãî ïðåäåëà ïîãðåøíîñòè ε (ñì. ðàçä.
2). Åñëè àëãîðèòì íå ñõîäèòñÿ, òî óìåíüøèì øàã h ← h/2, ïåðåêëþ÷èì ðåæèì
mode ← cont è ïåðåéäåì íà øàã 1, èíà÷å � íà øàã 4.

Øàã 4 (ñêîëüæåíèå èëè ïðîäîëæåíèå?). Åñëè óñëîâèå ñêîëüæåíèÿ (??) âûïîë-
íåíî, òî ñîõðàíèì ñðåäíþþ òî÷êó è îáå òî÷êè èñïîëüçóåì äëÿ ñêîëüçÿùåãî ðå-
æèìà mode ← slide. Åñëè óñëîâèå ñêîëüæåíèÿ íå âûïîëíåíî, òî ñîõðàíèì îáå
òî÷êè è ïðîäîëæèì ðåøåíèå â îáëàñòè âûõîäà òðàåêòîðèè â íåïðåðûâíîì ðåæè-
ìå mode ← cont. Ïåðåéäåì íà øàã 6.

Øàã 5 (ðåæèì ñêîëüæåíèÿ). Âûïîëíèì øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ðóíãå�
Êóòòû äëÿ ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà. Åñëè ïðîèçîøëî ïåðåñå÷åíèå ãðàíèöû îáëàñòè,
òî âûáåðåì äëèíó øàãà h2 äî ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû, âûïîëíèì øàã h ← h2 äî ãðà-
íèöû è ïåðåêëþ÷èì ðåæèì mode ← intrs. Åñëè ñêîëüçÿùèé ðåæèì çàâåðøèëñÿ,
òî mode ← cont.
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Øàã 6 (ñîõðàíèòü òî÷êó ðåøåíèÿ è ïðîäîëæèòü âû÷èñëåíèÿ?). Åñëè ïîãðåø-
íîñòü íàéäåííîé òî÷êè ðåøåíèÿ ìåíüøå çàäàííîé òî÷íîñòè, òî ñîõðàíèì ðåçóëü-
òàò t ← t + h, T [i] ← t, X[i] ← x, i ← i + 1. Åñëè t ≤ b, òî âåðíåìñÿ ê øàãó 1,
èíà÷å � çàêîí÷èì âû÷èñëåíèÿ.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (??) ïî ïðåäñòàâëåííîìó àëãîðèòìó îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ðåæèìà-
ìè: íåïðåðûâíûé, ïåðåñå÷åíèå è ñêîëüæåíèå. Íåïðåðûâíûé ðåæèì ðåàëèçóåòñÿ îäíîé
èç ñõåì Ðóíãå�Êóòòû. Íàïðèìåð, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñõåìû Ìåðñîíà, Ôåëüáåðãà èëè
Äîðìàíà�Ïðèíñà [?], à òàêæå ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû, íî â íàøåì âû÷èñëèòåëüíîì
ýêñïåðèìåíòå áûëà ïðèìåíåíà ñõåìà Ðóíãå�Êóòòû�Ôåëüáåðãà.

Âû÷èñëåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ðåàëèçóåòñÿ
â äâà ýòàïà: îïðåäåëåíèå íîìåðà i îáëàñòè Gi, ñîäåðæàùåé x, è âû÷èñëåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ôóíêöèè Fi(x). Îïðåäåëåíèå íîìåðà îáëàñòè ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ëîãè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ óñëîâèÿ îãðàíè÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâà îáëàñòè. Îäíàêî ïðè
âû÷èñëåíèè ðåøåíèÿ âáëèçè ãðàíèöû ïî ñõåìå Ðóíãå�Êóòòû ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòó-
àöèÿ, êîãäà äëÿ îäíîãî øàãà ïî ñõåìå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðàâîé
÷àñòè â ðàçíûõ îáëàñòÿõ Gi è Gj. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæíî ïåðåñå÷åíèå ãðàíèöû
îáëàñòåé òðàåêòîðèåé. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî áîëåå òî÷íî îïðåäåëèòü òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà, äëÿ ÷åãî ðåàëèçîâàí ðåæèì ïåðåñå÷åíèÿ.
Ñõåìà îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà
ïðèâåäåíà âûøå â ðàçäåëå 2.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äàëüíåéøåå ïîâåäå-
íèå ðåøåíèÿ: ïðîäîëæèòü ðåøåíèå â äðóãîé îáëàñòè èëè ïåðåéòè â ñêîëüçÿùèé ðåæèì
(óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ ïîâåäåíèÿ (??), (??)). Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ, òî
îáå òî÷êè x∗ è x∗b ñîõðàíÿþòñÿ â âûõîäíûå ìàññèâû X è T , à ðåøåíèå ïðîäîëæàåò-
ñÿ èç òî÷êè x∗b â íåïðåðûâíîì ðåæèìå. Åñëè æå âûïîëíåíî óñëîâèå ñêîëüæåíèÿ, òî â
âûõîäíûå ìàññèâû ñîõðàíÿåòñÿ îäíà òî÷êà ts = (t∗+t∗b)/2, xs = (x∗+x∗b)/2. Èç îáåèõ òî-
÷åê x∗, x∗b ñòàðòóþò òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ â ñêîëüçÿùåì ðåæèìå, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû (??).

×èñëåííîå ðåøåíèå â ñêîëüçÿùåì ðåæèìå íàõîäèòñÿ ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû äëÿ
ïðàâîé ÷àñòè (??). Ïðè÷åì ïðè âû÷èñëåíèè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (??) ìîæíî ñîêðà-
òèòü êîëè÷åñòâî âûïîëíÿåìûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå Fij(x; x∗) =
Fji(x

∗; x). Òàêæå îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè gij(x) ìîæíî çàìåíèòü
âûðàæåíèåì

dgij

dx
(x) ≈ dgij

dx
(x∗) ≈ gij(x

∗)− gij(x)

x∗ − x
.

Çàâåðøåíèå ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà òàê èëè èíà÷å ñâÿçàíî ñ ïåðåñå÷åíèåì îäíîé èç
òðàåêòîðèé èëè îáåèìè òðàåêòîðèÿìè îäíîâðåìåííî íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà.
Åñëè îäíà èç òðàåêòîðèé ïåðåñêî÷èëà íà äðóãóþ ñòîðîíó ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà (èëè
îáå ïîìåíÿëèñü ñòîðîíàìè), òî ëèáî òðàåêòîðèÿ äîëæíà ïîêèíóòü ïîâåðõíîñòü â ñè-
ëó çàâåðøåíèÿ ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà, ëèáî øàã èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî óìåíüøèòü
è ïðîäîëæèòü ñêîëüæåíèå. Åñëè æå îäíà èç òðàåêòîðèé èëè îáå ïåðåñåêëè äðóãóþ
ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ äîñòèãëà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïî-
âåðõíîñòåé ðàçðûâà è íåîáõîäèìî äåòàëüíî èçó÷èòü äàëüíåéøåå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ
òðàåêòîðèè.

Åñëè îöåíêà ïîãðåøíîñòè íàéäåííîé òî÷êè ðåøåíèÿ íà äàííîì øàãå ìåíüøå çàäàí-
íîé òî÷íîñòè, òî çíà÷åíèå òî÷êè ñîõðàíÿåòñÿ â ìàññèâû X è T . Åñëè æå øàã îêàçàëñÿ
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íåóäà÷íûì, òî èòåðàöèÿ àëãîðèòìà ïîâòîðÿåòñÿ ñíîâà, ñòàðòóÿ ñ ïðåäûäóùåé ñîõðàíåí-
íîé òî÷êè. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
Ðè÷àðäñîíà. Äîïîëíèòåëüíî âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå ñ äâóìÿ øàãàìè ïîëîâèííîé äëèíû.
Ýòà ñõåìà èñïîëüçóåòñÿ êàê äëÿ íåïðåðûâíîãî, òàê è äëÿ ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà. Âëîæåí-
íûå ñõåìû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïîêàçàëè ñåáÿ õóæå ìåòîäà Ðè÷àðäñîíà [?], ïîýòîìó â
íàñòîÿùåé ðàáîòå íå èñïîëüçîâàëèñü. Â ðåæèìå ïåðåñå÷åíèÿ ïîãðåøíîñòü îöåíèâàåòñÿ
óñëîâèåì çàâåðøåíèÿ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ìåòîäà Íüþòîíà.

Ïðè äîñòèæåíèè êîíå÷íîé òî÷êè èíòåðâàëà âðåìåíè t = b àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ
ðàáîòó.

6. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò
Ïðîñòîé ïðèìåð ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íà ðåøåíèè ñëåäóþ-
ùåé ñèñòåìû. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì (x1, x2) ∈ R2. Ñèñòåìà èìååò
äâå îáëàñòè G1 è G2 íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ, ðàçäåëåííûå êðèâîé ðàçðûâà g(x1, x2) :=
x2 = 0, G1 = {(x1, x2) : x2 > 0}, G2 = {(x1, x2) : x2 < 0}. Â îáëàñòè G1 ðåøåíèå ñèñòåìû
çàäàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx1

dt
= −0.1(x2 − 2),

dx2

dt
= 0.3(x1 − 1), (x1, x2) ∈ G1, (13)

â îáëàñòè G2 �

dx1

dt
= −0.1(x2 − 1),

dx2

dt
= 0.3(x1 + 1), (x1, x2) ∈ G2. (14)

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (ðèñ. ??, à) ñêëååí èç äâóõ îáëàñòåé G1 è G2, ðåøåíèå â êàæ-
äîé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèêë âîêðóã îñîáîé òî÷êè (òèï îñîáîé òî÷êè �
öåíòð), ïðè÷åì îáëàñòü G1 ñîäåðæèò îñîáóþ òî÷êó (1; 2) äëÿ ôóíêöèè F1, à îñîáàÿ òî÷-
êà (−1; 1) äëÿ ôóíêöèè F2 â îáëàñòü G2 íå ïîïàäàåò. Òðàåêòîðèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
äâèæóòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïðè ñêëåèâàíèè îáëàñòåé îáðàçóåòñÿ ó÷àñòîê ãðàíè-
öû ñî ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì ñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ îò òî÷êè (−1; 0) äî òî÷êè (1; 0).
Â îñòàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû ïåðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèò íà òåõ åå ó÷àñòêàõ, ãäå òðàåêòîðèè

à á

Ðèñ. 1. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (??), (??) (à); îáëàñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè (á)
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íåïðåðûâíû, íî íå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, ïðè÷åì ïðè x1 < −1 òðàåêòîðèè ïåðåñåêàþò
ãðàíèöó x2 = 0 ñâåðõó âíèç, à ïðè x1 > 1 � ñíèçó ââåðõ.

Óñëîâíî âñå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ îáëàñòè A,B,C (ðèñ. ??, á), òðàåêòîðèè â êîòîðûõ èìåþò ðàçíîå ïîâåäåíèå.
Îáëàñòü A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ ñ öåíòðîì â òî÷êå (1; 2), êàñàþùèéñÿ ãðàíèöû
x2 = 0. Âíóòðè ýòîé îáëàñòè òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè è îáðàçóþò êîíöåí-
òðè÷åñêèå ýëëèïñû. Îáëàñòü B � ñïèðàëüíàÿ ïîëîñà, íàâîðà÷èâàþùàÿñÿ íà îáëàñòü A.
Òðàåêòîðèè èç ýòîé îáëàñòè íåñêîëüêî ðàç ïåðåñåêàþò ãðàíèöó îáëàñòåé G1 è G2, çàòåì
âõîäÿò â ñêîëüçÿùèé ðåæèì ñâåðõó è, ñìåñòèâøèñü äî òî÷êè (1; 0), âõîäÿò â öèêë, ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ñîáîé ãðàíèöó îáëàñòè A. Îáëàñòü C òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñïèðàëüíîé ïîëîñîé,
íî â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèè âõîäÿò â ñêîëüçÿùèé ðåæèì ñíèçó è äàëåå ïåðåõîäÿò íà
ãðàíèöó îáëàñòè A.

Äëÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, èññëåäóþùåãî ïîâåäåíèå ïðåäëîæåííîãî ÷èñ-
ëåííîãî àëãîðèòìà, èñïîëüçóåì ñèñòåìó (??), (??). Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîâåäåíèå
àëãîðèòìà â òðåõ ðåæèìàõ: íåïðåðûâíûé, ïåðåñå÷åíèå è ñêîëüæåíèå. Âñå ýòè ðåæèìû
ðåàëèçóþòñÿ â ïðåäëîæåííîé ñèñòåìå ÎÄÓ.

Â êà÷åñòâå òåñòîâûõ âûáåðåì ïî îäíîé òðàåêòîðèè èç êàæäîé îáëàñòè A,B,C. Çàäà-
äèì íà÷àëüíûå òî÷êè: (2; 2) èç A, (0;−4) èç B, (0; 7) èç C. Ïåðâàÿ òðàåêòîðèÿ íàõîäèò-
ñÿ â îáëàñòè íåïðåðûâíîñòè ñèñòåìû è òðåáóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ àëãîðèòìà
â óñëîâèÿõ íåïðåðûâíîé çàäà÷è. Âòîðàÿ (òðåòüÿ) òðàåêòîðèÿ ñíà÷àëà ïðîõîäèò òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû, çàòåì âõîäèò â ñêîëüçÿùèé ðåæèì ñâåðõó (ñíèçó), âûõîäèò ñî
ñêîëüæåíèÿ â òî÷êå (1; 0) è ïåðåõîäèò â öèêëè÷åñêîå ðåøåíèå íà ãðàíèöå îáëàñòè A.
Ýòè òðàåêòîðèè ïîçâîëÿþò èçó÷èòü ïîâåäåíèå àëãîðèòìà â òðåõ ñèòóàöèÿõ: ïåðåñå÷åíèå
ãðàíèöû ðàçðûâà, ïåðåõîä òðàåêòîðèè â ñêîëüçÿùèé ðåæèì è âûõîä èç ñêîëüæåíèÿ.

Òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (??), (??) â îáëàñòÿõ G1 è G2 ëåãêî âû÷èñëèòü àíàëèòè÷å-
ñêè. Ðåøåíèå â îáùåì âèäå âûãëÿäèò êàê

x1(t) = C1 cos

(√
3

10
(t− t0)

)
+ C2 sin

(√
3

10
(t− t0)

)
+ χ1,

x2(t) = C1

√
3 sin

(√
3

10
(t− t0)

)
− C2

√
3 cos

(√
3

10
(t− t0)

)
+ χ2,

ãäå êîíñòàíòû C1 è C2 îïðåäåëÿþòñÿ èñõîäÿ èç íà÷àëüíûõ äàííûõ òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ

C1 = x1(t0) − χ1, C2 = −
√

3

3
(x2(t0) − χ2), ãäå χ1, χ2 � êîîðäèíàòû îñîáîé òî÷êè â

îáëàñòÿõ G1, G2. Èç íàéäåííîãî îáùåãî ðåøåíèÿ ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü ðåøåíèÿ äëÿ
èíòåðåñóþùèõ íàñ òðàåêòîðèé èç îáëàñòåé A, B, C.

Äëÿ îáëàñòè A ñ çàäàííîé íà÷àëüíîé òî÷êîé x1(0) = 2, x2(0) = 2 ïîëó÷àåì ðåøåíèå

x1(t) = cos

(√
3

10
t

)
+ 1, x2(t) =

√
3 sin

(√
3

10
t

)
+ 2.

Ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì tA =
20
√

3π

3
.
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Äëÿ îáëàñòè B ñ çàäàííîé íà÷àëüíîé òî÷êîé x1(0) = 0, x2(0) = −4 ïîëó÷àåì ðåøå-
íèå, ñêëååííîå èç ÷åòûðåõ òðàåêòîðèé (I, II, III, IV):

xI
1(t) = cos

(√
3

10
t

)
+

5
√

3

3
sin

(√
3

10
t

)
− 1,

xI
2(t) =

√
3 sin

(√
3

10
t

)
− 5 cos

(√
3

10
t

)
+ 1.

Ýòà òðàåêòîðèÿ äîñòèãàåò ãðàíèöû â òî÷êå xI
1(t1) = 2, xI

2(t1) = 0 â ìîìåíò âðåìåíè

t1 =
10
√

3π

9
. Äàëåå ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ â îáëàñòè G1 òðàåêòîðèåé

xII
1 (t) = cos

(√
3

10
(t− t1)

)
+

2
√

3

3
sin

(√
3

10
(t− t1)

)
+ 1,

xI
2(t) =

√
3 sin

(√
3

10
(t− t1)

)
− 2 cos

(√
3

10
(t− t1)

)
+ 2,

äîñòèãàþùåé ãðàíèöû â òî÷êå xII
1 (t2) = 0, xII

2 (t2) = 0 â ìîìåíò âðåìåíè t2 = t1 +
10
√

3

3

(
π + arccos

(
−1

7

))
. Çàòåì ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ òðàåêòîðèåé íà ãðàíèöå â ñêîëü-

çÿùåì ðåæèìå è îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè

xIII
1 (t) = 0.15(t− t2), xIII

2 (t) = 0.

Äàëåå òðàåêòîðèÿ äîñòèãàåò òî÷êè âûõîäà èç ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà xIII
1 (t3) = 1,

xIII
2 (t3) = 0 â ìîìåíò âðåìåíè t3 = t2 +

100

15
. Çàòåì ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ öèêëè÷åñêè

xIV
1 (t) =

2
√

3

3
sin

(√
3

10
(t− t3)

)
+ 1,

xIV
2 (t) = −2 cos

(√
3

10
(t− t3)

)
+ 2,

è òðàåêòîðèÿ âíîâü äîñòèãàåò òî÷êó xIV
1 (t4) = 1, xIV

2 (t4) = 0 â ìîìåíò âðåìåíè t4 =

t3 +
20
√

3π

3
.

Àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîé êîíñòðóêöèè òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû â îáëàñòè B
ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå â îáëàñòè C.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ïðåä-
ëîæåííîãî àëãîðèòìà. Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü ñèñòåìû áûëà ðàçäåëåíà íà òðè îáëàñòè (ñì.
ðèñ. ??, á), â êàæäîé èç êîòîðûõ òðàåêòîðèè èìåþò êà÷åñòâåííî îäèíàêîâîå ïîâåäåíèå.
Ïîýòîìó áûëî âûáðàíî ïî îäíîé òåñòîâîé òðàåêòîðèè â êàæäîé îáëàñòè, íàéäåíû äëÿ
íèõ àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ (ñì. âûøå) è âû÷èñëåíû íåñêîëüêî ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñ
ðàçíîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè. Îòñëåæèâàíèå òðàåêòîðèè
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ïðîâåäåíî íà èíòåðâàëå âðåìåíè îò çàäàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè äî çàâåðøåíèÿ ïåðâîãî
öèêëà íà ãðàíèöå îáëàñòè A.

Òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ â îáëàñòè A (ðèñ. ??, à) íàõîäèòñÿ â îáëàñòè íåïðåðûâíîñòè
âåêòîðíîãî ïîëÿ íàïðàâëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû. Ýòà òðàåêòîðèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ïðîâåðêè ðàáîòû àëãîðèòìà â ñòàíäàðòíîé (íåïðåðûâíîé) ñèòóàöèè ñ öåëüþ îïðåäåëå-
íèÿ � íå ïðîèñõîäèò ëè óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè ñ÷åòà ïî ñðàâíåíèþ ñ òàêîâûì äëÿ òðà-
äèöèîííûõ àëãîðèòìîâ è íå íàðóøàåòñÿ ëè ñõîäèìîñòü ìåòîäà íà íåïðåðûâíî-äèôôå-
ðåíöèðóåìîì ðåøåíèè. Êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé (ðèñ. ??, á), àëãîðèòì
ñîõðàíÿåò ñõîäèìîñòü ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ãðàôèêè èçìåíå-
íèÿ ïîðÿäêà àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè lg Aerr ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè ðàçíîé çàäàííîé
ëîêàëüíîé òî÷íîñòè Tol = 10−2, 10−4, 10−6, 10−8. Âèäíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïîëó÷àåìûõ
ðåøåíèé íå ïðåâûøàåò çàäàííîé ëîêàëüíîé òî÷íîñòè.

Òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ â îáëàñòè B (ðèñ. ??, à) ñòàðòóåò èç òî÷êè (0;−4), ïåðåñåêà-
åò ãðàíèöó îáëàñòåé íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå (2; 0), ãäå ïðîèñõîäèò ñìåíà íàïðàâëåíèÿ
âåêòîðíîãî ïîëÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû, çàòåì ñíîâà äîñòèãàåò ãðàíèöû â òî÷êå (0; 0),
ãäå ïåðåõîäèò â ñêîëüçÿùèé ðåæèì âäîëü ãðàíèöû. Â òî÷êå (1; 0) òðàåêòîðèÿ âûõîäèò
ñî ñêîëüæåíèÿ è ïðîäîëæàåò äâèæåíèå ïî öèêëó íà ãðàíèöå îáëàñòè A. Ãðàôèêè ïî-
ãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (ðèñ. ??, á) ïîêàçûâàþò ñõîäèìîñòü ê òî÷íîìó ðåøåíèþ
ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè Tol. Îäíàêî â îòëè÷èå îò íåïðåðûâíîãî
ðåæèìà (ñì. ðèñ. ??, à) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ïðè âõîäå â ñêîëüçÿùèé ðåæèì
è âûõîäå èç íåãî âîçíèêàåò ñêà÷îê ïîãðåøíîñòè, ÷òî, êàê ñëåäñòâèå, âåäåò ê óâåëè÷å-
íèþ êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷-
íîñòüþ (ñì. íèæå ðèñ. ??, à). Òåì íå ìåíåå è â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ñ
íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ.

Òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ â îáëàñòè C (ðèñ. ??, à) âåäåò ñåáÿ àíàëîãè÷íî òðàåêòîðèè èç
îáëàñòè B. Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî íà ó÷àñòîê ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà òðàåê-
òîðèÿ ïðèõîäèò ñíèçó (èç îáëàñòè G2), à íå ñâåðõó (èç îáëàñòè G1), êàê â ïðåäûäóùåì

lg Aerr

1

2

3

4

tx

x

à á

Ðèñ. 2. Òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ â îáëàñòè A ñ óêàçàíèåì òî÷åê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, íàéäåííûõ ñ
òî÷íîñòüþ Tol = 10−2 (à), è ïîðÿäîê àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè lg Aerr ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà
òðàåêòîðèè îäíîãî öèêëà ïðè ðàçíûõ çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ òî÷íîñòè: Tol = 10−2 (1), 10−4 (2),
10−6 (3), 10−8 (4)
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lg Aerr
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x

x

1
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à á

Ðèñ. 3. Òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ â îáëàñòè B ñ óêàçàíèåì òî÷åê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, íàéäåííûõ ñ
òî÷íîñòüþ Tol = 10−2 (à), è ïîðÿäîê àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè lg Aerr ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà
òðàåêòîðèè îäíîãî öèêëà ïðè ðàçíûõ çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ òî÷íîñòè: Tol = 10−2 (1), 10−4 (2),
10−6 (3), 10−8 (4)

x

x

t

lg Aerr

à á

Ðèñ. 4. Òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ â îáëàñòè C ñ óêàçàíèåì òî÷åê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, íàéäåííûõ ñ
òî÷íîñòüþ Tol = 10−2 (à), è ïîðÿäîê àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè lg Aerr ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà
òðàåêòîðèè îäíîãî öèêëà ïðè ðàçíûõ çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ òî÷íîñòè: Tol = 10−2 (¤), 10−4 (◦),
10−6 (•), 10−8 (O)

ñëó÷àå. Òåì íå ìåíåå ìû ñî÷ëè íóæíûì âêëþ÷èòü ýòó òðàåêòîðèþ â âû÷èñëèòåëüíûé
ýêñïåðèìåíò. Ðåçóëüòàòû (ðèñ. ??, á) ïîêàçàëè ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷-
íîìó ïðè óìåíüøåíèè âåëè÷èíû çàäàííîé òî÷íîñòè Tol.

Ïîâåäåíèå àëãîðèòìà ìîæíî ïðîñëåäèòü íà ãðàôèêàõ èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà øàãîâ
èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü òðàåêòîðèè â îáëàñòÿõ B è C (ðèñ. ??). Çàìåòèì, ÷òî ðîñò êîëè-
÷åñòâà øàãîâ ïðîèñõîäèò âáëèçè ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà: â ïåðâûé ðàç � ïðè ïåðåñå÷åíèè
ïîâåðõíîñòè, âî âòîðîé ðàç � ïðè âõîäå â ñêîëüçÿùèé ðåæèì è â òðåòèé ðàç � ïðè âû-
õîäå èç íåãî. Óâåëè÷åíèå çàäàííîé òî÷íîñòè òðåáóåò áîëüøèõ çàòðàò íà âû÷èñëåíèå,
ïîýòîìó ïðîèñõîäèò ðîñò êîëè÷åñòâà øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ.
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t

N
h

N
h

t

à á

Ðèñ. 5. Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ Nh âäîëü òðàåêòîðèè â îáëàñòÿõ B (à) è
C (á) ïðè ðàçíûõ çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ òî÷íîñòè: Tol = 10−2 (¤), 10−4 (◦), 10−6 (•), 10−8 (O)

Âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû àëãîðèòìà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ àäåêâàò-
íî îöåíèòü äîâîëüíî ñëîæíî. Âî-ïåðâûõ, âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ÷èñëåííîãî ìåòîäà
ðåøåíèÿ ÎÄÓ òðàäèöèîííî îöåíèâàþò ïî êîëè÷åñòâó âû÷èñëåíèé ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâ-
íåíèÿ. Ýòà âåëè÷èíà õîðîøî êîððåëèðóåò ñ ðåàëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè
äëÿ îäíî- è ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ, íî â ïðåäñòàâëåííîì àëãîðèòìå ïðèñóòñòâóþò èòå-
ðàöèîííûå ïðîöåäóðû, íå èñïîëüçóþùèå âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé, íî òðåáóþùèå
âðåìåííûõ çàòðàò íà ñõîäèìîñòü. Âî-âòîðûõ, âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû, êîòîðûå ìîæ-
íî îïðåäåëèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, çàâèñÿò îò êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè è îò êîìïüþòåðà,
èñïîëüçóåìîãî äëÿ ðàñ÷åòîâ. Ïîýòîìó êîíêðåòíûå âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè, âûðà-
æåííûå â ñåêóíäàõ ðàáîòû àëãîðèòìà, ñèëüíî ìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïðèìåíÿåìûõ
ìîäåëè êîìïüþòåðà è ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.

Ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óäà÷íîé îöåíêîé âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò àëãîðèòìà áó-
äåò êîëè÷åñòâî øàãîâ ìåòîäà Ýéëåðà, êîòîðîå ìîæíî âûïîëíèòü çà âðåìÿ ðàáîòû íà
äàííîì êîìïüþòåðå â òîé æå ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè. Èìåííî òàêîé êðèòåðèé îöåí-
êè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè áûë âûáðàí. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû â òàáëèöå,
ãäå ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: Tol � çàäàííàÿ òî÷íîñòü, Nh � êîëè÷åñòâî
ïðèíÿòûõ øàãîâ ìåòîäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ íà çàäàííîì èíòåðâàëå, Nf � êîëè-
÷åñòâî âûïîëíåííûõ âû÷èñëåíèé ïðàâûõ ÷àñòåé, Tc � âðåìÿ (â ñåêóíäàõ), ïîòðà÷åííîå
íà âû÷èñëåíèå â äàííîé ðåàëèçàöèè, Ne � êîëè÷åñòâî øàãîâ ìåòîäà Ýéëåðà, êîòîðîå
ìîæíî âûïîëíèòü çà âðåìÿ Tc, Vh � êîýôôèöèåíò óâåëè÷åíèÿ øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ
(ïî îòíîøåíèþ ê ïðåäûäóùåé ñòðîêå â òàáëèöå), P � îöåíêà ïîðÿäêà ìåòîäà. Îòìåòèì,
÷òî äëÿ îáëàñòè A ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû äëÿ 10 öèêëîâ òðàåêòîðèè, ïî-
ñêîëüêó íà îäíîì öèêëå âðåìÿ òî÷íî èçìåðèòü ñëîæíî � â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåìîå âðåìÿ
ñîñòàâëÿåò ìåíüøå 0.1 ñ. Äëÿ îáëàñòåé B è C ïðèâåäåíî çíà÷åíèå âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ
îäíîé òðàåêòîðèè.

Ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ñðåäíåå êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé ïðàâûõ ÷à-
ñòåé ÎÄÓ íà îäèí ïðèíÿòûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ îáëàñòè A ðàâíî 11.98, B � 13.88,
C � 14.58. Êîýôôèöèåíò óìåíüøåíèÿ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè òî÷íîñòè â
10 ðàç íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ 1.629, ÷òî äëÿ òðàåêòîðèè A äàåò ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê
ìåòîäà 4.717. Äëÿ òðàåêòîðèè B íàèáîëüøèé êîýôôèöèåíò óìåíüøåíèÿ øàãà ñîñòà-
âèë 1.524, à ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê � 5.461, äëÿ òðàåêòîðèè C � ñîîòâåòñòâåííî 1.522
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Îöåíêà âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò è ïîðÿäêà òî÷íîñòè àëãîðèòìà
Tol Nh Nf Tc Ne Vh P

Îáëàñòü A
10−2 108 1287 0.261 1569 � �
10−3 174 2079 0.411 3777 1.615 4.801
10−4 282 3375 0.480 4793 1.623 4.752
10−5 459 5499 0.691 7899 1.629 4.717
10−6 733 8787 1.202 15421 1.598 4.913
10−7 1177 14127 1.703 22796 1.608 4.849
10−8 1879 22551 2.593 35896 1.596 4.923
10−9 2992 35895 4.096 58020 1.592 4.954
10−10 4757 57075 6.489 93245 1.590 4.956

Îáëàñòü B
10−2 58 883 0.451 4366 � �
10−3 77 1169 0.461 4513 1.324 8.207
10−4 105 1538 0.551 5838 1.316 8.393
10−5 149 2105 0.641 7163 1.369 7.337
10−6 217 3006 0.791 9371 1.428 6.463
10−7 315 4230 0.902 11005 1.407 6.741
10−8 472 6178 1.222 15715 1.461 6.079
10−9 719 9199 1.572 20876 1.489 5.784
10−10 1114 14023 2.103 28683 1.524 5.461

Îáëàñòü C
10−2 61 1039 0.410 3763 � �
10−3 77 1263 0.491 4955 1.216 11.794
10−4 100 1589 0.610 6707 1.258 10.028
10−5 138 2100 0.601 6574 1.322 8.258
10−6 181 2545 0.621 6869 1.212 11.981
10−7 265 3636 0.812 9680 1.429 6.454
10−8 392 5207 1.061 13345 1.432 6.412
10−9 593 7678 1.332 17334 1.457 5.929
10−10 922 11689 1.833 24709 1.522 5.479

è 5.579. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî äîáàâëåííûå ïðîöåäóðû ïîèñêà òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ñ ãðàíèöåé è òî÷åê âûõîäà èç ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà íå ïîíèçèëè
òî÷íîñòü ìåòîäà â öåëîì è óâåëè÷èëè âðåìåííûå çàòðàòû íå áîëåå ÷åì íà 24%. Êðîìå
òîãî, óñëîâèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè íà ãðàíèöå îáëàñòåé âûáðàíî ñëèøêîì ñèëüíûì. Êàê
ïîêàçûâàåò ýêñïåðèìåíò, ïîðÿäîê ìåòîäà íà íèçêîé çàäàííîé òî÷íîñòè ñëèøêîì âåëèê
è îïóñêàåòñÿ äî 5.461 íà âûñîêîé çàäàííîé òî÷íîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå îöåí-
êè ïîãðåøíîñòè òðåáóåò êîððåêòèðîâêè â ñòîðîíó åå óâåëè÷åíèÿ, ÷òî òàêæå ïîçâîëèò
óìåíüøèòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà íèçêîé çàäàííîé òî÷íîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå îïèñàí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû ÎÄÓ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, êîòîðàÿ òåðïèò ðàçðûâ íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè. Â õî-
äå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà áûëè ðåøåíû çàäà÷è ïî íàõîæäåíèþ òî÷êè âõîäà òðàåêòî-
ðèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà, îïðåäåëåíèþ äàëüíåéøåãî ïîâåäåíèÿ
ðåøåíèÿ, âû÷èñëåíèþ ðåøåíèÿ â ñêîëüçÿùåì ðåæèìå, íàõîæäåíèþ òî÷êè âûõîäà ñî
ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà. Íà ïðèìåðå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îäíîé ñèñòåìû ïîêàçàíà ñõîäè-
ìîñòü ïðåäëîæåííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà.
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