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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðåàëèçàöèè äëÿ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñ-
êðåòíûì âðåìåíåì íàä íå÷åòêèìè òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè. Îáîáùàåòñÿ ïîäõîä ê
ðåøåíèþ ïðîáëåìû ðåàëèçàöèè äëÿ êëàññà èíòåðâàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì íàä
íå÷åòêèìè ÷èñëàìè. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä íàõîæäåíèÿ íå÷åòêîé àëãåáðàè÷åñêîé ðå-
àëèçàöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö íàä íå÷åòêèìè òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè.
Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä èëëþñòðèðóåòñÿ ÷èñëåííûìè ïðèìåðàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, çàäà÷à ðåàëèçàöèè, ïðîñòðàíñòâî ñî-
ñòîÿíèé, íå÷åòêèå òðåóãîëüíûå ÷èñëà.

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ïî
äàííûì î ïîâåäåíèè âõîä-âûõîä ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé
íåîïðåäåëåííîñòüþ â âèäå íå÷åòêèõ òðåóãîëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëå-
ìû áûë èñïîëüçîâàí ïîäõîä, ðàññìîòðåííûé â ðàáîòå [?] äëÿ èíòåðâàëüíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Ëþáîå íå÷åòêîå ÷èñëî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê èíòåðâàëüíîå, íàäåëåííîå íåêîòîðîé ñòðóêòóðîé, ïîýòîìó ïðåäëàãàåìîå èññëåäîâà-
íèå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ðåàëèçàöèè äëÿ êëàññà
èíòåðâàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà êëàññ ñèñòåì íàä íå÷åòêèìè ÷èñëàìè.

Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñèñòåì
èçâåñòíàÿ êàê ïðîáëåìà ðåàëèçàöèè, äëÿ êëàññà ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì óñïåøíî ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà [?],
íåêîòîðûå âû÷èñëèòåëüíûå ìîäèôèêöèè êîòîðîãî ðàçâèòû â [?, ?]. Îáùåñèñòåìíûå
àñïåêòû ïðîáëåìû ðåàëèçàöèè äîñòàòî÷íî ïîëíî îñâåùåíû â ìîíîãðàôèè [?].

Â ðàáîòå [?] áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ðàñïðîñòðàíèòü ïîäõîä ê àíàëèçó îáùèõ
ñèñòåì [?] íà êëàññ íå÷åòêèõ ñèñòåì, à â [?] èññëåäîâàííî ïîíÿòèå íå÷åòêîé ëèíåéíîñòè
äëÿ êëàññà íå÷åòêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â [?] áûë ïîëó÷åí äîñòàòî÷íûé êðèòåðèé
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àëãåáðàè÷åñêîé ðåàëèçóåìîñòè äëÿ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íàä íå÷åòêèìè ÷èñ-
ëàìè. Âìåñòå ñ òåì ïðè ïîñòðîåíèè íàäåæíûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ
ðåàëèçàöèé âîçíèêàþò ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè. Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà
íå÷åòêèõ ÷èñåë (è òðåóãîëüíûõ â òîì ÷èñëå) â ðàìêàõ åñòåñòâåííîé íå÷åòêîé àðèô-
ìåòèêè, îñíîâàííîé íà ïðèíöèïå ðàñïðîñòðàíåíèÿ, íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî �õîðîøè-
ìè�. Îíè íå îáðàçóþò òàêèõ óäîáíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, êàê êîëüöî èëè ïîëå.
Ìíîæåñòâî íå÷åòêèõ ÷èñåë, êàê è îáû÷íàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà, ÿâëÿåòñÿ êîì-
ìóòàòèâíîé ïîëóãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî äàæå ñòàíäàðòíûå àëãåáðàè÷åñêèå çàäà÷è â äàííîì ñëó÷àå ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü ñëîæ-
íûìè, à çàäà÷à ðåàëèçàöèè äëÿ çàäàííîé èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö íàä
íå÷åòêèìè ÷èñëàìè ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåðàçðåøèìîé.

Óêàçàííûå íå÷åòêèå àðèôìåòèêè äîïóñêàþò �óëó÷øåíèÿ�, íî ïðè ýòîì òåðÿþòñÿ
åñòåñòâåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îïåðàöèé è ïðàêòè÷åñêàÿ ïðèìåíèìîñòü ðåçóëüòàòîâ. Ïðåä-
ëàãàåìûé â ðàáîòå ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ðåàëèçàöèè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì íàä
íå÷åòêèìè ÷èñëàìè îñíîâàí íà ïîãðóæåíèè ìíîæåñòâ âõîäíûõ ñèãíàëîâ, ñîñòîÿíèé è
âûõîäíûõ ñèãíàëîâ íå÷åòêîé ñèñòåìû â ðàñøèðåííûå íå÷åòêèå ïðîñòðàíñòâà.

Çàìåòèì, ÷òî òåõíèêà ïîãðóæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð â ñòðóêòóðû ñ áîëåå
ìîùíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîëîãè÷åñêèì ïðè-
åìîì ðåøåíèÿ ìíîãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷. Êðîìå òîãî, ýòà òåõíèêà óäà÷íî ïðèìåíÿ-
ëàñü êàê äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì èíòåðâàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [?], òàê è äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ðåàëèçàöèè èíòåðâàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [?].

Äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë, FR � ìíîæåñòâî íå÷åòêèõ ÷èñåë, FRp×m � ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ íå÷åòêèìè
÷èñëàìè ðàçìåðíîñòè p×m.

1. Åñòåñòâåííàÿ íå÷åòêàÿ àðèôìåòèêà
Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî îñíîâíûõ ïîíÿòèé èç òåîðèè íå÷åòêèõ ÷èñåë,
êîòîðûå áóäóò ïîëåçíû â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ [? � ?].

Îïðåäåëåíèå 1. Íå÷åòêîå ÷èñëî A íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R åñòü íå÷åòêîå ìíî-
æåñòâî, õàðàêòåðèçóþùååñÿ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè µA:

µA : R→ [0, 1].

Îïðåäåëåíèå 2. Íå÷åòêîå ÷èñëî A íà R íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x, y, z ∈ R òàêèõ, ÷òî x ≤ y ≤ z,

µA(y) ≥ µA(x) ∧ µA(z),

ãäå ∧ îçíà÷àåò min.
Íå÷åòêîå ÷èñëî A óíèìîäàëüíî, åñëè óñëîâèå µA(x) = 1 ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ

îäíîé òî÷êè äåéñòâèòåëüíîé îñè.
×àñòî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âûïóêëûõ íå÷åòêèõ ÷èñåë èñïîëüçóþò ìíîæåñòâà óðîâíÿ α.
Îïðåäåëåíèå 3.Ìíîæåñòâî óðîâíÿ α íå÷åòêîãî ÷èñëà A åñòü íåïóñòîå ìíîæåñòâî,

îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç Aα è îïðåäåëÿåìîå êàê

Aα = {x |µA(x) ≥ α} , 0 < α ≤ 1.
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Îïðåäåëåíèå 4. Íîñèòåëü ΓA íå÷åòêîãî ÷èñëà A åñòü ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿåìîå
êàê òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ ìíîæåñòâà óðîâíÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

ΓA = {x|µA(x) > 0}.
Íå÷åòêîå ÷èñëî A ìîæíî ðàçëîæèòü ïî åãî ìíîæåñòâàì óðîâíÿ

A =
1⋃

α=0

αAα.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íå÷åòêèõ ñèñòåì ÷àñòî èñïîëü-
çóþòñÿ íå÷åòêèå ÷èñëà (L−R)-òèïà. Íå÷åòêîå ÷èñëî (L−R)-òèïà ìîæåò áûòü çàäàíî
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè (L−R)-òèïà, óäîâëåòâîðÿþùåé ñâîéñòâàì

L(−x) = L(x), R(−x) = R(x),
L(0) = R(0) = 1,

ãäå L è R � íåâîçðàñòàþùèå ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë.

Íå÷åòêîå óíèìîäàëüíîå ÷èñëî A ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêèì ÷èñëîì (L − R)-òèïà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

µA(x) =

{
L((a− x)/α äëÿ ∀x ≤ a, α > 0,
R((x− a)/β äëÿ ∀x ≥ a, β > 0,

ãäå a � ñðåäíåå çíà÷åíèå (öåíòð) íå÷åòêîãî ÷èñëà, α, β � ëåâûé è ïðàâûé êîýôôèöèåíò
íå÷åòêîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Íå÷åòêîå óíèìîäàëüíîå ÷èñëî (L−R)-òèïà ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå òðîéêè ïàðàìåòðîâ A = (a, α, β). ×àñòíûì ñëó÷àåì íå÷åòêèõ óíèìîäàëüíûõ
÷èñåë (L−R)-òèïà ÿâëÿþòñÿ íå÷åòêèå òðåóãîëüíûå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 5. Íå÷åòêèì òðåóãîëüíûì ÷èñëîì A íàçûâàåòñÿ òðîéêà äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë (a, α, β) (a− α ≤ a ≤ a + β) ñ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè

µÀ(x) =





x− a + α

α
, x ∈ [a− α, a],

x− a− β

−β
, x ∈ [a, a + β],

0.

Çäåñü a � öåíòð, α � âåëè÷èíà íå÷åòêîñòè ñëåâà, β � âåëè÷èíà íå÷åòêîñòè ñïðàâà.
Ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè òàêîãî ÷èñëà èìååò âèä òðåóãîëüíèêà. ×àñòî ïîä íå÷åòêè-
ìè òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè ïîíèìàþò ÷èñëà, ó êîòîðûõ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè íå
îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, íî ìîãóò áûòü ëþáûìè ìîíîòîííûìè è äèôôåðåí-
öèðóåìûìè ôóíêöèÿìè.

Ïóñòü A è B � íå÷åòêèå ÷èñëà â R, è ∗ � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà
R. Îäíèì èç ñïîñîáîâ íå÷åòêîãî äîîïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå (ïðèíöèï ðàñïðîñòðàíåíèÿ):

µA∗B(x ∗ y) = µA(x) ∧ µB(y), (1)

ãäå ∧ îçíà÷àåò min. Åñëè â (1) áèíàðíóþ îïåðàöèþ ∗ çàìåíèòü îáû÷íûìè àðèôìåòè-
÷åñêèìè îïåðàöèÿìè +, −, × è ÷, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýòèõ îïåðàöèé
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íàä íå÷åòêèìè ÷èñëàìè. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî A è B � íå÷åòêèå ÷èñëà â R, ñîãëàñíî (1)
èìååì

µA+B(x + y) = µA(x) ∧ µB(y),

µA−B(x− y) = µA(x) ∧ µB(y),

µA×B(x× y) = µA(x) ∧ µB(y),

µA÷B(x/y) = µA(x) ∧ µB(y).

Ïðè ýòîì íå÷åòêèå ÷èñëà, ïîëó÷åííûå ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé +, −, × ê âûïóêëûì
íå÷åòêèì ÷èñëàì, åñòü âûïóêëûå íå÷åòêèå ÷èñëà.

Ýòè îïðåäåëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ëþáûõ íå÷åòêèõ ÷èñåë, îäíàêî äëÿ âû-
ïóêëûõ íå÷åòêèõ ÷èñåë óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà óðîâíÿ α.

Åñëè Aα è Bα � ìíîæåñòâà óðîâíÿ α âûïóêëûõ íå÷åòêèõ ÷èñåë A è B ñîîòâåòñòâåí-
íî, òî ìíîæåñòâà óðîâíÿ α åñòü èíòåðâàëû â R, ÿâëÿþùèåñÿ ñïåöèàëüíûìè âûïóêëûìè
íå÷åòêèìè ÷èñëàìè, ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè êîòîðûõ ðàâíû 1 íà x ∈ Aα è 0 â îñòàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ. Èñïîëüçóÿ èäåíòè÷íîñòü ðàçðåøèìîñòè, îïåðàöèè íàä íå÷åòêèìè ÷èñëàìè
ìîæíî âûðàçèòü â âèäå

A + B =
1⋃

α=0

α (Aα + Bα) ,

A−B =
1⋃

α=0

α (Aα −Bα) ,

A×B =
1⋃

α=0

α (Aα ×Bα) ,

A÷B =
1⋃

α=0

α (Aα ÷Bα) .

Èçâåñòíî, ÷òî ñåìåéñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îáðàçóåò ïîëå îòíîñèòåëüíî îáû÷-
íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Íî äëÿ âûïóêëûõ íå÷åòêèõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò
îáðàòíûõ è íå âûïîëíÿåòñÿ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âûïóêëûõ
íå÷åòêèõ ÷èñåë íå îáðàçóþò òàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð êàê êîëüöî èëè ïîëå.

2. Ðàñøèðåííàÿ íå÷åòêàÿ àðèôìåòèêà
Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ðàñøèðåííîé íå÷åòêîé àðèôìåòèêè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå-
÷åòêèå òðåóãîëüíûå ÷èñëà, ò. å. ÷èñëà, èìåþùèå ïðåäñòàâëåíèå (a, α, β), è ñòðîèòü ðàñ-
øèðåííóþ íå÷åòêóþ àðèôìåòèêó 〈EFR, +̄, ·̄〉, ãäå +̄, ·̄ � îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ, îïðåäåëåííûå íà íå÷åòêèõ òðåóãîëüíûõ ÷èñëàõ â ðàñøèðåííîé íå÷åòêîé àðèô-
ìåòèêå.

Ðàññìîòðèì ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë 〈R, +, ·〉 è âîçüìåì íåêîòîðóþ âçàèìíî-îä-
íîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f : R → R. Îïðåäåëèì îïåðàöèè ⊕ è ⊗ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû f
ÿâëÿëîñü èçîìîðôèçìîì ñèñòåì 〈R, +, ·〉 è 〈R,⊕,⊗〉. Äëÿ ýòîãî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
ðàâåíñòâà

ᾱ⊕ β̄ = f(f−1(ᾱ) + f−1(β̄)), (2)
ᾱ⊗ β̄ = f(f−1(ᾱ) · f−1(β̄)). (3)
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Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè f(x) = x ðàâåíñòâà (2) è (3) ïðèìóò âèä

ᾱ⊕ β̄ = ᾱ + β̄,

ᾱ⊗ β̄ = ᾱ · β̄.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðàñøèðåííàÿ íå÷åòêàÿ àðèôìåòèêà � ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà 〈EFR, +̄, ·̄〉, íîñèòåëü êîòîðîé � ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòêèõ òðåóãîëüíûõ ÷èñåë âèäà
(ā; ᾱ, β̄), à îïåðàöèè +̄ è ·̄ îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(ā1, ᾱ1, β̄1)+̄(ā2, ᾱ2, β̄2) = (ā1 + ā2, ᾱ1 ⊕ ᾱ2, β̄1 ⊕ β̄2),

(ā1, ᾱ1, β̄1)̄·(ā2, ᾱ2, β̄2) = (ā1 · ā2, ᾱ1 ⊗ ᾱ2, β̄1 ⊗ β̄2).

Ïðè òàêîì çàäàíèè îïåðàöèé àðèôìåòèêà EFR áóäåò êîììóòàòèâíîé, àññîöèàòèâíîé è
äèñòðèáóòèâíîé. Ðîëü íóëåâîãî ýëåìåíòà áóäåò âûïîëíÿòü íå÷åòêîå òðåóãîëüíîå ÷èñëî
(0, 0, 0), ðîëü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà � íå÷åòêîå òðåóãîëüíîå ÷èñëî (1, 1, 1). Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî íå÷åòêîãî òðåóãîëüíîãî ÷èñëà Ā = (ā, ᾱ, β̄) ïðîòèâîïîëîæíûì ÷èñëîì áóäåò
−Ā = (−ā,−ᾱ,−β̄) è îáðàòíûì ýëåìåíòîì � Ā−1 =

(
1

ā
,
1

ᾱ
,
1

β̄

)
.

Íå îáÿçàòåëüíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñøèðåííîé àðèôìåòèêè áðàòü â êà÷åñòâå îñíîâíîé
ôóíêöèþ f(x) = x. Ïîñòðîåíèå ìîæíî âåñòè è ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f(x) = ex. Ýòà
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì R íà R+. Òîãäà ðàâåíñòâà (2)
è (3) ïðèìóò âèä

ᾱ⊕ β̄ = ᾱ · β̄,

ᾱ⊗ β̄ = eln ᾱ ln β̄.

Ðîëü íóëåâîãî ýëåìåíòà áóäåò âûïîëíÿòü íå÷åòêîå òðåóãîëüíîå ÷èñëî (0, 1, 1), ðîëü åäè-
íè÷íîãî ýëåìåíòà � íå÷åòêîå òðåóãîëüíîå ÷èñëî (1, e, e). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íå÷åòêîãî
òðåóãîëüíîãî ÷èñëà Ā = (ā, ᾱ, β̄) ïðîòèâîïîëîæíûì ÷èñëîì áóäåò −Ā = (−ā,

1

ᾱ
,
1

β̄
) è

îáðàòíûì ýëåìåíòîì � Ā−1 =

(
1

ā
, e

1
ln ᾱ , e

1
ln β̄

)
.

Ïóñòü (a, α, β) � íå÷åòêîå òðåóãîëüíîå ÷èñëî â åñòåñòâåííîé àðèôìåòèêå, (ā, ᾱ, β̄) �
íå÷åòêîå òðåóãîëüíîå ÷èñëî â ðàñøèðåííîé àðèôìåòèêå. Ïåðåõîä îò (a, α, β) ê (ā, ᾱ, β̄)
è îáðàòíî áóäåì îñóùåñòâëÿòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f(x) = x ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

ā = a, ᾱ = a− α, β̄ = a + β, (4)

a = ā, α = a− ᾱ, β = β̄ − a. (5)

Òîãäà íå÷åòêîìó òðåóãîëüíîìó ÷èñëó (a, α, β) â åñòåñòâåííîé àðèôìåòèêå ñîîòâåòñòâóåò
íå÷åòêîå òðåóãîëüíîå ÷èñëî (a, a−α, a+β) â ðàñøèðåííîé àðèôìåòèêå. Ïðîòèâîïîëîæ-
íûé è îáðàòíûé ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå (a, α, β) â ðàñøèðåííîé àðèôìåòèêå, áóäóò
âûãëÿäåòü òàê:

−(a, a− α, a + β) = (−a,−a + α,−a− β),

(a, a− α, a + β)−1 =

(
1

a
,

1

a− α
,

1

a + β

)
.
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Òåïåðü âûïîëíèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ ÷èñåë (a1, α1, β1) è (a2, α2, β2)
â ðàñøèðåííîé àðèôìåòèêå:
(a1, a1 − α1, a1 + β1)⊕ (a2, a2 − α2, a2 + β2)=(a1 + a2, a1 + a2 − α1 − α2, a1 + a2 + β1 + β2),

(a1, a1 − α1, a1 + β1)⊗ (a2, a2 − α2, a2 + β2) =

= (a1 · a2, a1 · a2 − a1 · α2 − a2 · α1 + α1 · α2, a1 · a2 + a1 · β2 + a2 · β1 + β1 · β2).

Çàìåòèì, ÷òî ᾱ è β̄ â ðàñøèðåííîé àðèôìåòèêå èìåþò åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ,
îíè ÿâëÿþòñÿ ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöåé èíòåðâàëà íîñèòåëÿ íå÷åòêîãî òðåóãîëüíîãî
÷èñëà ΓA[ᾱ, β̄].

3. Çàäà÷à ðåàëèçàöèè äëÿ ñèñòåì íàä íå÷åòêèìè ÷èñëàìè
Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ïî äàííûì î ïîâå-
äåíèè âõîä-âûõîä ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííî-
ñòüþ â âèäå íå÷åòêèõ òðåóãîëüíûõ ÷èñåë. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â
ðàáîòå [?]. Íå÷åòêîå òðåóãîëüíîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå èíòåðâàëüíîãî
÷èñëà ñ âûäåëåííîé ñòðóêòóðîé.

Îïðåäåëåíèå 7. Ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì (ñ m âõîäàìè, n ñîñòîÿíèÿìè è p âûõîäàìè) ñ íå÷åòêèìè ïàðàìåòðàìè
áóäåì íàçûâàòü îáúåêò [

∑
] = (F,G,H), äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì
x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t), y(t) = Hx(t), (6)

ãäå u(t) ∈ Rm, x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rp, è ïîíèìàòü åãî êàê ñåìåéñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t), y(t) = Hx(t), (7)
ìàòðèöû (F,G, H) êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò çàäàííûì ìàòðèöàì (F,G,H) íàä íå÷åòêèìè
÷èñëàìè, ò. å.

F ∈ F ∈ FRn×n, G ∈ G ∈ FRn×m, H ∈ H ∈ FRp×n,

ñî ñòåïåíÿìè ïðèíàäëåæíîñòè µ (F ) = min
i,j

µ (fi,j), µ (G) = min
i,j

µ (gi,j), µ (H) =

min
i,j

µ (hi,j) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå µ (fi,j) � ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà fi,j â ìàò-
ðèöå F , µ (gi,j) � ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà gi,j â ìàòðèöå G, µ (hi,j) � ñòåïåíü
ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà hi,j â ìàòðèöå H. Ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè ìîäåëè (7) ñå-
ìåéñòâó (6) â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà min (µ(F ), µ(G), µ(H)).

Çàäà÷à ðåàëèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íàä íå÷åòêèìè
òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: äëÿ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàò-
ðèö íàä íå÷åòêèìè òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè

{
Ã1, Ã2, ...

}
, Ãi ∈ FRp×m, i = 1, 2, ... (8)

ïîñòðîèòü òðîéêó ìàòðèö (F̃, G̃, H̃) íàä íå÷åòêèìè òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè òàêèõ,
÷òî âûïîëíÿþòñÿ ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ

Ãi = H̃F̃
i−1

G̃, i = 1, 2, ..., (9)
ãäå F̃ ∈ FRn×n, G̃ ∈ FRn×m, H̃ ∈ FRp×n.
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Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà íå÷åòêèõ ÷èñåë â ðàì-
êàõ åñòåñòâåííîé íå÷åòêîé àðèôìåòèêè, êàê è àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà êëàññè÷åñêîé
èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè, íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî �õîðîøèìè�. Îíè íå ïîçâîëÿþò âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåàëèçàöèè. ×òîáû ðåøèòü
äàííóþ çàäà÷ó, íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè åå èç ðàìîê åñòåñòâåííîé íå÷åòêîé àðèôìåòèêè
â ðàñøèðåííóþ íå÷åòêóþ àðèôìåòèêó, êîòîðàÿ îáëàäàåò áîëåå ìîùíûìè àëãåáðàè÷å-
ñêèìè ñðåäñòâàìè. Ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ðåàëèçàöèè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì íàä
íå÷åòêèìè ÷èñëàìè, ïðåäëàãàåìûé â äàííîé ðàáîòå, îñíîâàí íà ïîãðóæåíèè ìíîæåñòâ
âõîäíûõ ñèãíàëîâ, ñîñòîÿíèé è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ íå÷åòêîé ñèñòåìû â ðàñøèðåííûå
íå÷åòêèå ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà:

FRm −→
G̃

FRn −→
F̃

FRn −→
H̃

FRp

Ω ↓↑ Ω−1 Π ↓↑ Π−1 Π ↓↑ Π−1 Γ ↓↑ Γ−1

EFRm −→
Ḡ

EFRn −→
F̄

EFRn −→
H̄

EFRp

Íà ýòîé äèàãðàììå FR îçíà÷àåò ìíîæåñòâî íå÷åòêèõ ÷èñåë ñ îáû÷íîé íå÷åòêîé àðèôìå-
òèêîé, à EFR � ìíîæåñòâî íå÷åòêèõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî ðàñøèðåííîé íå÷åòêîé àðèô-
ìåòèêè; Π, Ω è Γ � èçîìîðôèçìû, èíäóöèðîâàííûå ïîêîìïîíåíòíûì ïðèìåíåíèåì
îòîáðàæåíèÿ FR 3 (a, α, β) ↔ (a, f(a − α), f(a + β)) ∈ EFR äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
f : R→ R, îïðåäåëÿþùåé ðàñøèðåííóþ íå÷åòêóþ àðèôìåòèêó.

Ïðèìåíèì äèàãðàììó äëÿ ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è.
Äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû íàä íå÷åòêèìè òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè îïèñûâà-

åòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:
x(t + 1) = F̃x(t) + G̃u(t), y(t) = H̃x(t)

èëè
F̃x(t) + G̃u(t)ª x(t + 1) = 0, H̃x(t)ª y(t) = 0.

Ïóñòü ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû x(t) è x(t + 1) â ìîìåíòû âðåìåíè t è t + 1, óïðàâëåíèþ
u(t) è âûõîäó y(t) ñîîòâåòñòâóþò ξ(t), ξ(t+1), θ(t) è η(t). Òîãäà, ïîãðóæàÿ äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó íàä íå÷åòêèìè òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè íàä FR â EFR, ïîëó÷èì:

Π(F̃Π−1(ξ(t)) + G̃Ω−1(θ(t))ª Π−1(ξ(t + 1))) = 0, Γ(H̃Π−1(ξ(t))ª Γ−1(η(t))) = 0.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, èìååì
ΠF̃Π−1ξ(t) + ΠG̃Ω−1θ(t)ª ξ(t + 1) = 0, ΓH̃Π−1ξ(t)ª η(t) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîãðóæåííîé ñèñòåìû íàä EFR
èìååò âèä

ξ(t + 1) = ΠF̃Π−1ξ(t) + ΠG̃Ω−1θ(t), η(t) = ΓH̃Π−1ξ(t).

Îòñþäà
F̄ = ΠF̃Π−1, Ḡ = ΠG̃Ω−1, H̄ = ΓH̃Π−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîãðóæåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö (8) ïðèìåò âèä
Ā1 = H̄Ḡ = ΓH̃Π−1ΠG̃Ω−1 = ΓH̃G̃Ω−1 = ΓÃ1Ω

−1,

Ā1 = H̄F̄Ḡ = ΓH̃Π−1ΠF̃Π−1ΠG̃Ω−1 = ΓH̃F̃G̃Ω−1 = ΓÃ2Ω
−1,

· · ·

Āi = H̄F̄
i−1

Ḡ = ΓH̃Π−1(ΠF̃Π−1)i−1ΠG̃Ω−1 = ΓH̃F̃
i−1

G̃Ω−1 = ΓÃiΩ
−1. (10)
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Èòàê, ïðè ïåðåõîäå èç ðàñøèðåííîé íå÷åòêîé àðèôìåòèêè â åñòåñòâåííóþ íå âñåãäà
ïîëó÷àþòñÿ íå÷åòêèå òðåóãîëüíûå ÷èñëà ñ ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé íå÷åòêîñòè ñëåâà
è ñïðàâà.

Îïðåäåëåíèå 8. Íå÷åòêîå òðåóãîëüíîå ÷èñëî (a, α, β), ïîëó÷åííîå ïðè ïåðåõîäå èç
ðàñøèðåííîé íå÷åòêîé àðèôìåòèêè â åñòåñòâåííóþ, áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíûì,
åñëè α > 0, β > 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü åãî íåïðàâèëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 9. Ìàòðèöó íàä íå÷åòêèìè òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè, ïîëó÷åííóþ
ïðè ïåðåõîäå èç ðàñøèðåííîé íå÷åòêîé àðèôìåòèêè â åñòåñòâåííóþ, áóäåì íàçûâàòü
ïðàâèëüíîé, åñëè îíà ñîäåðæèò òîëüêî ïðàâèëüíûå íå÷åòêèå òðåóãîëüíûå ÷èñëà.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö (8) â ðàñøèðåííîé àðèôìåòèêå ñîîòâåòñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö

{
Ā1, Ā2, ...

}
, Āi ∈ EFRp×m.

Òîãäà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà. Åñëè ïîãðóæåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö íàä íå÷åòêèìè òðå-

óãîëüíûìè ÷èñëàìè
{
Ā1, Ā2, ...

}
, Āi ∈ EFRp×m, i = 1, 2, ...

ðåàëèçóåìà â ðàñøèðåííîé àðèôìåòèêå ñ ìàòðèöàìè (F̄, Ḡ, H̄) íàä íå÷åòêèìè òðå-
óãîëüíûìè ÷èñëàìè è åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì òðîéêà ìàòðèö (F̃, G̃, H̃) íàä íå÷åò-
êèìè òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè â åñòåñòâåííîé àðèôìåòèêå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé, òî
(F̃, G̃, H̃) � íå÷åòêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàò-
ðèö {

Ã1, Ã2, ...
}

, Ãi ∈ FRp×m, i = 1, 2, ...

íàä íå÷åòêèìè òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ äèàãðàììó, ïîëó÷èì

H̃G̃ = Γ−1H̄ΠΠ−1ḠΩ = Γ−1H̄ḠΩ = Γ−1Ā1Ω,

H̃F̃G̃ = Γ−1H̄ΠΠ−1F̄ΠΠ−1ḠΩ = Γ−1H̄F̄ḠΩ = Γ−1Ā2Ω,
· · ·
H̃F̃

i−1
G̃ = Γ−1H̄Π(Π−1F̄Π)i−1Π−1ḠΩ−1 = Γ−1H̄F̄

i−1
ḠΩ = Γ−1ĀiΩ.

Ïîäñòàâèì â äàííûå ðàâåíñòâà Āi èç (10):

H̃G̃ = Γ−1Ā1Ω = Γ−1ΓÃ1Ω
−1Ω = Ã1,

H̃F̃G̃ = Γ−1Ā2Ω = Γ−1ΓÃ2Ω
−1Ω = Ã2,

· · ·
H̃F̃

i−1
G̃ = Γ−1ĀiΩ = Γ−1ΓÃiΩ

−1Ω = Ãi.

Òàêèì îáðàçîì, òðîéêà ìàòðèö (F̃, G̃, H̃) íàä íå÷åòêèìè òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè ÿâ-
ëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö

{
Ã1, Ã2, ...

}
, Ãi ∈ FRp×m, i = 1, 2, ...

íàä íå÷åòêèìè òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè. ¤
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Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî íå÷åòêèõ ÷èñåë â ðàñøèðåííîé àðèôìåòèêå îáðàçóåò ñòðóê-
òóðó ïîëÿ, ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè êîíå÷íîìåðíûõ ðåàëèçàöèé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ
ìåòîäàìè ðåàëèçàöèè ñèñòåì íàä ïîëÿìè, íàïðèìåð, àëãîðèòìîì Õî [?] èëè àëãîðèò-
ìîì, îñíîâàííûì íà ïñåâäîîáðàùåíèè ãàíêåëåâîé ìàòðèöû ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû [?].

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå òåîðåìû íà ïðèìåðàõ.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö íàä íå÷åòêèìè òðåóãîëüíûìè

÷èñëàìè äëÿ ñèñòåìû ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì:

Ã1 = (0, 0, 0.1), Ã2 = (1, 0.1, 0.1), Ã3 = (1, 0.19, 0.32), Ã4 = (2, 0.461, 0.662). (11)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (4) ïåðåéäåì îò ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö ê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ìàòðèö â ðàñøèðåííîé íå÷åòêîé àðèôìåòèêå

Ā1 = (0, 0, 0.1), Ā2 = (1, 0.9, 1.1), Ā3 = (1, 0.81, 1.32), Ā4 = (2, 1.539, 2.662). (12)

Íå÷åòêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (12), âû÷èñëåííàÿ ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà, ïðåäñòàâëåííîãî â [?], èìååò âèä

F̄ =

(
(0, 0, 0) (1, 1, 1)
(1, 0.9, 1.1) (1, 0.9, 1.1)

)
, Ḡ =

(
(0, 0, 0.1)
(1, 0.9, 1.1)

)
, H̄ = ((1, 1, 1) (0, 0, 0)) .

Ïåðåéäåì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (5) â åñòåñòâåííóþ àðèôìåòèêó è ïîëó÷èì íå÷åòêóþ
ñèñòåìó ñ ìàòðèöàìè

F̃ =

(
(0, 0, 0) (1, 0, 0)
(1, 0.1, 0.1) (1, 0.1, 0.1)

)
, G̃ =

(
(0, 0, 0.1)
(1, 0.1, 0.1)

)
, H̃ = ((1,0,0) (0,0,0)) . (13)

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöû (13) ÿâëÿþòñÿ íå÷åòêîé àë-
ãåáðàè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (11).

Äàííûé ìåòîä ïðèìåíèì íå òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ íå÷åòêèõ, íî è äëÿ ñìåøàí-
íûõ íå÷åòêèõ òðåóãîëüíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö íàä íå÷åòêèìè òðåóãîëüíûìè
÷èñëàìè äëÿ ñèñòåìû ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì:

Ã1 = (0, 0.22, 0.22), Ã2 = (1, 0.412, 0.474),

Ã3 = (1, 0.8222, 1.0108), Ã4 = (2, 1.52864, 2.03436). (14)
Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (4) ïåðåéäåì îò ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö ê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ìàòðèö â ðàñøèðåííîé íå÷åòêîé àðèôìåòèêå

Ā1 = (0, −0.22, 0.22), Ā2 = (1, 0.588, 1.474),

Ā3 = (1, 0.1778, 2.0108), Ā4 = (2, 0.47136, 4.03436). (15)
Íå÷åòêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (15), âû÷èñëåííàÿ ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà, ïðåäñòàâëåííîãî â [?], èìååò âèä

F̄ =

(
(0, 0, 0) (1, 1, 1)
(1, 0.638, 1.1) (1, 0.541, 1.2)

)
, Ḡ =

(
(0,−0.22, 0.22)
(1, 0.588, 1.474)

)
,

H̄ = ((1, 1, 1) (0, 0, 0)) .
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Åñëè òåïåðü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (5) ïåðåéäåì â åñòåñòâåííóþ àðèôìåòèêó, òî ïî-
ëó÷èì íå÷åòêóþ ñèñòåìó ñ ìàòðèöàìè

F̃ =

(
(0, 0, 0) (1, 0, 0)
(1, 0.362, 0.1) (1, 0.459, 0.2)

)
, G̃ =

(
(0, 0.22, 0.22)
(1, 0.412, 0.474)

)
,

H̃ = ((1,0,0) (0,0,0)) . (16)
Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöû (16) ÿâëÿþòñÿ íå÷åòêîé àë-

ãåáðàè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (14).
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