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Î ñõîäèìîñòè äèàãîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèéÄ.Ñ. Ïåòêîâè÷, È.Ä. Àðàíãåëîâè÷Óíèâåðñèòåò Ïðèøòèíû, Êîñîâñêà Ìèòðîâèöà, Ñåðáèÿe-mail: dojin.petkovi�gmail.omÈññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü äèàãîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé Ïàäå â ïðåäïîëîæåíèèîá èõ ïðèíàäëåæíîñòè ñïåöèàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.Ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî ðÿäà Òåéëîðà ðàññìàòðèâàåìûå ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ âíóòðè (íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ) ê �óíê-öèè, ãîëîìîð�íîé â êðóãå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: òàáëèöû Ïàäå, äèàãîíàëüíûå àïïðîêñèìàöèè.1. Ïóñòü

f(z) = c0 + c1z + c2z
2 + · · · =

∞
∑

i=0

ciz
i � (1)�óíêöèÿ, ãîëîìîð�íàÿ â òî÷êå z = 0, èëè �îðìàëüíûé ðÿä ïî ñòåïåíÿì z, Pn � ìíîæå-ñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n è Rn,m � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèéâèäà r = p/q, ãäå p ∈ Pn, q ∈ Pm, q 6= 0.Ïðè ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n,m ñóùåñòâóåò ïàðà ìíîãî÷ëåíîâ pn,m ∈ Pn,

qn,m ∈ Pm, q 6= 0, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
(qn,mf − pn,m)(z) = O(zn=m+1), z → 0. (2)Îòíîøåíèå πn,m(z) = pn,m(z)/qn,m(z) ∈ Rn,m äëÿ ëþáûõ ïàð òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ åäèí-ñòâåííî è íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé Ïàäå òèïà [n/m] äëÿ ðÿäà (1). Èç (2) ñëåäóåò,÷òî íàõîæäåíèå çíàìåíàòåëÿ qn,m è çàòåì ÷èñëèòåëÿ pn,m àïïðîêñèìàöèè πn,m ñâîäèòñÿê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (êîý��èöèåíòàìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ êîý��è-öèåíòû ðÿäà (1)). Òàêèì îáðàçîì, âñå àïïðîêñèìàöèè Ïàäå îïðåäåëÿþòñÿ ëîêàëüíûìèäàííûìè (êîý��èöèåíòàìè ñòåïåííîãî ðÿäà).Îäèí èç îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ òàáëèöåé Ïàäå, � èçó÷å-íèå ñõîäèìîñòè òåõ èëè èíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àïïðîêñèìàöèé Ïàäå [1℄. Íàèáîëååèíòåðåñíûìè è ñëîæíûìè äëÿ èçó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûå {πn+j,n}∞j=0 (è áëèç-êèå ê íèì) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â ÷àñòíîñòè � ãëàâíàÿ äèàãîíàëü πn(z) = πn,n(z),

n = 0, 1, 2, . . .Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé f , ãîëîìîð�íûõ, íàïðèìåð, â åäèíè÷íîìêðóãå U = {z : |z| < 1}, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü πn íå ñõîäèòñÿ äàæå ïî ìåðå [2℄. Î÷åâèäíûìïðåïÿòñòâèåì äëÿ ñõîäèìîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîëþñû àïïðîêñèìàöèè. Âîçíèêàåò åñòåñòâåí-íûé âîïðîñ î òîì, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î ñõîäèìîñòè, åñëè çàðàíåå ïðåäïîëîæèòü, ÷òîàïïðîêñèìàöèè Ïàäå íå èìåþò ïîëþñîâ â U , ò. å.
πn(z) ∈ H(U). (3)© ÈÂÒ ÑÎ �ÀÍ, 2010. 118



Î ñõîäèìîñòè äèàãîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé 119Ýòîò âîïðîñ áûë âïåðâûå ðàññìîòðåí â ðàáîòå [3℄, ãäå áûë ïîëó÷åí îòâåò â ïðåäïîëî-æåíèè, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Òîãäà äëÿëþáîãî ðÿäà âèäà (1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü πn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ âíóòðè (íà êîìïàêò-íûõ ïîäìíîæåñòâàõ) U ê �óíêöèè f , ãîëîìîð�íîé â ýòîì êðóãå:
πn(z)

−→→f(z), z ∈ U. (4)Îòìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà (1) â óñëîâèÿõ òåîðåìû çàðàíåå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ; òåî-ðåìà âåðíà òàêæå äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà îáëàñòåé U .Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3) ñïðàâåäëèâî íå ïðè âñåõ n ≥ n0, à òîëüêîäëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = {nk}k=16∞. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (4)óæå íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè n → ∞, n ∈ Λ âî âñåì êðóãå U . Òî÷íåå, ïóñòü ρ � ðàäèóñìàêñèìàëüíîãî êðóãà Uρ = {z : |z| < ρ}, äëÿ êîòîðîãî èç (3) ñ n ∈ Λ âûòåêàåò (4) ïðè
n → ∞ äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. Â ðàáîòå [2℄ äîêàçàíî, ÷òî ρ ≤ 4/5.Òåîðåìà 1. Ïóñòü r ∈ (0, 1) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ g(r, 1) = 2g(r, 0), ãäå
g(z, t) � �óíêöèÿ �ðèíà äóãè {eiθ : π

3
≤ θ ≤ π

}, òîãäà ρ ≥ r1 = 0.629...2. Â äàëüíåéøåì ìåðà � ýòî ïîëîæèòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà â êîíå÷íîé ïëîñêîñòè,ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ íà êîìïàêòàõ â C; s(ν) � íîñèòåëü ìåðû ν, |ν| = ν(C); V ν �åå ëîãàðè�ìè÷åñêèé ïîòåíöèàë:
V ν(z) =

∫

log
1

|t− z|dν(t) z ∈ C.Ïîòåíöèàë V ν � ñóïåðãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ â C è ãàðìîíè÷åñêàÿ â C \ s(ν). Áóäåìïèñàòü νn → ν, åñëè νn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ν, ò. å. ∫ ϕdνn →
∫

ϕdν äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé�èíèòíîé �óíêöèè ϕ. Åñëè K ⊂ C � êîìïàêò â C è s(ν) ⊂ K, òî V νn−→→vν âíóòðè C \K;ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ C èìååò ìåñòî ïðèíöèï ïîíèæåíèÿ
lim
n→∞

V νn(z) ≥ V ν(z). (5)Åñëè K � ðåãóëÿðíûé êîìïàêò (îáëàäàåò êëàññè÷åñêîé �óíêöèåé �ðèíà) è νn → ν, òî
lim
n→∞

min
z∈K

V νn(z) = min
z∈K

V ν(z). (6)Ïóñòü G � îáëàñòü òàêàÿ, ÷òî G � ðåãóëÿðíûé êîìïàêò â C, è ïóñòü ν � ìåðà òàêàÿ,÷òî supp(ν) ⊂ C \G. Ìåðà ν ′ òàêàÿ, ÷òî supp(ν ′) ⊂ ∂G è
V ν(z) = V ν′(z) + onst, z ∈ G, (7)íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåðû ν íà ∂G (ìåðà ν ′ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà) [4℄.×åðåç M(K) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ìåð ν òàêèõ, ÷òî supp(ν) ⊂ K è |ν| = 1.Ìíîæåñòâî M(K) ñëàáîêîìïàêòíî.Ïóñòü K � ðåãóëÿðíûé êîìïàêò â C, µ � ïðîèçâîëüíàÿ ìåðà. Òîãäà ñóùåñòâóåòåäèíñòâåííàÿ ìåðà λ = λ(µ,K), λ ∈ M(K) òàêàÿ, ÷òî

(V λ + V µ)(z)

{

= ω, z ∈ supp (λ),
≥ ω, z ∈ K.

(8)



120 Ä.Ñ. Ïåòêîâè÷, È.Ä. Àðàíãåëîâè÷Ìåðà λ íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñíîé ìåðîé êîìïàêòà K âî �âíåøíåì ïîëå V µ�; ω =
ω(µ,K) � êîíñòàíòîé ðàâíîâåñèÿ. Óñëîâèÿ (8) ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â ñëåäóþùåìâèäå:

(V λ + V µ)(z) = min
t∈K

(V λ + V µ)(t), z ∈ K. (9)Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà p(z) = zn + · · · =
n
∏

k=1

(z − zk) îïðåäåëèì àññîöèèðî-âàííóþ ñ íèì ìåðó νn = νn(p) ïî �îðìóëå νn =
1

n

n
∑

k=1

δ(zk), ãäå δ(zk) � ìåðà Äèðàêà,ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå zk. Òîãäà èìååì
V νn(p)(z) =

1

n
ln

1

|p(z)|, |p(z)|
1

n = e−V νn(p)(z). (10)3. Ïóñòü K = ∂U è µ = δ(1) (µ � ìåðà Äèðàêà â òî÷êå 1). Èç (8) ñëåäóåò, ÷òîñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìåðà λ1 = λ(δ(1), ∂U) òàêàÿ, ÷òî
V λ1(z) + log

1

|1− z|

{

= ω1, z ∈ supp (λ1),
≥ ω1, z ∈ ∂U,ãäå ω1 = ω(δ(1), ∂U).Ëåììà 1. Ïóñòü Γπ/3 =

{

z = eiθ :
π

3
≤ |θ| ≤ π

}, òîãäà supp (λ1) = Γπ/3 è ω1 =

ln
4

3
√
3
.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = eiϕ. Òîãäà

ln
1

|1− z| = ln
1

2 sin
ϕ

2åñòü âûïóêëàÿ �óíêöèÿ îò ϕ ïðè ϕ ∈ ∂U\s(ν). Ïóñòü Γθ = {z = eiθ : θ ≤ |ϕ| ≤ π} (θ<π).Äîêàæåì, ÷òî supp (λ1) = Γθ0, 0 < θ0 < π (θ0 � íåèçâåñòíîå ÷èñëî). Ïðåäïîëîæèìïðîòèâíîå: ñóùåñòâóþò θ′, θ′′ ∈ Γθ è (θ
′

, θ
′′

) ∩ supp (λ) = ∅, θ′ ∈ supp (λ), θ′′ ∈ supp (λ).Òîãäà èç (8) ñëåäóåò, ÷òî
V λ1(eiθ

′

) + ln
1

|1− eiθ′ | = w1 = V λ1(eiθ
′′

) + ln
1

|1− eiθ′′|è íà (θ′

, θ′′) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî V λ(eiθ)+ln
1

|1− eiθ| ≥ w1. Íî ïîòåíöèàë è âíåøíååïîëå � âûïóêëûå âíèç �óíêöèè íà (θ
′

, θ
′′

), ïîýòîìó
V λ1(eiθ) + ln

1

|1− eiθ| = w, θ ∈ (θ
′

, θ
′′

),

d

dθ

(

V λ1(eiθ) + ln
1

|1− eiθ|

)

= 0, θ ∈ (θ
′

, θ
′′

),

∂2

dθ2

(

V λ1(eiθ) + ln
1

|1− eiθ|

)

= 0, θ ∈ (θ
′

, θ
′′

),



Î ñõîäèìîñòè äèàãîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé 121÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñòðîãîé âûïóêëîñòè ïîòåíöèàëà è âíåøíåãî ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì,
supp (λ1) = Γθ1θ2 = {eiθ, θ1 ≤ θ ≤ 2π − θ2}.Äîêàæåì, ÷òî θ1 = θ2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. �àâíîâåñíîé ìåðå λ1 ïîñòàâèìâ ñîîòâåòñòâèå λ∗

1, λ∗
1(e) = λ1(e), e � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî íà ∂U , e � ìíîæåñòâî,ñîïðÿæåííîå ìíîæåñòâó e. Òîãäà
V λ1(eiθ) + ln

1

|1− eiθ|

{

= w, 0 ∈ Γθ1θ2 ,
≥ w, 0 ≤ θ ≤ 2π.Íî

V λ1(eiθ) + ln
1

|1− eiθ| =
∫

ln
1

|eiθ − eiϕ|dλ1(e
iϕ) + ln

1

|1− eiθ|
θ→−θ
=

θ→−θ
=

∫

ln
1

|e−iθ − eiϕ|dλ1(e
iϕ) + ln

1

|1− e−iθ| =

=

∫

ln
1

|e−iθeiϕ||e−iϕ − eiθ|+ ln
1

|e−iθ||1− eiθ|
−ϕ→ϕ
=

−ϕ→ϕ
=

∫

ln
1

|eiθ − eiϕ|dλ1(e
iϕ) + ln

1

|1− eiθ| =

=

∫

ln
1

|z − t|dλ
∗
1(t) + ln

1

|1− z|,
{

= w1, z ∈ Γθ2θ1

≥ w1, |z| = 1.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λ∗
1 � ðàâíîâåñíàÿ ìåðà â ïîëå ln

1

|1− z|. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòèðàâíîâåñíîé ìåðû ïîëó÷àåì, ÷òî λ∗
1 = λ1 ⇒ θ1 = θ2 ⇒ suppλ1 = Γθ0 = {eiθ, θ0 ≤ θ ≤

2π − θ0}.Ïóñòü gθ0(z,∞), gθ0(z, 1) � �óíêöèè �ðèíà îáëàñòè C \ Γθ0 ñ ïîëþñàìè â ∞ è 1ñîîòâåòñòâåííî. �àññìîòðèì �óíêöèþ
ϕ(z) = V λ1(z) + ln

1

|1− z|+ 2gθ0(z,∞)− gθ0(z, 1). (11)Î÷åâèäíî, �óíêöèÿ ϕ � ãàðìîíè÷åñêàÿ â C \ Γθ0 è íà Γθ0 è â ñèëó (8) ϕ(z) = ω1.Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé ñëåäóåò, ÷òî ϕ(z) ≡ ω1, z ∈ C.Óñòðåìëÿÿ z ê áåñêîíå÷íîñòè, íàõîäèì, ÷òî ω1 = 2γθ0 − gθ0(∞, 1) = 2γθ0 − gθ0(1,∞), ãäå
γθ0 � ïîñòîÿííàÿ �àáåíà äóãè Γθ0.Ïóñòü w(z) = V λ1(z) + ln

1

|1− z| − gθ(z, 1) + 2gθ(z,∞). Ôóíêöèÿ ϕ � ñóïåðãàðìîíè-÷åñêàÿ �óíêöèÿ â C \ Γθ0 . Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ñóïåðãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé
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w(∞) ≥ min

z∈Γθ

w(z) = min
z∈Γθ

(

V λ1(z) + ln
1

|1− z|

)

≥

≥ min
|z|=1

(

V λ1(z) + ln
1

|1− z|

)

= w1 = 2γθ0 − gθ0(1,∞).Íî w(∞) = 2γθ − gθ(∞, 1) = 2γθ − gθ(1,∞). Òîãäà äëÿ ëþáîé äóãè Γθ èìååì 2γθ −
gθ(1,∞) ≥ 2γθ0 − gθ0(1,∞), ãäå Γθ0 � íîñèòåëü ðàâíîâåñíîé ìåðû. Òàêèì îáðàçîì, θ0îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ d

dθ
(2γθ − gΓθ

(1,∞)) = 0.Ïóñòü F (z,Γθ0) � �óíêöèÿ, êîí�îðìíî îòîáðàæàþùàÿ C \ Γθ íà âíåøíîñòü åäè-íè÷íîãî êðóãà è ïåðåâîäÿùàÿ ∞ â ∞. Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî
F (z,Γ0) =

z + 1 +
√
z2 − 2z cos θ + 1

2 cos θb
,è çíà÷èò

gθ0(z,∞) = ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z + 1 +
√
z2 − 2z cos θ0 + 1

2 cos
θ0

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (12)

gθ0(z, 1) = ln

∣

∣

∣

∣

∣

1− F (1, θ0)F (z, θ0)

F (z, θ0)− F (1, θ0)

∣

∣

∣

∣

∣

. (13)Èç (12) è (13) íàõîäèì
γθ = ln

1

cos
θ

2

è 2γθ − gθ(1,∞) = ln
1

cos
θ

2

(

1 + sin
θ

2

)
. (14)Èç (14) ñëåäóåò, ÷òî θ0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

2 sin2
θ

2
+ sin

θ

2
− 1 = 0,îòñþäà θ0 =

π

3
è ω1 = ln

4

3
√
3
. Ëåììà äîêàçàíà. �Èç (11), (12) è (13) ñëåäóåò, ÷òî

V λ1 + ln
1

|1− z| − ω1 = ln

∣

∣

∣

∣

∣

(z + 1 +
√
z2 − z + 1)(z − 2 +

√
z2 − z + 1)2

3
√
3(z +

√
z2 − z + 1)2

∣

∣

∣

∣

∣

. (15)
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pn

qn
, deg pn = n, deg qn = n. Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ

((qnf − pn)(z))/ωn(z) ãîëîìîð�íà â U , ωn =
2n+1
∏

k=1

(z − zk). Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Êîøè,ïîëó÷àåì
(

Q
qnf − pn

ωn

)

(z) =
1

2πi

∫

∂U

(

Q
qnf

ωn

)

(t)
dt

t− z
,ãäå Q(z) � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå n. Îòñþäà èìååì

(f − πn) (z) =
1

2πi

∫

∂U

ωn(z)

ωn(t)

Q(t)qn(t)

Q(z)qn(z)

f(t)dt

t− z
, z ∈ U. (16)Ïóñòü ‖f‖∂U = M , |t − z| ≥ mint∈∂U |t − z| = ρ(z, ∂U) ⇒ 1

|t− z| ≤
1

ρ(z, ∂U)
. Òîãäàèç (10) ñëåäóåò

|f(z)− π(z)| ≤ M

ρ(z, ∂U)

∣

∣

∣

∣

∣

ωn(z)

Q(z)qn(z)

∣

∣

∣

∣

∣

∥

∥

∥

∥

∥

Qqn

ωn

∥

∥

∥

∥

∥

∂U

, z ∈ K ⊂ U.Åñëè z
(n)
1 = z

(n)
2 = · · · z(n)2n+1 = 0 ⇒ ωn(z) =

2n+1
∏

k=1

z = z2n+1, òî
|f(z)− π(z)| ≤ M

ρ(z, ∂U)
|z|2n+1

‖Qqn‖∂U
|Q(z)qn(z)|

. (17)4.1. Åñëè Q(z) = 1, òî
|f(z)− π(z)| ≤ M

ρ(z, ∂U)
|z|2n+1 ‖qn(t)‖∂U1

|qn(z)|
≤ M

ρ(z, ∂U)
|z|2n+1

∥

∥

∥

∥

∥

n′

∏

j=1

|t− zj |
∥

∥

∥

∥

∥

∂U1
∣

∣

∣

∣

∣

n′

∏

j=1

(z − zj)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤ M

ρ(z, ∂U)
|z|2n+1

n
∏

j=1

|1 + |zj||
|zj| − |z| ≤

M

ρ(z, ∂U)
|z|2n+1

n
∏

j=1

2

1− |zj|
≤ M

ρ(z, ∂U)

(

2r2

1− r

)n

è ïîëó÷àåì 2r2

1− r
< 1 ⇒ 2r2 + r − 1 < 0 ⇒ r1,2 ≤







1

2
,

−1.



124 Ä.Ñ. Ïåòêîâè÷, È.Ä. Àðàíãåëîâè÷4.2. Åñëè Qn(z) = qn(−z), òî
|f(z)− π(z)| ≤ M

ρ(z, ∂U)
|z|2n+1

‖Qqn‖∂U
|Q(z)qn(z)|

=
M

ρ(z, ∂U)
|z|2n+1

‖qn(t)qn(−t)‖∂U
|qn(z)(z)qn(−z)| ≤

≤ M

ρ(z, ∂U)
|z|2n+1

n
∏

j=1

|z2j |
∥

∥

∥

∥

∥

1− t2

z2j

∥

∥

∥

∥

∥

∂U

n
∏

j=1

|z2j |
∣

∣

∣

∣

∣

1− z2

z2j

∣

∣

∣

∣

∣

=
M

ρ(z, ∂U)
|z|2n+1

n
∏

j=1

∥

∥

∥

∥

∥

1− t2

z2j

∥

∥

∥

∥

∥

∂U
∣

∣

∣

∣

∣

1− z2

z2j

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
M

ρ(z, ∂U)
|z|2n+1

n
∏

j=1

2

1− z2
≤ M

ρ(z, ∂U)

(

2z2

1− z2

)n

è ïîëó÷àåì 2r2

1− r2
< 1 ⇒ 3r2 < 1 ⇒ r2 <

1

3
⇒ r <

1√
3
.4.3. Ïóñòü νn è µn � ìåðû, àññîöèèðîâàííûå ñ ïîëèíîìàìè Q è qn ñîîòâåòñòâåííî.Òîãäà èç (17) ñëåäóåò

1

n
ln |(f − πn)(z)| ≤ 2 ln |z| + (V νn + V µn)(z)− min

t∈∂U
(V νn + V µn)(t) + o(1), n → ∞. (18)Âûáåðåì ïîëèíîì Q òàê, ÷òîáû íîñèòåëü supp(µn) ⊂ ∂U ; ïî óñëîâèþ supp (λn) ⊂

C\U äëÿ n ∈ Λ ⊂ N . Ïóñòü µ∗
n � ïðîäîëæåíèå ìåðû µn íà ∂U , ò. å. (V µ∗

n−V µn)(z) = onstäëÿ ∀z ∈ U . Òîãäà (18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
1

n
ln |(f − πn)(z)| ≤ 2 ln |z|+ (V νn + V µ∗

n)(z)− min
t∈∂U

(V νn + V µ∗

n)(t) + o(1),

n → ∞, n ∈ Λ, z ∈ U. (19)Îòñþäà ïîëó÷àåì
(V ν̃ + V µ̃)

(

1

z

)

−min
|t|=1

(V ν̃ + V µ̃)

(

1

t

)

≤

≤
∫

(

(

V λt + V δt
)

(

1

z

)

− min
|u|=1

(

V λt + V δt
)

(

1

u

))

dµ̃(t) ≤

≤
(

V λξ + V δξ
)

(

1

z

)

−min
|t|=1

(

V λξ + V δξ
)

(

1

t

)

, (20)ãäå |ξ| = 1, arg ξ = arg 1

z
, ò. å.

lim
n∈Λ

1

n
ln |(f − πn)(z)|≤ ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣





ξ

z
+ 1 +

√

√

√

√

(

ξ

z

)2

− ξ

z
+ 1









ξ

z
− 2 +

√

√

√

√

(

ξ

z

)2

− ξ

z
+ 1





2

3
√
3





ξ

z
+

√

√

√

√

(

ξ

z

)2

− ξ

z
+ 1





2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (21)



Î ñõîäèìîñòè äèàãîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé 125Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (21) ìåíüøå íóëÿ ïðè |z| < r,ãäå r îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
2gπ/3(r, 0)− gπ/3(r, 1) = 0.Òåîðåìà äîêàçàíà. �Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áåéêåð Äæ., �ðåéâñ-Ìîððèñ Ï. Àïïðîêñèìàöèè Ïàäå. Ì.: Ìèð, 1986.[2℄ �àõìàíîâ A.E. Î ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé Ïàäå â êëàññàõ ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé //Ìàò. ñáîðíèê. 1980. Ò. 112(154), � 2(6). Ñ. 162�169.[3℄ �îí÷àð À.À. Î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè äèàãîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé Ïàäå // Òàì æå.1982. Ò. 118(160), � 4(8). Ñ. 535�556.[4℄ Ëàíäêî� Ñ.Í. Îñíîâû ñîâðåìåííîé òåîðèè ïîòåíöèàëà. Ì.: Íàóêà, 1966.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14 àïðåëÿ 2010 ã.


