
Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè Òîì 15, � 4, 2010
Èíòåãðàòîð �àóññà�Ýâåðõàðòà∗Â.À. ÀâäþøåâÍÈÈ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêèÒîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, �îññèÿe-mail: sh�niipmm.tsu.ruÏðåäñòàâëåíà íîâàÿ âåðñèÿ èíòåãðàòîðà Ýâåðõàðòà äëÿ ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îáñóæäàþòñÿ îñîáåííîñòè â êîì-ïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè èíòåãðàòîðà, èññëåäóþòñÿ åãî âîçìîæíîñòè ïðè ðåøåíèèçàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå, îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ, èíòåãðàòîð Ýâåðõàðòà, íåÿâíûå ìåòîäû �óíãå�Êóòòû, ÷èñëåííîå ìî-äåëèðîâàíèå îðáèò.ÂâåäåíèåÂ 1973 ã. Ý. Ýâåðõàðò [1℄ ïðåäëîæèë èíòåãðàòîð, ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûé äëÿ ÷èñëåí-íîãî èññëåäîâàíèÿ îðáèò, è ïðîäåìîíñòðèðîâàë åãî âûñîêóþ ý��åêòèâíîñòü â çàäà÷àõêîìåòíîé äèíàìèêè. Ïî-âèäèìîìó, îáíàðóæèâ â äàëüíåéøåì ïðèíàäëåæíîñòü äàííî-ãî èíòåãðàòîðà ê ñåìåéñòâó èíòåãðàòîðîâ áóò÷åðîâñêîãî òèïà, Ýâåðõàðò àêöåíòèðîâàëâíèìàíèå íà îðèãèíàëüíî ðåàëèçîâàííûé èì àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ è îáîáùèë åãîäëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëþáûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâî-ãî è âòîðîãî ïîðÿäêà [2, 3℄, òåì ñàìûì ðàñøèðèâ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãîèíòåãðàòîðà, êîòîðûé, òåì íå ìåíåå, îñòàåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ èìåííî âðåøåíèè çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè.Èíòåãðàòîð Ýâåðõàðòà (RA15) îñíîâàí íà âèäîèçìåíåííûõ �îðìóëàõ íåÿâíûõ êîë-ëîêàöèîííûõ ìåòîäîâ �óíãå�Êóòòû áóò÷åðîâñêîãî òèïà, ïîýòîìó îí íàñëåäóåò âñå èõçàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà [4℄. Áîëåå òîãî, èìåííî áëàãîäàðÿ îðèãèíàëüíîìó ïðåäñòàâëå-íèþ âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû èíòåãðàòîð Ýâåðõàðòà ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðè-ðîâàíèÿ èìååò ðÿä ñëåäóþùèõ ïðåèìóùåñòâ:1) àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ óíèâåðñàëåí äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêà;2) èíòåãðàòîð èìååò ïðîñòîé êðèòåðèé äëÿ âûáîðà øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ;3) â èíòåãðàòîðå ðåàëèçîâàí äîñòàòî÷íî òî÷íûé ïðåäèêòîð ðåøåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåòâûïîëíÿòü ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå âñåãî ñ äâóìÿ èòåðàöèÿìè íà øàãå.Íåñìîòðÿ íà ýòî, ïðîãðàììíûé êîä Ýâåðõàðòà RA15 [3℄ (âïðî÷åì, êàê è ëþáàÿåãî ìîäè�èêàöèÿ òèïà RADAU_27), íà íàø âçãëÿä, äîâîëüíî ñóùåñòâåííî îãðàíè-÷èâàåò âîçìîæíîñòè èíòåãðàòîðà è ïîýòîìó íóæäàåòñÿ â äîïîëíèòåëüíîé ðåäàêöèè.

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 08-02-00359) è Ìèíèñòåðñòâà îá-ðàçîâàíèÿ �Ô (ãðàíò � �ÍÏ.2.1.1/2629). 31



32 Â.À. ÀâäþøåâÑðåäè ãëàâíûõ íåäîñòàòêîâ â ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè èíòåãðàòîðà ìîæíî íàçâàòüñëåäóþùèå:1) òðóäíî÷èòàåìûé è ãðîìîçäêèé êîä;2) ìíîãî êîíñòàíò, ñâÿçàííûõ ñ ïîðÿäêîì èíòåãðàòîðà, ÷òî çàòðóäíÿåò îáîáùåíèåêîäà íà äðóãèå ïîðÿäêè;3) èíòåãðàòîð ðåàëèçîâàí òîëüêî äëÿ îïðåäåëåííûõ ïîðÿäêîâ, ïðè÷åì äëÿ íå÷åò-íûõ ñ ðàçáèåíèåì �àóññà��àäî, õîòÿ èçâåñòíî, ÷òî íåÿâíûå êîëëîêàöèîííûå ìåòîäû�óíãå�Êóòòû, ïîñòðîåííûå íà ñèììåòðè÷íûõ ðàçáèåíèÿõ �àóññà�Ëîáàòòî è �àóññà�Ëåæàíäðà, îáëàäàþò ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè [5℄;4) àëãîðèòì âûáîðà øàãà äëÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà èñïîëüçóåòñÿ òàêîé æå,êàê è äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó øàã ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèéïåðâîãî ïîðÿäêà âûáèðàåòñÿ íåâåðíî;5) ñòàðòîâûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ â ðåæèìå ïåðåìåííîãî øàãà âûáèðàåòñÿ íåçàâè-ñèìî îò äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîýòîìó íå âñåãäà îïòèìàëüíî;6) îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó âûáèðàåìîãî ïåðåìåííîãî øàãà, ïî-âèäèìîìó, çàäàíû âèíòåãðàòîðå ïðîñòî èç ýìïèðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è, êðîìå òîãî, íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêàèíòåãðàòîðà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé êîä èíòåãðàòîðà Ýâåðõàðòà GAUSS_15, êî-òîðûé ïîçâîëÿåò óñòðàíèòü ïåðå÷èñëåííûå âûøå íåäîñòàòêè:1) ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ âîçìîæíîñòåé Ôîðòðàí 90 ïðîãðàììíûé êîä ñîêðàùåí ïî-÷òè â 2 ðàçà;2) óñòðàíåíû âñå êîíñòàíòû, ñâÿçàííûå ñ ïîðÿäêîì ìåòîäà (îñòàâëåíû ëèøü êîí-ñòàíòû óçëîâûõ çíà÷åíèé íà øàãå);3) êîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåøåíèå 2�15 ïîðÿäêà òî÷íîñòè (õîòÿ ïðè íåîáõîäèìîñòèêîä áåç èçìåíåíèé ìîæíî îáîáùèòü íà ëþáîé äðóãîé ïîðÿäîê: äëÿ ýòîãî íóæíî ëèøüïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå óçëîâûå çíà÷åíèÿ);4) èñïðàâëåí àëãîðèòì âûáîðà ïåðåìåííîãî øàãà;5) ñòàðòîâûé øàã âûáèðàåòñÿ ïî îöåíêå èíòåãðèðóþùåé ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ñó÷åòîì ïîâåäåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé;6) íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà âûáèðàåìûé øàã â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì èí-òåãðàòîðà.Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåííûé èíòåãðàòîð èìååò íîâûå âîçìîæíîñòè:1) èíòåãðèðîâàíèå íà øàãå äî ïîëíîé ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà;2) çàïîìèíàíèå âåëè÷èíû ïðåäïîñëåäíåãî øàãà ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû èíòå-ãðèðîâàíèÿ ïðè ìíîãîêðàòíîì èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàììíîãî êîäà â ðåæèìå ïåðåìåííî-ãî øàãà;3) áûñòðûé âûáîð ñòàðòîâîãî øàãà, òðåáóåìûé ëèøü äëÿ ïåðâîãî îáðàùåíèÿ ê èí-òåãðàòîðó (ïðè ïîâòîðíîì îáðàùåíèè ïðèìåíÿåòñÿ çàïîìèíàåìûé øàã ïðåäûäóùåãîîáðàùåíèÿ).Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà îáùàÿ òåîðèÿ èíòåãðàòîðà Ýâåðõàðòà ñ âíåñåííûìè àâòîðîìêîððåêòèâàìè, ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïðîãðàììíûé êîä èíòåãðàòîðà, à òàêæå ïîêàçàíûðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ èíòåãðàòîðà íà ïðèìåðå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà-÷è äâóõ òåë. Â äàëüíåéøåì ââèäó òîãî ÷òî èíòåãðàòîð èñïîëüçóåò ãàóññîâû ðàçáèåíèÿ,áóäåì íàçûâàòü åãî èíòåãðàòîðîì �àóññà�Ýâåðõàðòà (õîòÿ îáû÷íî òàêèå èíòåãðàòîðûíàçûâàþòñÿ ãàóññîâûìè [5℄).



Èíòåãðàòîð �àóññà�Ýâåðõàðòà 331. Îñíîâíûå �îðìóëûÏðåäïîëîæèì, ÷òî íà øàãå h ìû ðåøàåì çàäà÷ó
x′ = f(t,x), x0 = x(t0). (1)Çäåñü t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, x � èíòåãðèðóåìûå ïåðåìåííûå, f � çàäàííàÿâåêòîð��óíêöèÿ t è x. Ââåäåì ïåðåìåííóþ τ = (t − t0)/h è ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòüóðàâíåíèé (1) â âèäå ïîëèíîìà ñòåïåíè k:

x′ = x′

τ/h = f = f0 +A1τ +A2τ
2 +A3τ

3 + . . .+Akτ
k, (2)ãäå êîý��èöèåíòû Ai ïîêà íå îïðåäåëåíû. Èíòåãðèðóÿ (2) ïî τ , ïîëó÷àåì ðåøåíèå

x = x0 + h

(

f0τ +
1

2
A1τ

2 +
1

3
A2τ

3 +
1

4
A3τ

4 + . . .+
1

k + 1
Akτ

k+1

)

. (3)Ïåðåïèøåì (2) â âèäå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Íüþòîíà íà ñåòêå τ0, τ1, . . . , τk(τ0 = 0):
f = f0 +α1τ +α2τ(τ − τ1) +α3τ(τ − τ1)(τ − τ2) + . . .+αkτ(τ − τ1) . . . (τ − τk−1). (4)Èç ñîîòíîøåíèé

f1 = f0 +α1τ1,

f2 = f0 +α1τ2 +α2τ2(τ2 − τ1),

f3 = f0 +α1τ3 +α2τ3(τ3 − τ1) +α3τ3(τ3 − τ1)(τ3 − τ2),

. . . (5)ïîëó÷àåì êîíå÷íûå ðàçíîñòè α

α1 = (f1 − f0)/τ1,

α2 = ((f2 − f0)/τ2 −α1)/(τ2 − τ1),

α3 = (((f3 − f0)/τ3 −α1)/(τ3 − τ1)−α2)/(τ3 − τ2),

. . . (6)Â ñâîþ î÷åðåäü, ñðàâíèâàÿ (2) è (4), áóäåì èìåòü
A1 = α1 + (−τ1)α2 + (τ1τ2)α3 + . . .+ (−1)k−1(τ1 . . . τk−1)αk,
A2 = α2 + (−τ1 − τ2)α3 + . . . ,
. . .
Ak = αk,èëè

A1 = c11α1 + c21α2 + . . .+ ck1αk,

A2 = c22α2 + . . .+ ck2αk,

. . .

Ak = ckkαk. (7)



34 Â.À. ÀâäþøåâÒîãäà îáðàòíûé ïåðåõîä îò A ê α ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
α1 = d11A1 + d21A2 + . . .+ dk1Ak,

α2 = d22A2 + . . .+ dk2Ak,

. . .

αk = dkkAk. (8)Êîý��èöèåíòû cij è dij ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà è âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì
cii = dii = 1, ci0 = di0 = 0 (i > 0),

cij = ci−1,j−1 − τi−1ci−1,j, dij = di−1,j−1 − τjdi−1,j (i > j > 0). (9)Â ñîîòâåòñòâèè ñ (9) êàæäûé êîý��èöèåíò cij ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âñåâîçìîæíûõïðîèçâåäåíèé i− j âåëè÷èí τ1, . . . , τi−1 ñî çíàêîì (−1)i−j , íàïðèìåð,
c62 = τ1τ2τ3τ4 + τ1τ2τ3τ5 + τ1τ2τ4τ5 + τ1τ3τ4τ5 + τ2τ3τ4τ5.Îòñþäà ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà çíà÷åíèÿ τ1, . . . , τi−1 áóäóò ÿâëÿòüñÿ êîðíÿìè ïîëèíîìàâèäà

Pi−1 = ci1 + ci2τ + ci3τ
2 + . . .+ ciiτ

i−1. (10)2. Èíòåãðèðîâàíèå íà øàãåÂåëè÷èíû α îïðåäåëÿþòñÿ ïî f , êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåøåíèÿì
x. Ñîãëàñíî (3) ýòè ðåøåíèÿ áóäåì çàäàâàòü êàê

x1 = x0 + h

(

f0τ1 +
1

2
A1τ

2
1 +

1

3
A2τ

3
1 + . . .+

1

k + 1
Akτ

k+1
1

)

,

. . .

xk = x0 + h

(

f0τk +
1

2
A1τ

2
k +

1

3
A2τ

3
k + . . .+

1

k + 1
Akτ

k+1
k

)

. (11)Ôîðìóëû (11) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåÿâíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî x, ïîýòîìó ðåøà-þòñÿ èòåðàöèîííûì ñïîñîáîì.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ᾱ íà ñëåäóþùåì øàãå h̄ èñïîëüçóåòñÿ èí-�îðìàöèÿ î êîý��èöèåíòàõ A íà òåêóùåì øàãå h. Áåçðàçìåðíàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðå-ìåííàÿ ñëåäóþùåãî øàãà áóäåò τ̄ = (t− th)/h̄, ãäå th = t0 + h. Îòñþäà
τ = rτ̄ + 1, (12)ãäå r = h̄/h. Ñîãëàñíî (2)

f0 +A1τ +A2τ
2 +A3τ

3 + . . .+Akτ
k = f̄0 + Ā1τ̄ + Ā2τ̄

2 + Ā3τ̄
3 + . . .+ Ākτ̄

k. (13)Ïîäñòàâëÿÿ (12) â (13) è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ τ̄ , ïî-ëó÷àåì
f̄0 = e00f0 + e10A1 + e20A2 + e30A3 + . . .+ ek0Ak,

Ā1 = r(e11A1 + e21A2 + e31A3 + . . .+ ek1Ak),

Ā2 = r2(e22A2 + e32A3 + . . .+ ek2Ak),

. . .

Āk = rkekkAk, (14)



Èíòåãðàòîð �àóññà�Ýâåðõàðòà 35ãäå eij � ÷èñëà àðè�ìåòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà, âû÷èñëÿåìûå ïî ðåêóððåíòíûì �îð-ìóëàì
eii = ei0 = 1, eij = ei−1,j−1 + ei−1,j (i > j > 0). (15)Äàëåå îöåíêà Ā äëÿ h̄ óòî÷íÿåòñÿ ïóòåì âíåñåíèÿ ïîïðàâêè ∆A, ïîëó÷àåìîé êàê ðàç-íîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìè A ïîñëå èòåðàöèé è îöåíêîé Ā íà òåêóùåì øàãå h. Íàêîíåö,ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (8), áóäåì èìåòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ᾱ.Êàæäàÿ èòåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ ðåøå-íèå x1, èç êîòîðîãî ïî ïåðâîé �îðìóëå (5) óëó÷øàåòñÿ çíà÷åíèå α1. Äàëåå îïðåäåëÿåò-ñÿ x2, ïî êîòîðîìó óëó÷øàåòñÿ α2, è ò. ä. äî xk. Êàê ïðàâèëî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íîõîðîøèõ α íåîáõîäèìû âñåãî äâå èòåðàöèè, î÷åíü ðåäêî � òðè.Êàê òîëüêî âåëè÷èíû α ïîëó÷åíû, ðåøåíèå íà øàãå h (τ = 1) áóäåò
xh = x0 + h

(

f0 +
1

2
A1 +

1

3
A2 + . . .+

1

k + 1
Ak

)

. (16)Â íà÷àëå èíòåãðèðîâàíèÿ, íà ïåðâîì øàãå, â êà÷åñòâå ᾱ âûáèðàþò íóëåâûå çíà÷åíèÿè çàïóñêàåòñÿ âûøåîïèñàííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Åñëè íà÷àëüíûé øàã äîñòàòî÷íîáîëüøîé, ÷òîáû îáåñïå÷èòü çàäàííóþ ëîêàëüíóþ òî÷íîñòü, òî åãî ñëåäóåò óìåíüøèòü.Ïðè îïòèìàëüíî âûáðàííîì øàãå âûñîêàÿ òî÷íîñòü α äîñòèãàåòñÿ óæå íà ÷åòâåðòîéèòåðàöèè.3. Ôîðìóëû èíòåãðàòîðà êàê îäíî èç ïðåäñòàâëåíèéíåÿâíîãî ìåòîäà �óíãå�ÊóòòûÏîëüçóÿñü (6), (7) è (11), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå (16) ïðåäñòàâèìî â âèäå
xh = x0 + h

k
∑

i=0

biki, ãäå ki = f(t0 + hτi,x0 + h

k
∑

j=0

aijkj) (i = 0, . . . , k), (17)à êîý��èöèåíòû aij è bi � ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò τi. Òàêèì îáðàçîì, èíòå-ãðàòîð �àóññà�Ýâåðõàðòà �àêòè÷åñêè îñíîâàí íà âèäîèçìåíåííûõ �îðìóëàõ íåÿâíîãîìåòîäà �óíãå�Êóòòû, ïðè÷åì ýòè �îðìóëû ÿâëÿþòñÿ êîëëîêàöèîííûìè [6℄. Äåéñòâè-òåëüíî, â êà÷åñòâå êîëëîêàöèîííîãî ïîëèíîìà â èíòåãðàòîðå âûñòóïàåò ïðèáëèæåííîåïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ (3), òîãäà êàê óñëîâèÿ êîëëîêàöèè �îðìàëüíî çàäàþòñÿ ñîîò-íîøåíèÿìè (5).Ïðîèçâîëüíûé âûáîð óçëîâ τi äàåò ìåòîä ïîðÿäêà k+1. Îäíàêî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâàíåÿâíûõ ìåòîäîâ �óíãå�Êóòòû, Ýâåðõàðò âûáðàë ðàçáèåíèå �àóññà��àäî, ÷òî ïîçâî-ëèëî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ìåòîäà äî ïîðÿäêà 2k + 1.4. Ïîâûøåíèå ïîðÿäêà èíòåãðàòîðàÇíà÷åíèÿ óçëîâ τ1, . . . , τk � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû è èõ ìîæíî âûáèðàòü êàê óãîäíî,ëèøü áû îíè íå ðàâíÿëèñü ìåæäó ñîáîé. Â îáùåì ñëó÷àå èíòåãðàòîð áóäåò èìåòü ïîðÿ-äîê k+1, îäíàêî ñóùåñòâóþò òàêèå óçëîâûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò çíà÷èòåëüíîïîâûñèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ � äî ïîðÿäêà 2k ëèáî 2k + 1.



36 Â.À. ÀâäþøåâÏðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïîðÿäêà 2k + 1 íà ñåòêå τ1, . . . , τ2k áóäåò
xh = x0 + h

(

f0 +
1

2
A′

1 +
1

3
A′

2 + . . .+
1

2k + 1
A′

2k

)

. (18)Îïðåäåëèì τ1, . . . , τk òàê, ÷òîáû ðåøåíèå (16) èìåëî ïîðÿäîê 2k + 1. Ýòî âîçìîæíî âñëó÷àå, åñëè ðàçíîñòü ðåøåíèé (16) è (18) áóäåò ðàâíà íóëþ:
∆xh = h

(

A′

1 −A1

2
+

A′

2 −A2

3
+ . . .+

A′

k −Ak

k + 1
+

A′

k+1

k + 2
+ . . .+

A′

2k

2k + 1

)

= 0. (19)Ñîãëàñíî (6) êîý��èöèåíòû α1, . . . ,αk â (16) è (18) ñîâïàäàþò. Òîãäà
A′

1 −A1 = ck+1,1αk+1 + . . .+ c2k,1α2k,

A′

2 −A2 = ck+1,2αk+1 + . . .+ c2k,2α2k,

. . .

A′

k −Ak = ck+1,kαk+1 + . . .+ c2k,kα2k,

A′

k+1 = ck+1,k+1αk+1 + . . .+ c2k,k+1α2k,

A′

k+2 = ck+2,k+2αk+2 + . . .+ c2k,k+2α2k,

. . .

A′

2k = c2k,2kα2k. (20)Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (9), âûðàçèì â (20) êîý��èöèåíòû ck+i,j ÷åðåç
ck+1,j:
ck+2,1 = −τk+1ck+1,1, ck+2,j = ck+1,j−1 − τk+1ck+1,j (j > 1),

ck+3,1 = τk+2τk+1ck+1,1, ck+3,j = ck+1,j−2 + (−τk+1 − τk+2)ck+1,j−1 + τk+2τk+1ck+1,j (j > 1),

. . . (21)Ïîäñòàâëÿÿ (21) â (20), ïîëó÷èì
A′

1 −A1 = B1ck+1,1,

A′

2 −A2 = B1ck+1,2 +B2ck+1,1,

. . .

A′

k −Ak = B1ck+1,k +B2ck+1,k−1 + . . .+Bkck+1,1,

A′

k+1 = B1ck+1,k+1 +B2ck+1,k + . . .+Bkck+1,2,

A′

k+2 = B2ck+1,k+1 + . . .+Bkck+1,3,

. . .

A′

2k = Bkck+1,k+1, (22)ãäå B èìåþò �îðìó (7):
B1 = αk+1 + (−τk+1)αk+2 + (τk+1τk+2)αk+3 + . . .+ (−1)k−1(τk+1 . . . τ2k−1)α2k,
B2 = αk+2 + (−τk+1 − τk+2)αk+3 + . . . ,
. . .
Bk = α2k.



Èíòåãðàòîð �àóññà�Ýâåðõàðòà 37Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå (22) â (19) è óðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ âåëè÷èíàõ
B, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ck+1,j:

ck+1,1

2
+
ck+1,2

3
+ . . .+

ck+1,k

k + 1
+

1

k + 2
= 0,

. . .
ck+1,1

k + 1
+
ck+1,2

k + 2
+ . . .+

ck+1,k

2k
+

1

2k + 1
= 0. (23)�åøåíèÿ (23) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ τ1, . . . , τk, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ èç óðàâ-íåíèÿ

ck+1,1 + ck+1,2τ + ck+1,3τ
2 + . . .+ ck+1,kτ

k−1 + τk = 0. (24)Óçëîâûå çíà÷åíèÿ τi, îïðåäåëÿåìûå èç (23) è (24), çàäàþò (ëåâîå) ðàçáèåíèå �àóññà��àäî. Èõ òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ
(τk+1(τ − 1)k)(k)τ = 0. (25)Â (25) ëåâûé êîðåíü ðàâåí íóëþ (τ0 = 0). Åñëè ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðàâûé êîðåíü áûëðàâåí åäèíèöå (τk = 1), òî äëÿ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷èì ðàç-áèåíèå �àóññà�Ëîáàòòî, óçëîâûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
(τk(τ − 1)k)(k−1)

τ = 0. (26)�àçáèåíèå �àóññà�Ëîáàòòî ñèììåòðè÷íî è äàåò ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïîðÿäêà 2k.5. Âûáîð øàãàÂ èíòåãðàòîðå �àóññà�Ýâåðõàðòà êîíòðîëü øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîâåëè÷èíå ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â (16).Ïóñòü ‖etol‖ � çàäàííàÿ òî÷íîñòü. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû íà ñëåäóþùåì øàãå âûïîëíÿ-ëîñü ðàâåíñòâî
h̄

k + 1
‖Āk‖ = ‖etol‖.Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â (14), ïîëó÷èì îöåíêó

h̄ = hr = h

(

k + 1

h

‖etol‖
‖Ak‖

)
1

k+1

. (27)Î÷åâèäíî, ïðè ðàçáèåíèÿõ �àóññà��àäî è �àóññà�Ëîáàòòî íåäîñòàòîê òàêîé îöåíêèñîñòîèò â òîì, ÷òî øàã ïî íåé âûáèðàåòñÿ êàê äëÿ ðåøåíèÿ ïîðÿäêà k, ïîýòîìó, âîîáùåãîâîðÿ, îíà íå îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå òðåáóåìîé ëîêàëüíîé òî÷íîñòè äëÿ ðåøåíèÿáîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.Âî èçáåæàíèå ñëèøêîì áîëüøèõ (è ìàëûõ) ëîêàëüíûõ îøèáîê íà r ñëåäóåò íàëî-æèòü îãðàíè÷åíèå:
1

σ
< rk+1 < σ. (28)×òîáû âåëè÷èíà ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â (16) áûëà îãðàíè÷åíà â ïðåäåëàõ îäíîãî ïîðÿäêà,çíà÷åíèå σ äîëæíî áûòü ðàâíî √

10. Ýòî ñëåäóåò èç h̄‖Āk‖ ∼ rk+1.



38 Â.À. ÀâäþøåâÂûïîëíåíèå îáîèõ íåðàâåíñòâ ïðîâåðÿåòñÿ ëèøü â íà÷àëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè âûáî-ðå ñòàðòîâîãî øàãà: åñëè (28) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî èíòåãðèðîâàíèå ïîâòîðÿåòñÿ ñ íîâûìøàãîì h̄ = hr è ò. ä., ïîêà íå âûïîëíèòñÿ óñëîâèå (28). Îáû÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàð-òîâîãî øàãà òðåáóåòñÿ íå áîëåå ÷åòûðåõ èòåðàöèé. Â äàëüíåéøåì äëÿ îãðàíè÷åíèÿ rïðîâåðÿåòñÿ òîëüêî ïðàâîå íåðàâåíñòâî: åñëè îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî r ïðèíèìàåò çíà-÷åíèå ïðàâîãî ïðåäåëà.Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ñòàðòîâîãî øàãà ïîëó÷àåòñÿ èç îöåíêè (27) äëÿ k = 1:
h̄ =

√

2h‖etol‖
‖f1 − f0‖

, f1 = f(t0 + h,x0 + hf0), (29)ãäå h � ìàëàÿ âåëè÷èíà. Åñëè h íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî â êîìïüþòåðíîé àðè�ìåòèêå
f1 = f0, òî îíà óâåëè÷èâàåòñÿ â 10 ðàç è îöåíêà ïîâòîðÿåòñÿ ñíîâà.6. Ïîðÿäîê è øàã èíòåãðèðîâàíèÿïðè êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäàÒåîðåòè÷åñêè ñîâìåñòíîå ïîâûøåíèå ïîðÿäêà è óìåíüøåíèå øàãà ìåòîäà íåîãðàíè÷åí-íî ïîâûøàåò ìåòîäè÷åñêóþ òî÷íîñòü ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíà-êî ïðè êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè â àðè�ìåòèêå ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ âñëåäñòâèåîøèáîê îêðóãëåíèÿ ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûåäàþò ïðåäåëüíî âûñîêóþ òî÷íîñòü ââèäó òîãî, ÷òî ìåòîäè÷åñêèå îøèáêè ñòàíîâÿòñÿñîèçìåðèìûìè ñ îøèáêàìè îêðóãëåíèÿ, è â ýòîì ñëó÷àå íå èìååò ñìûñëà ïðåäïðèíè-ìàòü êàêèå-ëèáî äàëüíåéøèå ïîïûòêè ïîëó÷èòü áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãîèíòåãðèðîâàíèÿ ïóòåì ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà è óìåíüøåíèÿ øàãà ìåòîäà.Â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû èíòåãðèðîâàíèÿ íåâîçìîæíî,ïîñêîëüêó îíè íåïîñðåäñòâåííî çàâèñÿò îò ñïåöè�èêè ðåøàåìîé çàäà÷è. Âïðî÷åì, ïðè-íèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî èíòåãðàòîð �àóññà�Ýâåðõàðòà èñïîëüçóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, äëÿ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îðáèò, íàéäåì îöåíêè îïòèìàëüíîé ïàðû ïîðÿäîê�øàã èí-òåãðèðîâàíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåíèþ êàêîé-íèáóäü ïðîñòîé çàäà÷è íåáåñíîé ìåõà-íèêè, íàïðèìåð, êðóãîâîé äâóìåðíîé çàäà÷è äâóõ òåë ñ óðàâíåíèÿìè

r′ = v, v′ = − µ

|r|3 r. (30)Çäåñü r = (r1, r2), v = (v1, v2) � âåêòîðû ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâåííî, µ � ãðà-âèòàöèîííûé ïàðàìåòð. Ïîñêîëüêó â êðóãîâîì ñëó÷àå |r| = a = onst, áóäåì ïîëàãàòü,÷òî âåëè÷èíà µ/|r|3 = n2 = onst, ò. å. ðåøåíèå x = (r,v) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìèãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé n è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
x1 = r1 = a cosnt, x2 = r2 = a sinnt,

x3 = v1 = −an sin nt, x4 = v2 = an cosnt. (31)Îöåíèì ìåòîäè÷åñêóþ îøèáêó |e|M ïî ãëàâíîìó ÷ëåíó ïîãðåøíîñòè:
|e|M =

a
√
1 + n2(nh)p+1

(p+ 1)!
, (32)



Èíòåãðàòîð �àóññà�Ýâåðõàðòà 39ãäå èñïîëüçîâàíà �îðìóëà |x(p+1)| = anp+1
√
1 + n2. Çäåñü p � ïîðÿäîê ìåòîäà. Îøèáêóîêðóãëåíèÿ |e|R ìîæíî îöåíèòü êàê

|e|R = ε|x| = εa
√
1 + n2, (33)ãäå ε � ìàøèííûé ýïñèëîí.Î÷åâèäíî, ÷òî íå èìååò ñìûñëà âûáèðàòü òàêèå øàã è ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðèêîòîðûõ ìåòîäè÷åñêàÿ îøèáêà áóäåò ìåíüøå îøèáêè îêðóãëåíèÿ. Èç óñëîâèÿ |e|M =

|e|R ïîëó÷èì îòíîøåíèå ìåæäó îïòèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìè èíòåãðèðîâàíèÿ h è p:
hp+1
ϕ = ε(p+ 1)!, (34)ãäå hϕ = nh � øàã ïî äîëãîòå ϕ = nt, ñîîòâåòñòâóþùèé øàãó h. Óðàâíåíèå (34) äàåòíèæíþþ ãðàíèöó äëÿ øàãà h, â òî âðåìÿ êàê äëÿ íåÿâíûõ ìåòîäîâ (17) èìååò ìåñòîâåðõíÿÿ ãðàíèöà, çàäàâàåìàÿ óñëîâèåì ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äëÿ ðåøå-íèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â íåÿâíûõ ìåòîäàõ [6℄:

h <
1

Lmaxi
∑

j |aij|
,ãäå L � ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà, êîòîðàÿ çàäàåò íåðàâåíñòâî

|f(t,x)− f(t,y)| ≤ L|x− y| (35)äëÿ ëþáûõ x è y. Åñëè ïîëîæèòü maxi
∑

j |aij | = 1 (â äåéñòâèòåëüíîñòè ìàêñèìóìáëèçîê ê åäèíèöå), òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà øàã èíòåãðèðîâàíèÿ: h < 1/Lèëè hϕ = n/L. Îöåíèì ïîñòîÿííóþ Ëèïøèöà L äëÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è. �àññìîòðèìîòíîøåíèå
|δf |2
|δx|2 =

n4|δr|2 + |δv|2
|δr|2 + |δv|2 ,ãäå δx, δr è δv � âñåâîçìîæíûå ðàçíîñòè âåêòîðîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ.Ïðèíèìàÿ |δr| = ξ cosψ, |δv| = ξ sinψ, ãäå ξ ≥ 0 è 0 ≥ ψ ≥ π/2, áóäåì èìåòü

|δf |2
|δx|2 = (n4 − 1) cos2 ψ + 1.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ëåæàò ìåæäó 1 è n4. Ñëåäîâàòåëüíî, ñî-ãëàñíî (35) â êà÷åñòâå ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà ìîæíî âûáðàòü L = max(1, n2). Òîãäàïîëó÷èì âåðõíþþ ãðàíèöó øàãà
hϕ <

n

max(1, n2)
≤ 1.Òàêèì îáðàçîì, â ëó÷øåì ñëó÷àå, à èìåííî ïðè n = 1, êîãäà âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìàê-ñèìàëüíà, øàã èíòåãðèðîâàíèÿ hϕ äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì

ε(p+ 1)! < hp+1
ϕ < 1.Î÷åâèäíî, óñëîâèå

ε(p+ 1)! > 1 (36)



40 Â.À. Àâäþøåâîçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäîê ìåòîäà çàâûøåí è èñïîëüçîâàíèå òàêîãî ìåòîäà ïðè âû÷èñëåíèÿõâ àðè�ìåòèêå ñ òî÷íîñòüþ ε íå ëîãè÷íî â òîì ñìûñëå, ÷òî òó æå òî÷íîñòü ðåçóëüòà-òîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ áîëåå íèçêèõ ïîðÿäêîâ.Îïòèìàëüíûå ïîðÿäêè p íåÿâíûõ ìåòîäîâ �óíãå�Êóòòû äëÿ ðàçëè÷íûõ ε, ñîîòâåòñòâó-þùèõ îäèíàðíîé, äâîéíîé, ðàñøèðåííîé è ÷åòâåðíîé òî÷íîñòè, ïðåäñòàâëåíû â òàáëè÷-íîì âèäå (ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ýòè ïîðÿäêè ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷è ñ n = 1, â èíîìñëó÷àå îíè ìîãóò áûòü ìåíüøå):
ε 1.1 · 10−7

2.2 · 10−16
1.1 · 10−19

1.9 · 10−34

p 9 16 19 297. Ôîðòðàí-êîä èíòåãðàòîðà �àóññà�ÝâåðõàðòàÏðåäñòàâëåííûé âûøå �îðòðàí-êîä èíòåãðàòîðà �àóññà�Ýâåðõàðòà GAUSS_15 (äî 15ïîðÿäêà), îñíîâàííîãî íà ãàóññîâûõ ðàçáèåíèÿõ Ëîáàòòî è �àäî, à òàêæå Ëåæàíäðà,äîñòóïåí â èíòåðíåòå ïî àäðåñó http://astro.tsu.ru/sh/Gauss_15.txt.GAUSS_15(X,TS,TF,STEP,ERR,N,NOR,NI,NS,NBS,NF,FUN) � çàãîëîâîê ïðîöåäóðû èí-òåãðèðîâàíèÿ. Îïèøåì âõîäíûå è âûõîäíûå ïàðàìåòðû èíòåãðàòîðà, ïîìå÷àÿ èõ ñîîò-âåòñòâåííî èíäåêñàìè I è O. Èòàê, XIO � èíòåãðèðóåìûå ïåðåìåííûå (äî âûïîëíåíèÿïðîöåäóðû � íà÷àëüíûå äëÿ çíà÷åíèÿ TS, ïîñëå � êîíå÷íûå äëÿ TF); TSI è TFI �íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ñîîòâåòñòâåííî; STEPIO � âå-ëè÷èíà ñòàðòîâîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ (åñëè STEP = 0, òî ñòàðòîâûé øàã âûáèðàåòñÿïî �îðìóëå (29)), ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû STEP � âåëè÷èíà ïðåäïîñëåäíåãî øàãà;ERRI � çíà÷åíèå ‖etol‖ äëÿ âûáîðà ïåðåìåííîãî øàãà (27) (óñëîâèå ERR 6= 0 çàäàåò ðå-æèì ïåðåìåííîãî, ERR = 0 � ïîñòîÿííîãî øàãà); NI � ÷èñëî óðàâíåíèé; NORI � ïîðÿäîêèíòåãðàòîðà p; NII � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé íà øàãå (ïðè NI ≤ 0 èòåðàöèîííûéïðîöåññ âûïîëíÿåòñÿ äî ñõîäèìîñòè); NSO � ÷èñëî øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ çà âûïîë-íåíèå ïðîöåäóðû; NBSO � ÷èñëî øàãîâ, íà êîòîðûõ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íå ñõîäèòñÿ(íåñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ðåãèñòðèðóåòñÿ, êîãäà ÷èñëî èòåðàöèé äîñòèãàåò100); NFO � ÷èñëî îáðàùåíèé ê ïðîöåäóðå ïðàâûõ ÷àñòåé; FUNI � íàçâàíèå ïðîöåäóðûïðàâûõ ÷àñòåé f .8. Òåñòèðîâàíèå èíòåãðàòîðà �àóññà�Ýâåðõàðòàâ çàäà÷å äâóõ òåëÈíòåãðàòîð òåñòèðîâàëñÿ íà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ çàäà÷è äâóõ òåë (30). Íà-÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è
r1 = 1− e, r2 = 0, v1 = 0, v2 =

√

(1 + e)/(1− e)ñîîòâåòñòâóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó îðáèò ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e â êà÷åñòâåïàðàìåòðà è ñ åäèíè÷íîé áîëüøîé ïîëóîñüþ a. Èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿëîñü íà èíòåð-âàëå 1000 îáîðîòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ. Ïðè ýòîì èññëåäîâàëèñü òå èëèèíûå õàðàêòåðèñòèêè èíòåãðàòîðà.



Èíòåãðàòîð �àóññà�Ýâåðõàðòà 418.1. Êðóãîâîé ñëó÷àé e = 0Êàê óæå áûëî çàìå÷åíî, øàã â èíòåãðàòîðå âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîõðà-íÿëàñü âåëè÷èíà ÷ëåíà ïîðÿäêà k + 1. Åñëè áû èíòåãðàòîð èìåë ïîðÿäîê k, òî òàêèìñïîñîáîì ìîæíî áûëî áû îáåñïå÷èòü ñîõðàíåíèå ëîêàëüíîé òî÷íîñòè íà âñåì èíòåðâàëåèíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíàêî ïîðÿäîê èíòåãðàòîðà �àóññà�Ýâåðõàðòà ñóùåñòâåííî âûøå k.Íà ïðèìåðå êðóãîâîé çàäà÷è (e = 0) èññëåäîâàëàñü çàâèñèìîñòü ðåàëüíîé ëîêàëüíîéòî÷íîñòè îò çàäàâàåìîé äëÿ âûáîðà ïåðåìåííîãî øàãà.Â (16) âåëè÷èíó k + 1 ÷ëåíà ‖ek‖ ìîæíî îöåíèòü êàê
‖ek‖ ≡ h

k + 1
‖Ak‖ ≈ hk+1

(k + 1)!
‖x(k+1)‖, (37)òîãäà êàê îøèáêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîðÿäêà p áóäåò

‖ep‖ ≈ hp+1

(p+ 1)!
‖x(p+1)‖. (38)Ïîñêîëüêó ðåøåíèå x èìååò âèä (31), òî

‖x(i)‖ = a
√
1 + n2ni. (39)Ïîäñòàâëÿÿ (39) â (37) è (38), ïîëó÷èì

‖ep‖ ≈ (a
√
1 + n2)−

p−k

k+1

(p+ 1)!
((k + 1)!‖ek‖)

p+1

k+1 .Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàçáèåíèÿ �àóññà��àäî (p = 2k + 1)
‖ep‖ ≈ 1

a
√
1 + n2

k+1
∏

i=1

i

k + 1 + i
‖ek‖2. (40)
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ëîêàëüíîé òî÷íîñòè îò ïàðàìåòðà ERR



42 Â.À. ÀâäþøåâÍà ðèñ. 1 (ñì. ñ. 41) ïðåäñòàâëåíû îöåíêè ðåàëüíîé ëîêàëüíîé îøèáêè
‖ep‖ = ‖∆x‖ =

√

∆r21 +∆r22 +∆v21 +∆v22â çàâèñèìîñòè îò ERR (≈ ‖ek‖) äëÿ p = 11. Îöåíèâàíèå âûïîëíÿëîñü â ðåæèìåSTEP = 0 íà ïåðâîì øàãå, ïîäáèðàåìîì â ñîîòâåòñòâèè ñ ïàðàìåòðîì ERR. Âèäíî, ÷òîïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ (40). Â ÷àñòíîñòè, ýêñïåðèìåíòàëüíàÿîöåíêà ïðè ERR > 10−6 (ERR < 10−6 � îáëàñòü äîìèíèðîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ îøè-áîê) ïîäòâåðæäàåò êâàäðàòè÷íóþ çàâèñèìîñòü ‖ep‖ ∝ ‖ek‖2, îò÷åãî ãëàâíûì îáðàçîìðåàëüíàÿ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííî âûøå çàäàâàåìîãî çíà÷åíèÿ ïàðà-ìåòðà ERR.8.2. Ñëàáîýêñöåíòðè÷íûé ñëó÷àé e = 0.1Äëÿ îöåíêè îïòèìèçàöèè ñîñòàâëåííîãî �îðòðàí-êîäà ñðàâíèëè áûñòðîäåéñòâèÿ (â çà-òðàòàõ ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè) èíòåãðàòîðà GAUSS_15 è øèðîêî èñïîëüçóåìîãî â íåáåñ-íîé ìåõàíèêå èíòåãðàòîðà RADAU_27. Ïðè ýòîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ âûïîëíÿëèñü âñåîïåðàöèè, îïðåäåëÿåìûå îñíîâíûìè �îðìóëàìè. Â òî æå âðåìÿ ðàñõîæäåíèå äâóõ ÷èñ-ëåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ èíòåãðàòîðàìè, îêàçàëîñü ìåíüøå ìåòîäè÷åñêîé îøèáêèíà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ.Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû îòíîøåíèÿ âðåìåííûõ çàòðàò, êîòîðûå ïîòðåáîâàëèñü èíòåãðà-òîðàì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé 7, 11 è 15 ïîðÿäêîâ. Êàê âèäíî, èíòåãðàòîðGAUSS_15 ðàáîòàåò áûñòðåå, îäíàêî ýòîò âûèãðûø ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà óìåíüøà-åòñÿ. Âïðî÷åì, ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â çàäà÷àõ ñî ñëîæíîé �óíêöèåé f îïåðàòèâíîñòüèíòåãðàòîðîâ äîëæíà áûòü îäèíàêîâîé, ïîñêîëüêó áîëüøàÿ ÷àñòü âðåìåíè áóäåò çàòðà-÷èâàòüñÿ íà ïðîöåäóðó åå âû÷èñëåíèÿ FUN è òîãäà áûñòðîäåéñòâèå ãëàâíûì îáðàçîìîïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì îáðàùåíèÿ ê ýòîé ïðîöåäóðå.

7 11 15
p

1

1.1

1.2

1.3

t R
ad
au
_
2
7
/t
G
au
ss
_
1
5

�èñ. 2. Îïòèìàëüíîñòü èíòåãðàòîðà GAUSS_15 îòíîñèòåëüíî RADAU_27



Èíòåãðàòîð �àóññà�Ýâåðõàðòà 43Äàëåå áûëà îöåíåíà îøèáêà èíòåãðèðîâàíèÿ |∆r| =
√

∆r21 +∆r22 â çàâèñèìîñòè îòâåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî øàãà h äëÿ ïîðÿäêîâ 2�11. Èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿëîñü ñ øå-ñòüþ èòåðàöèÿìè (íà øàãå) íà èíòåðâàëå 1000 îáîðîòîâ.Â ñëó÷àå k = 1�3 ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 3 õàðàêòåðèñòèêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè äî-ñòàòî÷íî áîëüøèõ h (ãëîáàëüíàÿ) îøèáêà ðåøåíèÿ p-ïîðÿäêà, êàê è îæèäàëîñü, ñ óìåíü-øåíèåì øàãà âåäåò ñåáÿ êàê |∆r| ∼ hp, ÷òî óêàçûâàåò íà ñîîòâåòñòâèå îøèáêè ìåòîäóïîðÿäêà p. Äëÿ k = 4 è 5 ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî èíàÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî øåñòèèòåðàöèé íåäîñòàòî÷íî äëÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íà øàãå è ïîëó÷àåìîåðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó èíòåãðèðóþùèõ �îðìóë. Ñëó÷àéíîå ïîâåäåíèå õà-ðàêòåðèñòèê íèæå |∆r| = 10−6 îáóñëîâëåíî âëèÿíèåì îøèáîê îêðóãëåíèÿ.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà êðóòîé ñêàò õàðàêòåðèñòèêè íå÷åòíîãî ïîðÿäêà
2k + 1 â ñðàâíåíèè ñ õàðàêòåðèñòèêîé ÷åòíîãî ïîðÿäêà 2k (äëÿ k = 1�3) îïðåäåëåííàÿòî÷íîñòü äëÿ ÷åòíîãî ïîðÿäêà äîñòèãàåòñÿ ïðè áîëüøåì øàãå, ò. å. áûñòðåå. Ýòî ñâÿçàíîñ òåì, ÷òî ïðè ñèììåòðè÷íîì ðàçáèåíèè �àóññà�Ëîáàòòî èíòåãðàòîð �àóññà�Ýâåðõàðòàîáëàäàåò ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è ìåòîäè÷åñêàÿ îøèáêà âäîëü íåçàâèñèìîé ïå-ðåìåííîé t ýâîëþöèîíèðóåò ìåäëåííåå, ÷åì ïðè ðàçáèåíèè �àóññà��àäî.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå îøèáêè ñ èçìåíåíèåì t äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ïî-ðÿäêîâ (k = 3�5). Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðåæèìå NI ≤ 0, ò. å. äîïîëíîé ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ïðè ýòîì íà øàãå òðåáîâàëîñü îò 11 äî 16èòåðàöèé. Êàê ñëåäóåò èç ðèñóíêà, ïðè ïîñòîÿííîì øàãå (h = 2π/16) îøèáêà èíòåãðè-ðîâàíèÿ äëÿ ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ âåäåò ñåáÿ ëèíåéíî, òîãäà êàê äëÿ íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ �êâàäðàòè÷åñêè. Äàæå íåñìîòðÿ íà òî ÷òî èíòåãðàòîð ïîðÿäêà 2k+1 â íà÷àëå èíòåãðèðî-âàíèÿ äàåò ðåøåíèå òî÷íåå èíòåãðàòîðà ïîðÿäêà 2k, â êîíöå èíòåãðèðîâàíèÿ âñëåäñòâèåðàçíîãî ðîñòà îøèáîê ïåðâûé óæå óñòóïàåò âòîðîìó â òî÷íîñòè ïî÷òè íà äâà ïîðÿäêà.Î÷åâèäíî, ñ óâåëè÷åíèåì èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ ýòî ïðåèìóùåñòâî äëÿ êàæäîãî èí-òåãðàòîðà ñ ñèììåòðè÷íûì ðàçáèåíèåì áóäåò âîçðàñòàòü. Ê ñîæàëåíèþ, òàêèå ñâîéñòâàèíòåãðàòîðîâ ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ èìåþò ìåñòî òîëüêî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñòîÿííîãî
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè îò âåëè÷èíû øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ
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�èñ. 4. Ïîâåäåíèå îøèáêè äëÿ ðåøåíèé ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ

�èñ. 5. Õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòü�áûñòðîäåéñòâèå â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé íà øàãåøàãà [5℄. Ïðè àâòîìàòè÷åñêîì âûáîðå øàãà îøèáêà òàê æå, êàê è äëÿ èíòåãðàòîðîâíå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ, âåäåò ñåáÿ êâàäðàòè÷íûì îáðàçîì.Äàëåå áûë èññëåäîâàí âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè òî÷íîñòè è áûñòðîäåéñòâèÿ ïðè óâåëè-÷åíèè ÷èñëà èòåðàöèé íà øàãå. Ïóòåì âàðèàöèè ERR îöåíèâàëèñü òî÷íîñòü è áûñòðî-äåéñòâèå èíòåãðàòîðà 11 ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûì øàãîì íà èíòåðâàëå 1000 îáîðîòîâ äëÿNI = 1�6. �åçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5. Âèäíî, ÷òî óæå íà âòîðîé èòåðàöèè ìîæíîïîëó÷èòü äîâîëüíî õîðîøåå ðåøåíèå, õîòÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàðàêòåðèñòèêà çàìåòíîîòêëîíÿåòñÿ îò ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè. Ïîýòîìó äëÿ óâåðåííîãî ðåçóëüòàòà íåîáõîäè-ìî èñïîëüçîâàòü, ïî êðàéíåé ìåðå, òðè èòåðàöèè íà øàãå. Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òîóâåëè÷åíèå ÷èñëà èòåðàöèé íå ñóùåñòâåííî ïîíèæàåò ý��åêòèâíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.



Èíòåãðàòîð �àóññà�Ýâåðõàðòà 458.3. Ñèëüíîýêñöåíòðè÷íûé ñëó÷àé e = 0.9Î÷åâèäíî, ñèëüíîýêñöåíòðè÷íûå îðáèòû íåîáõîäèìî èíòåãðèðîâàòü ñ ïåðåìåííûì øà-ãîì. Ïîâåäåíèå âûáèðàåìîãî øàãà íà îäíîì îáîðîòå äëÿ e = 0.9 ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 6,ãäå òàêæå ïðèâåäåíû �óíêöèè, ïðîïîðöèîíàëüíûå |r|, |r|3/2, |r|2 è |v|−1. Êàê âèäíî,èçìåíåíèå øàãà î÷åíü áëèçêî ê ïîâåäåíèþ |r|3/2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî øàã ïåðåìåííîé âå-ëè÷èíû ïî t ñîîòâåòñòâóåò ïî÷òè ïîñòîÿííîìó øàãó ïî òàê íàçûâàåìîé ýëëèïòè÷åñêîéàíîìàëèè.
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�èñ. 6. Âûáîð øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ â ñëó÷àå ñèëüíîâûòÿíóòîé îðáèòû
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�èñ. 7. Õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòü�áûñòðîäåéñòâèå äëÿ èíòåãðàòîðîâ GAUSS_15 è RADAU_27â ýêñòðàýêñöåíòðè÷íîì ñëó÷àå



46 Â.À. Àâäþøåâ8.4. Ýêñòðàýêñöåíòðè÷íûé ñëó÷àé e = 0.999Íàêîíåö, áûë èññëåäîâàí àëãîðèòì âûáîðà øàãà ïðè äîëãîñðî÷íîì èíòåãðèðîâàíèèî÷åíü âûòÿíóòîé îðáèòû ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e = 0.999. Èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿëîñüíà èíòåðâàëå 1000 îáîðîòîâ äâóìÿ èíòåãðàòîðàìè: GAUSS_15 è RADAU_27. �åçóëüòà-òû ïîêàçàëè (ðèñ. 7), ÷òî RADAU_27 çàìåòíî ìåíåå ý��åêòèâåí, íåæåëè GAUSS_15.Òàê, ïðè îäèíàêîâîì áûñòðîäåéñòâèè ïåðâûé èíòåãðàòîð äàåò ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ íè-æå íà ïîðÿäîê è áîëåå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â RADAU_27 çàëîæåí íåâåðíûé àëãîðèòìâûáîðà øàãà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì ñ óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, à èìåííî, àë-ãîðèòì íå òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò �îðìóëå (27): âìåñòî ñòåïåíè 1/(k + 1) â RADAU_27èñïîëüçóåòñÿ 1/(k + 2). Î÷åâèäíî, ýòà îøèáêà ëåãêî óñòðàíÿåòñÿ.Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ âåðñèÿ èíòåãðàòîðà �àóññà�ÝâåðõàðòàGAUSS_15. Íà ïðèìåðå ïëîñêîé çàäà÷è äâóõ òåë ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ èíòåãðàòîðàçíà÷èòåëüíî ý��åêòèâíåå ðàíåå èñïîëüçóåìîé, à òàêæå ïðåäîñòàâëÿåò áîëüøå âîçìîæ-íîñòåé äëÿ âûñîêîòî÷íîãî è îïåðàòèâíîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Everhart E. A new method for integrating orbits // Bull. Amer. Astronom. So. 1973. Vol. 5.P. 389.[2℄ Everhart E. Impliit single sequene methods for integrating orbits // Celest. Meh. 1974.Vol. 10. P. 35�55.[3℄ Everhart E. An e�ient integrator that uses Gauss�Radau spaings // Dynamis of Comets:Their Origin and Evolution. Pro. of IAU Colloq. 83. Italy, 1984 / Eds. A. Carusi andG.B. Valsehi. Dordreht: Reidel, Astrophys. and Spae Siene Library Rame, 1985. Vol. 115.P. 185�202.[4℄ Buther J.C. Impliit Runge�Kutta proesses // Math. Comput. 1964. Vol. 18. P. 50�64.[5℄ Hairer E., Lubih C., Wanner G. Geometri Numerial Integration: Struture-PreservingAlgorithms for Ordinary Di�erential Equations / Springer Series in Comput. Math. Springer,2002. 536 p.[6℄ Hairer E., Norsett S.P., Wanner G. Solving Ordinary Di�erential Equations. Nonsti�Problems / Springer Series in Comput. Math. Springer, 1993. 544 p.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 27 àâãóñòà 2009 ã.,ñ äîðàáîòêè � 26 ñåíòÿáðÿ 2009 ã.


