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Î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ëîêàëüíîãîâîçìóùåíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè â óñòîé÷èâîñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå∗À.Í. Çóäèí, �.�. ×åðíûõÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: zudin�it.ns.ruÏîñòðîåíû ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå ÷èñëåííûå ìîäåëè äèíàìèêè ëîêàëüíîãîâîçìóùåíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè â óñòîé÷èâî ñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå. Îöåíåíî âëè-ÿíèå âÿçêîñòè íà ïðîöåññ ãåíåðàöèè è ðàñïðîñòðàíåíèÿ âíóòðåííèõ âîëí, ãåíåðèðó-åìûõ ëîêàëüíûì âîçìóùåíèåì ïîëÿ ïëîòíîñòè â ïèêíîêëèíå. �àññìîòðåíà çàäà÷àî äèíàìèêå ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè ïðè íàëè÷èè âîëíîâîãî �îíà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòîé÷èâî ñòðàòè�èöèðîâàííàÿ æèäêîñòü, ëîêàëüíîå âîçìó-ùåíèå ïîëÿ ïëîòíîñòè, âíóòðåííèå âîëíû, ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå ìîäåëè.Ââåäåíèå�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîå òå÷åíèå, ãåíåðèðóåìîå ëîêàëüíûì âîçìóùåíèåì ïîëÿ ïëîòíî-ñòè â ñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå. Çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ðÿäàãåî�èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé [1 � 5℄. Ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðà�èÿ ðàáîò äàííîãî íàïðàâëåíèÿ ñî-äåðæèòñÿ â [3, 6 � 19℄. Àíàëèç èçâåñòíûõ èññëåäîâàíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçóëüòàòû ÷èñ-ëåííîãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè â óñòîé÷èâîñòðàòè�èöèðîâàííîé æèäêîñòè [10 � 14℄ íåäîñòàòî÷íî ïîëíû. Òàê, îòñóòñòâóþò äàííûåïîäðîáíîãî ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïðèìåíèìîñòè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõìîäåëåé ê ðàñ÷åòó õàðàêòåðèñòèê òå÷åíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòà-òû ðàñ÷åòîâ, èëëþñòðèðóþùèå ýâîëþöèþ îáëàñòè ÷àñòè÷íî ïåðåìåøàííîé æèäêîñòè âóñòîé÷èâî ñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå, âûïîëíåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî îöåíêåïðèìåíèìîñòè ïðåäëîæåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ðàññìîòðåíà çàäà÷à î äèíàìè-êå ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè â æèäêîñòè ñ íåëèíåéíîé ñòðàòè�èêàöèåéïðè íàëè÷èè âîëíîâîãî �îíà. Èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèåì ðàáîò [10, 12 � 14, 19℄.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ ïðèìåíåíèåì óðàâíåíèé Ýéëåðàâ ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà�ÁóññèíåñêàÎäíîé èç îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèíàìèêè íåñòàöèîíàðíûõ ñòðàòè�èöè-ðîâàííûõ òå÷åíèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà.Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåìåííûõ �óíêöèÿ òîêà�çàâèõðåííîñòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ìîãóòáûòü çàïèñàíû â âèäå
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 07�01�00363) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà�Ô � ÍØ-931.2008.9. 95
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= 0. (3)Çäåñü x, y � äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, îñü y íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ, ïðîòèâñèëû òÿæåñòè; ρ1 = ρ − ρs, ρs = ρs(y) � ïëîòíîñòü íåâîçìóùåííîé ñðåäû âíå çîíûñìåøåíèÿ; ρ0 = ρs(0); u, v � ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòèæèäêîñòè: u = ∂ψ/∂y, v = −∂ψ/∂x; g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè. Ñòðàòè�èêàöèÿñðåäû ïðåäïîëàãàåòñÿ óñòîé÷èâîé, ò. å. (1/ρ0)dρs/dy ≤ 0.�ðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñëåäóþùèå:
ψ = ω = ρ1 = 0, x2 + y2 → ∞, (4)

ρ = ρ0(x, y) = ρ0

{

1− ρ0 − ρs(y)

ρ0

[

1− εe−(1.25r)8
]

}

,

−∞ < x <∞, −∞ < y <∞, t = 0, (5)
ψ = ω = 0, −∞ < x <∞, −∞ < y <∞, t = 0. (6)Çäåñü ε = onst = 0.75. Óñëîâèå (6) ñîîòâåòñòâóåò u(0, x, y) = 0, v(0, x, y) = 0.Ïðèâåäåííîå âûøå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóåò íåïîëíîìó ïå-ðåìåøèâàíèþ æèäêîñòè (èçâåñòíî [6℄, ÷òî ïðè ýâîëþöèè òóðáóëåíòíûõ ïÿòåí â ñòðàòè-�èöèðîâàííîé æèäêîñòè â çîíå òóðáóëåíòíîãî ñìåøåíèÿ ïðîèñõîäèò íåïîëíîå ïåðåìå-øèâàíèå).Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)�(3) ïðåäâàðèòåëüíî ïðèâî-äèòñÿ ê áåçðàçìåðíîìó âèäó ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ äëèíû R(ðàäèóñà îáëàñòè ñìåøåíèÿ) è ìàñøòàáà âðåìåíè T∗ = 1/

√
ag (a = −(1/ρ0)dρs/dy ïðè

y = 0); êðîìå òîãî, èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ρ1 = ρ0aRρ̃1. Äëÿ àíàëèçà ðåçóëüòàòîâðàñ÷åòîâ óäîáíî ââåñòè ìàñøòàá âðåìåíè T = 2πT∗ � ïåðèîä Âÿéñàëà�Áðåíòà. Íèæå,ïî âîçìîæíîñòè, çíàê îáåçðàçìåðèâàíèÿ (∼) îïóñêàåòñÿ.×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (1)�(3) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, îñ-íîâàííîãî íà ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ [9, 10, 12, 14℄:
t′ = t, x′ = ξ = x, y′ = η : dη/dt = 0, (7)

η(0, x, y) = η0(x, y), −∞ < x <∞, −∞ < y <∞,

η(t, x, y) → q1(y), x2 + y2 → ∞, t > 0. (8)Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (1)�(3) ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå
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J =
∂(t, x, y)

∂(t′, ξ, η)
=
∂y

∂η
.Â ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (4), (5) âìåñòî �óíêöèé ρs(y), ρ0(x, y) ïîÿâÿòñÿ�óíêöèè ρ̂s(η), ρ̂0(ξ, η), ïîëó÷àåìûå èç ρs(y), ρ0(x, y) ïóòåì ïîäñòàíîâêè â íèõ çíà÷åíèé

y = q2(ξ, η), ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ η(0, x, y) = η0(x, y) (η0(x, y) ïðåäïîëà-ãàåòñÿ ìîíîòîííîé �óíêöèåé y ïðè �èêñèðîâàííîì x). Ê óñëîâèÿì (4)�(6) äîáàâÿòñÿíà÷àëüíîå óñëîâèå
y(0, ξ, η) = q2(ξ, η) (13)è ãðàíè÷íîå óñëîâèå

y = q3(η), ξ2 + η2 → ∞, t > 0. (14)Â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ ëèíèé η = onst â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûáåðåì ëè-íèè ρ = onst. Òîãäà óðàâíåíèå (9) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî, òàê êàê ρ = ρ(η).Â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â óðàâíåíèè (12)îòñóòñòâóåò êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâîïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîãðåøíîñòåé ïðè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àï-ïðîêñèìàöèè.Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà èäåå ìåòîäà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð, èåãî òåñòèðîâàíèå ïîäðîáíî îïèñàíû â ðàáîòàõ [9, 12, 14℄.2. Âíóòðåííèå âîëíû, ãåíåðèðóåìûå ëîêàëüíûì âîçìóùåíèåìïîëÿ ïëîòíîñòè â æèäêîñòè ñ íåëèíåéíûì ðàñïðåäåëåíèåìïëîòíîñòè ïî ãëóáèíåÑ öåëüþ âûÿñíåíèÿ âëèÿíèÿ íåëèíåéíîñòè ñòðàòè�èêàöèè íåâîçìóùåííîé ñðåäû íàòå÷åíèå, ãåíåðèðóåìîå ïðè êîëëàïñå îáëàñòè ïåðåìåøàííîé æèäêîñòè, âûïîëíåíà ñåðèÿðàñ÷åòîâ äëÿ ðÿäà ðàñïðåäåëåíèé ρs(y). Ïðèìåíÿëèñü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â ïðèáëèæåíèèÎáåðáåêà�Áóññèíåñêà (1)�(3). Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ïëîòíîñòè çàäàâàëîñü ââèäå (5).Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, èëëþñòðèðóþùèå êàðòèíó òå÷åíèÿ â ñëó-÷àå íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âèõðÿ è �óíêöèè òîêà è çàäàíèÿ ρs(y) âèäà
ρ̃s(ỹ) = ρ̃0 − ỹ, (15)

ρ̃s(ỹ) = ρ̃0 − β̃ · tanh(ỹ/β̃) β̃ = β/R = 1.0, 0.5, 0.1, (16)
ρ̃s(ỹ) =

{

ρ̃0 − ỹ, −2.5 ≤ ỹ ≤ 1.1,
ρ̃0 − (tanh((ỹ − 2)/0.1) + tanh(9) + 1.1), 1.1 ≤ ỹ ≤ 3.

(17)Ïðè ðàñïðåäåëåíèè ρs(y), îïðåäåëÿåìîì (15), ïðîöåññ âîçíèêíîâåíèÿ è ðàñïðîñòðà-íåíèÿ âíóòðåííèõ âîëí õàðàêòåðèçóåòñÿ �îðìèðîâàíèåì ñèñòåìû âèõðåé â êàæäîì
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�èñ. 1. Ëèíèè òîêà, ïîëó÷åííûå ñ ïðèìåíåíèåì ïðèáëèæåíèÿ Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà äëÿ ðàç-ëè÷íûõ ïðî�èëåé ïëîòíîñòè ρs(y), t/T = 2êâàäðàíòå ïëîñêîñòè xy [6, 7℄. ×èñëî âèõðåé ñ ðîñòîì âðåìåíè óâåëè÷èâàåòñÿ. Â ÷àñò-íîñòè, äëÿ âàðèàíòà (15) ïðè t/T = 2 òàêèõ âèõðåé ÷åòûðå â êàæäîì êâàäðàíòå, äëÿâàðèàíòîâ (16) ïðè β̃ = 1, 0.5 è 0.1 � òðè, äâà è îäèí ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî èëëþñòðèðóåòðèñ. 1, ãäå íà ìîìåíò âðåìåíè t/T = 2 ïîêàçàíû ëèíèè òîêà ψ̃ = ψT∗/R
2 = onst. Çäåñüè íèæå ëèíèè òîêà ïðåäñòàâëåíû óðîâíÿìè: 1 � −0.0540, 2 � −0.0420, 3 � −0.0300,4 � −0.0180, 5 � −0.0060, 6 � −0.0000, 7 � −0.0060, 8 � −0.0180, 9 � −0.0300, 10 �

−0.0420, 11 � −0.0540. �èñóíêè 1, á�ã îòâå÷àþò ðàñïðåäåëåíèþ (16), β = 1, 0.5 è 0.1.Â âàðèàíòàõ ñ β = 1 è 0.5 êîîðäèíàòíûå ëèíèè η = onst ñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìè
ρ = onst ñ ïåðåìåííûì èíòåðâàëîì, çàäàâàåìûì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå ñòðîèò-ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé yj = yj−1+h0q

j (y0 = 0, yj > 0, h0/R = 0.064, q = 1.035,
j = 1, . . . , 25); çàòåì íàõîäÿòñÿ ëèíèè ðàâíîé ïëîòíîñòè ρ = ρs(y), êîòîðûå è ïðèíè-ìàþòñÿ â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ îòðèöàòåëüíûõçíà÷åíèé y ëèíèè η = onst ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (çäåñü óìåñòíî îòìåòèòü,÷òî â íîâîé ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñåòêà â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ âû-áèðàëàñü ðàâíîìåðíîé). Â ñëó÷àå β̃ = 0.1 ëèíèè η = onst â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-



Î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ... 99ìåíè ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ ëèíèÿ η = η∗ òàêàÿ, ÷òî (ïðè
y ≥ 0) çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ρ̃(η) ïðè η > η∗ îòëè÷àåòñÿ îò ïîñòîÿííîé íå áîëåå ÷åì íà
0.1 × 10−9. Â îáëàñòè ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ 0 ≤ η ≤ η∗ â êà÷åñòâå ëèíèé η = onstäëÿ t/T = 0 âûáèðàþòñÿ ëèíèè ρ/aRρ0 = onst ñ èíòåðâàëîì δρj = ρj−ρj−1 (ρj = ρs(yj),
yj = yj−1+hj, y0 = 0, hj = 0.074, j = 1, . . . , 10). Â îáëàñòè η > η∗ ïðè êàæäîì xi = i×h1,
i = 1, . . . , 71, êîîðäèíàòíûå ëèíèè ïðè t/T = 0 ñòðîÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè

η(0, xi, yi,j) = ηj , j = 11, . . . , 17,

yi,j = yj(xi) = yi,j−1 + h∗(xi)q
(j−10),

h∗(xi) = (2.5− yi,10)(1− q)/(1− q7), yi,10 = y(0, xi, η∗), q = 1.1.Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè (16), β̃ = 0.1, ðàññ÷èòûâàåòñÿ òàêæå âàðèàíò íà ñåò-êå ñ ÷èñëîì óçëîâ ïî âåðòèêàëè, â äâà ðàçà á�îëüøèì ðàññìîòðåííîãî. Ïîëó÷åíî, ÷òîìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè òîêà ïðè ýòîì ðàçëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 7%.Åñëè ââåñòè âåëè÷èíó H , îïðåäåëÿåìóþ èç ñîîòíîøåíèÿ
ρs(H)− ρ0 = 0.99(B − ρ0), B = lim

y→∞

ρs(y),òî äëÿ β̃ = 1, 0.5 è 0.1 âåëè÷èíà H̃ = H/R ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî 2.64, 1.32, è 0.26. Âèä-íî, ÷òî ïåðåõîä îò ðàñïðåäåëåíèÿ (15) ê ðàñïðåäåëåíèþ (16) ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìóI II

�èñ. 2. Ñîõðàíåíèå �îðìû âèõðÿ (I) è âîëíû (II) â èäåàëüíîé æèäêîñòè äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè
t/T = 15 (à), 108 (á)



100 À.Í. Çóäèí, �. �. ×åðíûõèçìåíåíèþ âîëíîâîé êàðòèíû, ãåíåðèðóåìîé ïðè êîëëàïñå ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïî-ëÿ ïëîòíîñòè â ïèêíîêëèíå: ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ H òå÷åíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ëèøüîäíèì âèõðåì â êàæäîì êâàäðàíòå ïëîñêîñòè xy (ýòîò �àêò áûë õîðîøî èçâåñòåí àâ-òîðàì ê ìîìåíòó íàïèñàíèÿ [10℄, îäíàêî îñíîâàííûå íà ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâîì ïîäõîäåäåòàëüíûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðèâîäÿòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå). Ôîðìà âèõðÿ èåãî èíòåíñèâíîñòü (ñëåäîâàòåëüíî, �îðìà è èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïàêåòà) îñòàþòñÿíåèçìåííûìè âïëîòü äî âåñüìà áîëüøèõ çíà÷åíèé âðåìåíè. Ñ öåëüþ äåòàëüíîãî àíàëèçàâîëíîâîé êàðòèíû ðàñ÷åòû â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíî ïðîâîäèëèñü â îáëàñòè
200R × 30R íà ñåòêå ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê 2001 × 301. Íà ðèñ. 2, I ïðåäñòàâëåíû ëèíèè òîêà
ψ̃ = onst äëÿ β̃ = 0.1, ε = 0.75, t/T = 15 (à), t/T = 108 (á). Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñ-ïðåäåëåíèå ρ = onst = ρs(0.0716), õàðàêòåðèçóþùåå âíóòðåííþþ âîëíó, ïðåäñòàâëåíîíà ðèñ. 2, II. Âèäíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü è �îðìà îñíîâíîãî âîçìóùåíèÿ ïðàêòè÷åñêèíå ìåíÿþòñÿ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòàòî÷íî âûñîêîé íàäåæíîñòè è ý��åêòèâíîñòèïðåäëîæåííîé ÷èñëåííîé ìîäåëè.3. Âëèÿíèå âÿçêîñòè íà äèíàìèêó ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïîëÿïëîòíîñòè â ïèêíîêëèíåÏðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ âÿçêîñòè íà õàðàêòåðèñòèêè âíóòðåííèõâîëí, ãåíåðèðóåìûõ ëîêàëüíûì âîçìóùåíèåì ïîëÿ ïëîòíîñòè â ïèêíîêëèíå. �àñ÷åòûïðîâîäèëèñü íà îñíîâå óðàâíåíèé (9)�(12), ïðè ýòîì (12) çàìåíÿëîñü íà ñëåäóþùåå:
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. (18)Ñòðóêòóðà ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà îñòàâàëàñü íåèçìåííîé (êàê è â [9℄). Íà ýòàïåïðåäèêòîðà âÿçêèå ÷ëåíû ó÷èòûâàëèñü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé ñòàáèëèçèðóþùåé ïî-ïðàâêè [20℄.Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïëîò-íîñòè (5), ðàñïðåäåëåíèþ ρs(y) âèäà (16), β̃ = 0.1, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3�6. �àñ-÷åòíàÿ ñåòêà áðàëàñü òàêîé æå, êàê è äëÿ ðèñ. 2. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû ëèíèè òîêà
ψ̃ = ψT∗/R

2 = onst, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòó âðåìåíè t/T = t/2πT∗ = 8, äëÿ èäåàëü-íîé è âÿçêîé æèäêîñòè ñî çíà÷åíèÿìè ÷èñëà �åéíîëüäñà Re = R2/T∗ν = 104 è 103, çäåñü
ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîý��èöèåíò âÿçêîñòè. Ëèíèè òîêà ïðåäñòàâëåíû óðîâíÿìè: 6 �0.0000, 7 � 0.0060, 8 � 0.0180, 9 � 0.0300, 10 � 0.0420. Çíàêîì × îòìå÷åíû ÷àñòèöû,ïîìåùåííûå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â îáëàñòü ñìåøåíèÿ. Âèäíî, ÷òî â ñëó÷àåèäåàëüíîé æèäêîñòè ãîðèçîíòàëüíûé ðàçìåð çîíû ñìåøåíèÿ è èíòåíñèâíîñòü âèõðÿÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè; êàðòèíû òå÷åíèÿ äëÿ Re−1 = 0 è Re = 104 ïðè t/T = 8ðàçëè÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Ñóùåñòâåííîå ïðîÿâëåíèå âÿçêîñòè äåìîíñòðèðóåòñÿ íàðèñ. 3, â.Â äîïîëíåíèå ê ðèñ. 3 íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíû ëèíèè ρ̃ = onst = ρ̃s(0.0717),
ρ̃ = ρ/aRρ0. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò Re−1 = 0, ïóíêòèðíàÿ � Re = 104, øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ � Re = 103. �åçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà óêàçàííûõ ðèñóíêàõ, ñîãëàñó-þòñÿ ìåæäó ñîáîé.
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�èñ. 3. Ñîïîñòàâëåíèå ëèíèé òîêà â ñëó÷àå èäåàëüíîé (à) è âÿçêîé æèäêîñòè: Re = 104 (á),
103 (â), t/T = 8; ìàðêåðàìè ïîìå÷åíû ÷àñòèöû, íàõîäèâøèåñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âîáëàñòè ïåðåìåøàííîé æèäêîñòè

�èñ. 4. Ëèíèè ðàâíîé ïëîòíîñòè ρ̃ = onst = ρ̃s(0.0717) â ñëó÷àå èäåàëüíîé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)è âÿçêîé æèäêîñòè: Re = 104 (ïóíêòèð), 103 (øòðèõïóíêòèð); t/T = 8
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�èñ. 5. Ñîïîñòàâëåíèå ëèíèé ðàâíîé ïëîòíîñòè ρ̃ = onst = ρ̃s(0.0717) â ñëó÷àå èäåàëüíîé (à)è âÿçêîé æèäêîñòè: Re = 104 (á), 103 (â); t/T = 2, 4, . . . , 14Áîëåå ïîäðîáíî âîëíîâàÿ êàðòèíà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5 â âèäå èçîëèíèé ρ̃ =
ρ̃s(ỹ0), ỹ0 = y0/R = 0.0717 äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè. Êðèâûå 2, 4, 6, 8, 10, 12,14 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì âðåìåíè t/T = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14. Èçîëèíèè íà ðèñ. 5, à�âïîëó÷åíû ïðè Re−1 = 0, Re = 104 è 103.Èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû âíóòðåííèõ âîëí â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè è÷èñëà �åéíîëüäñà ïðåäñòàâëåíî òàêæå â òàáëèöå. Çäåñü ïðèâåäåíû îáåçðàçìåðåííûåìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä âíóòðåííèõ âîëí äëÿ Re−1 = 0, Re = 104 è 103. Âèä-íî, ÷òî â èäåàëüíîé æèäêîñòè äëÿ t/T ≥ 4 ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà âíóòðåííèõ âîëíïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííà. Êàê è íà ðèñ. 4, 5, äàííûå òàáëèöû äåìîíñòðèðóþò âëèÿíèåâÿçêîñòè íà ãåíåðèðóåìûå âíóòðåííèå âîëíû.Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíî èçìåíåíèå âî âðåìåíè àáñöèññû ìàêñèìóìà ìîäóëÿ �óíêöèè òî-êà è ãîðèçîíòàëüíîãî ðàçìåðà çîíû ñìåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà �åéíîëüäñà. Ïðèíåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè ãðà�èêè �óíêöèé íà ðèñ. 6 áëèçêè; ïðè t/T ≥ 6 çàìåò-íî îòñòàâàíèå ãîðèçîíòàëüíîãî ðàçìåðà çîíû ñìåøåíèÿ (ðèñ. 6, á), ñâÿçàííîå ñ íåïîë-íûì ïåðåìåøèâàíèåì æèäêîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè á�îëüøèõ çíà÷åíèÿõ



Î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ... 103Èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû âíóòðåííèõ âîëíâ çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè è ÷èñëà �åéíîëüäñà
t/T

Re−10 10−4 10−32.0 0.3025 0.3017 0.29874.0 0.3239 0.3096 0.23586.0 0.3277 0.2977 0.18408.0 0.3278 0.2869 0.143910.0 0.3279 0.2755 0.112420.0 0.3286 0.2210 0.049130.0 0.3291 0.1738 0.047840.0 0.3298 0.1323 0.045850.0 0.3306 0.0989 0.043960.0 0.3310 0.0720 0.042070.0 0.3287 0.0514 0.0407

�èñ. 6. Èçìåíåíèå âî âðåìåíè àáñöèññû ìàêñèìóìà �óíêöèè òîêà (à) è ãîðèçîíòàëüíîãî ðàç-ìåðà îáëàñòè ñìåøåíèÿ (á) â ñëó÷àå èäåàëüíîé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è âÿçêîé æèäêîñòè: Re = 104(ïóíêòèð), 103 (øòðèõïóíêòèð)âðåìåíè ðîñò ãîðèçîíòàëüíîãî ðàçìåðà ïðåêðàùàåòñÿ; â èäåàëüíîé æèäêîñòè ñîîòâåò-ñòâóþùèé îñíîâíîé óåäèíåííîé âîëíå êîíâåêòèâíûé âèõðü ïðîäîëæàåò ïåðåìåùàòüñÿñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.Îñòàíîâèìñÿ íà êîíòðîëå òî÷íîñòè ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ïðè Re = 104. �àñ÷åòûïðîâîäèëèñü â îáëàñòè 0 ≤ x/R ≤ 50, 0 ≤ y/R ≤ 30. Ïîëó÷åíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿìîìåíòîâ âðåìåíè t/T = 4, 6 è 8 ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè òîêà ψm íà ñåòêåñ ÷èñëîì ÿ÷ååê 501 × 301 ñîñòàâèëî 0.458 × 10−1, 0.434 × 10−1 è 0.409 × 10−1, íà ñåòêåñ ÷èñëîì ÿ÷ååê 1001 × 601 � 0.423 × 10−1, 0.414 × 10−1 è 0.391 × 10−1 ñîîòâåòñòâåííî.Îòêëîíåíèÿ ìàññèâîâ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé �óíêöèé y, ψ, ω â ðàâíîìåðíîé íîðìå íåïðåâûøàþò îòêëîíåíèé âåëè÷èí ψm.Â ñëó÷àå èäåàëüíîé æèäêîñòè ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ ïåðâîãî (îñíîâíîãî) ãðåáíÿâíóòðåííèõ âîëí â íàïðàâëåíèè îñè x äëÿ t/T ≥ 4 ñîñòàâëÿëà ≈ 0.150R/T∗. Ýòà ñêî-ðîñòü âû÷èñëÿëàñü êàê ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ àáñöèññû ìàêñèìóìà ìîäóëÿ �óíêöèè òîêà(ðèñ. 6). Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì (5.36), (5.37) ðàáîòû [21℄
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�èñ. 7. �Øèðîêèé� ïèêíîêëèí � ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè (16), β̃ = 0.5; èçîëèíèè ρ̃ = ρ̃s(0.477)ïðèâåäåíû äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t/T = 8; ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � Re−1 = 0, ïóíêòèð � Re = 104,øòðèõïóíêòèð � Re = 103

[
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}

, (19)òî äëÿ ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû âîëí Ã = A/R ∈ [0.32; 0.33] ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿâîëíû c̃(1) = c(1)T∗/R ∈ [0.144; 0.145]. Âåëè÷èíà c̃(1) âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ ïåðâîãî (îñíîâíî-ãî) ãðåáíÿ âîëíû, àíàëîãè÷íîé èçîáðàæåííîé ñïëîøíîé ëèíèåé íà ðèñ. 6. Ñðàâíåíèåðàñ÷åòíûõ äàííûõ ñ ðåçóëüòàòàìè [21℄ óêàçûâàåò íà èõ óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå.Â ñëó÷àå âÿçêîé æèäêîñòè ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [22℄ (ãäå ðàññìàòðèâàëèñü óåäèíåííûåâíóòðåííèå âîëíû íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ æèäêîñòåé ðàçíîé ïëîòíîñòè) ñêîðîñòü c̃(1)ðàñïðîñòðàíåíèÿ âíóòðåííèõ âîëí ïðè íàéäåííîé â ðàñ÷åòàõ ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäå
A = A(t) îïðåäåëÿëàñü êàê íåïîñðåäñòâåííî ïóòåì îáðàáîòêè ðàñ÷åòíûõ äàííûõ, òàê èèç âûðàæåíèÿ (19). Ïîëó÷åíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðè Re = 104, 103 è t/T = 10 îáðàáîò-êà ðàñ÷åòíûõ äàííûõ äàåò âåëè÷èíû c̃(1), ðàâíûå 0.138 è 0.0953, à ñîîòíîøåíèå (19) �ñîîòâåòñòâåííî 0.136 è 0.102. Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ t/T ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íû.Íàðÿäó ñ �óçêèì� ïèêíîêëèíîì (16), β̃ = 0.1 ðàññìàòðèâàëñÿ �øèðîêèé� ïèêíîêëèí(16), β̃ = 0.5. �àñ÷åòíûå äàííûå â âèäå èçîëèíèé ρ̃ = ρ̃s(0.477) ïðèâåäåíû äëÿ t/T = 8íà ðèñ. 7. Îñíîâíîå âîçäåéñòâèå âÿçêîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ â �ïîãëîùåíèè� êîðîòêîâîëíî-âîé ÷àñòè ëèíèè ρ̃ = onst. �àñ÷åòû âûïîëíÿëèñü â ïåðâîì êâàäðàíòå ïëîñêîñòè xy âïðÿìîóãîëüíèêå ðàçìåðîì 30R×5R ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê 301×51. Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíà ëèøü÷àñòü ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.4. Ëèíåéíûå ÷èñëåííûå ìîäåëè âíóòðåííèõ âîëíÏîñêîëüêó ïðè èçó÷åíèè âîëíîâûõ äâèæåíèé æèäêîñòè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïî-ëó÷èëà ëèíåéíàÿ ìîäåëü âíóòðåííèõ âîëí [2, 5, 11, 23℄, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ÷èñëåí-íîå ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ, ãåíåðèðóåìîãî ëîêàëüíûì âîçìóùåíèåì ïîëÿ ïëîòíîñòèâ ñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ρs(y) âèäà (15), (16), îñíîâàííîå íàëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ Ýéëåðà [5℄. Ñ èñïîëüçîâàíèåì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x, y, t



Î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ... 105è çàâèñèìûõ ψ, ω, ρ1 = ρ − ρs(y) ëèíåéíàÿ ìîäåëü âîëíîâûõ äâèæåíèé â ñòðàòè�èöè-ðîâàííîé ñðåäå ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (â îáåçðàçìåðåííîì âèäå):
∂ω

∂t
=
∂ρ1
∂x

, (20)
∂ρ1
∂t

=
∂ψ

∂x

dρs
dy

, (21)
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
= ω. (22)Ñèñòåìà óðàâíåíèé (20)�(22) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

ω(0, x, y) = 0, ψ(0, x, y) = 0, ρ1(0, x, y) = ρ0(x, y)− ρs(y), (23)
ω(t, x, y) = ψ(t, x, y) = ρ1(t, x, y) = 0, r2 = x2 + y2 → ∞, t ≥ 0. (24)Íà îñÿõ ñèììåòðèè ñòàâèëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ ñèììåòðèè.Çàäà÷à (20)�(24) ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøåãî êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî àëãîðèòìàòèïà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð:

ω
n+1/2
i,j − ωn

i,j

∆t/2
=
ρn1i+1,j

− ρn1i−1,j

2h1
, (25)

ρ
n+1/2
1i,j

− ρn1i,j
∆t/2

=
ψn
i+1,j − ψn

i−1,j

2h1

(

dρs
dy

)

i,j

, (26)
(∆hψ)

n+1/2
i,j = ω

n+1/2
i,j , (27)

ωn+1
i,j − ωn

i,j

∆t
=
ρ
n+1/2
1i+1,j

− ρ
n+1/2
1i−1,j

2h1
, (28)

ρn+1
1i,j

− ρn1i,j
∆t

=
ψ

n+1/2
i+1,j − ψ

n+1/2
i−1,j

2h1

(

dρs
dy

)

i,j

, (29)
(∆hψ)n+1

i,j = ωn+1
i,j . (30)Â óðàâíåíèÿõ (25)�(30) ∆hψ � êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àíàëîã îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ïðè-ìåíåííûé ê �óíêöèè ψ; èíäåêñû (n + 1/2) è (n + 1) îçíà÷àþò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèåâåëè÷èíû îòíåñåíû ê ìîìåíòàì âðåìåíè (n + 1/2)∆t è (n + 1)∆t. Ïðèìåíÿëèñü êîíå÷-íî-ðàçíîñòíûå ñåòêè, íåðàâíîìåðíûå ïî âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòå. �àçìåðû ñåòî÷íûõîáëàñòåé ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé ìîäåëè àíàëîãè÷íû ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 1.Íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå óçëîâ ñåòêè ïî îñè y ñîâïàäàëî ñ ðàñïðåäåëåíèåì çíà-÷åíèé �óíêöèè y ïðè x/R = 7 â ðàñ÷åòàõ âàðèàíòîâ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè(15), (16) ïî ìîäåëè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà. Ïðåäâàðèòåëüíî àëãîðèòì òåñòèðîâàëñÿ íàçàäà÷å, èìåþùåé òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå:

ψ(t, x, y) = c(t) · sin ax · sin by,

ω(t, x, y) = −c(t)(a2 + b2) · sin ax · sin by,
ρ1(t, x, y) = d(t) · cos ax · sin by,
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l2 = a2/(a2 + b2), c(t) = (1/l) sin lt, d(t) = (a/l2) cos lt,

0 ≤ t ≤ 1, a = b = 1, 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π. (31)�àñ÷åòû íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ðàâíîìåðíûõ ñåòîê ïîêàçàëè ñõîäè-ìîñòü ñåòî÷íûõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó ñ ïîðÿäêîì O(∆t + h2) â íîðìå, ÿâëÿþùåéñÿ ñå-òî÷íûì àíàëîãîì íîðìû ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé (∆t � âåëè÷èíà øàãà ïîâðåìåíí�îé ïåðåìåííîé, h = onst � øàã ñåòêè âäîëü îñåé x è y).�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âàðèàíòîâ ëèíåéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè íåâîçìóùåííîéæèäêîñòè âèäà (15)
ρ̃s(ỹ) = ρ̃0 − ỹè íåëèíåéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âèäà (16)

ρ̃s(ỹ) = ρ̃0 − β̃ · tanh(ỹ/β̃), β̃ = 1, 0.5, 0.1,íà îñíîâå ìîäåëè (20)�(22) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8, à�ã (à � ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèåïëîòíîñòè íåâîçìóùåííîé æèäêîñòè (15), á�ã � ðàñïðåäåëåíèÿ (16), β̃ = 1, 0.5, 0.1).Ñðàâíåíèå ðèñóíêîâ 1, à è 8, à óêàçûâàåò íà áëèçîñòü âîëíîâûõ êàðòèí â ñëó÷àåëèíåéíîé ñòðàòè�èêàöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè íåëèíåéíîé è ëèíåéíîé ìîäåëåé (ýòî îá-ñòîÿòåëüñòâî â ñëó÷àå îáëàñòåé ïîëíîñòüþ ïåðåìåøàííîé æèäêîñòè îòìå÷àëîñü, â ÷àñò-íîñòè, â ðàáîòå [24℄). Îòëè÷èå íàáëþäàåòñÿ ëèøü â îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿïîëÿ ïëîòíîñòè. Çíà÷èòåëüíî á�îëüøåå ðàçëè÷èå â ðàñïðåäåëåíèè (16) ïðîñëåæèâàåòñÿñ óìåíüøåíèåì β̃. Ïðè β̃ = 0.1 (ñì. ðèñ. 8, ã) ëèíåéíàÿ ìîäåëü äàåò �èçè÷åñêè íåïðàâî-ïîäîáíîå ðåøåíèå: êîíâåêòèâíûå âèõðè íå ïåðåìåùàþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.Áîëåå äåòàëüíî ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ β̃ = 0.1 ñ ïðèìåíåíèåì ëèíåéíîé ìîäå-ëè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9, à, á. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â îáëàñòè 0 ≤ x/R ≤ 28,
0 ≤ y/R ≤ 10, hx = 0.1, hy = 0.05, ∆t = 0.01T (íà ðèñóíêå ïðèâåäåíà òîëüêî ÷àñòüðàñ÷åòíîé îáëàñòè). Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì âðåìåíè öåíòð êîíâåêòèâíîãî âèõðÿ îñòàåòñÿíåïîäâèæíûì (â ïðîòèâîâåñ ðàñ÷åòàì â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå, ñì. ðèñ. 2, I è 6). Àíà-ëîãè÷íûå äàííûå ïîëó÷åíû è íà áîëåå ïîäðîáíîé ñåòêå (ðèñ. 9, â, hx = 0.05, hy = 0.025,
∆t = 0.0025T ). Ïîñêîëüêó ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, òî áûëè ïðîâåäåíûðàñ÷åòû íà îñíîâå àëãîðèòìà òèïà (25)�(27) (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ýòàïà êîððåêòîðà) è ïî-ëó÷åíû äàííûå (ðèñ. 9, ã), áëèçêèå ê ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 9, á, â. Ïðîêîììåíòèðóåìðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íà îñíîâå àíàëèçà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.Èç ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà â ïðåäïîëîæåíèè äîñòàòî÷íî áûñòðîãî óáûâàíèÿïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé ïðè r → ∞ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå (çíàê îáåç-ðàçìåðèâàíèÿ îïóùåí, Ω : −∞ < x <∞, −∞ < y <∞)

∂

∂t

∫∫

Ω

(

u2 + v2

2
+ yρ1

)

dxdy = −
∫∫

Ω

ρ1vdxdy. (32)Â ñëó÷àå ëèíåéíîé (èëè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâûðîæäåííîé) ñòðàòè�èêàöèè, ò. å. ïðè
a(y) = −(1/ρ0)(dρs/dy) > 0, äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè ñïðàâåäëèâ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð-ãèè [25℄

∂

∂t

∫∫

Ω

(

u2 + v2

2
+

ρ21
2a(y)

)

dxdy = 0. (33)
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�èñ. 8. �àññ÷èòàííûå ñ ïðèìåíåíèåì ëèíåéíûõ ìîäåëåé ëèíèè òîêà äëÿ ñòðàòè�èêàöèè âèäà(15), (16); t/T = 2
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�èñ. 9. �àñ÷åòû ïî ëèíåéíîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè íåâîçìóùåííîé æèäêîñòè (16),
β̃ = 0.1, hx = 0.10, hy = 0.05, ∆t = 0.01T ; a � t/T = 3, á � t/T = 5, â � hx = 0.05, hy =
0.025, ∆t = 0.0025T, t/T = 5, ã � ñõåìà (25)�(27), t/T = 5Â íåëèíåéíîé ìîäåëè, çàïèñàííîé â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà, çàêîí ñîõðà-íåíèÿ ýíåðãèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (a(y) ≥ 0):

∂

∂t

∫∫

Ω

(

u2 + v2

2
+ yρ1

)

dxdy = 0. (34)Ïðàâàÿ ÷àñòü (32) îáóñëîâëåíà ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèé. Îíà ìîæåò ïðèâîäèòü ê�ïîðîæäåíèþ� ýíåðãèè â ïèêíîêëèíå (â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ëèíåéíîé ñòðàòè�èêàöèè,ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü (32) ìàëà â ñèëó ñïåöè�èêè ãåíåðèðóåìîãî ëîêàëüíûì âîçìóùåíè-åì òå÷åíèÿ). Äëÿ àíàëèçà �àêòà �ïîðîæäåíèÿ� â ëèíåéíîé ìîäåëè ñîîòíîøåíèå (32)ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå
E(t) = E(0) + Π(t),Π(t) = −

t
∫

0





∫∫

Ω

ρ1vdxdy



 dt, E(t) =

∫∫

Ω

(

u2 + v2

2
+ yρ1

)

dxdy.Â ñëó÷àå íåëèíåéíîé ñòðàòè�èêàöèè ïðè β̃ = 0.1 äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t/T = 0,0.5, 2.0, 4.0 âåëè÷èíà E(t) ïðèíèìàëà ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ 0.202 · 10−1, 0.232 · 10−1,
0.589 · 10−1, 0.132 · 100. Ýòè çíà÷åíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñî ñäåëàííûì âûøå ïðåäïîëîæåíèåìî �ïîðîæäåíèè� ýíåðãèè â ïèêíîêëèíå.



Î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ... 109Íàðÿäó ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ (20)�(22) è åå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì àíàëîãîì(25)�(30) â êà÷åñòâå ëèíåéíîé ìîäåëè èñïîëüçîâàëîñü òàêæå óðàâíåíèå, ÿâëÿþùååñÿñëåäñòâèåì (20)�(22):
∂2

∂t2
∆ψ =

dρs
dy

∂2ψ

∂x2
, (35)êîòîðîå â ñëó÷àå ëèíåéíîé ñòðàòè�èêàöèè ïåðåõîäèò â èçâåñòíîå óðàâíåíèå Ñîáîëåâà[26℄. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ è êðàåâîãî óñëîâèé ñòàâèëèñü ñëåäóþùèå, ñîãëàñîâàííûåñ (20)�(24):

∆ψ = 0,
∂∆ψ

∂t
=
∂ρ1
∂x

, t = 0, (36)
ψ = 0, r2 = x2 + y2 → ∞, t ≥ 0. (37)Èç (36) íàõîäèì ψ, ∂ψ/∂t äëÿ t = 0. Èñïîëüçîâàëàñü ïðîñòåéøàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿàïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ (35)

(

∆hψ
)n+1

i,j
− 2

(

∆hψ
)n

i,j
+
(

∆hψ
)n−1

i,j

∆t2
=

(

dρs
dy

)

j

·
ψn
i+1,j − 2ψn

i,j + ψn
i−1,j

h21
. (38)Âåëè÷èíà (∆hψ)1 îïðåäåëÿëàñü èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (36):

(∆hψ)1i,j = (∆hψ)0i,j +∆t

(

∂ρ1
∂x

)0

i,j

+
∆t2

2

(

∂2ψ

∂x2
· dρs
dy

)0

i,j

. (39)Çíà÷åíèÿ (ψ)n+1
i,j íàõîäèëèñü ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîé ñõåìû ñòàáèëèçèðóþùåé ïî-ïðàâêè. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îñíîâàííûå íà ñðàâíåíèè ñ òî÷íûì àíà-ëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (31), ïîêàçàëè ñõîäèìîñòü (íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòîê) ñåòî÷-íûõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó ñ ïîðÿäêîì O(∆t2 + h2), ñîîòâåòñòâóþùèì ïîðÿäêó àïïðîêñè-ìàöèè (38). �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âàðèàíòîâ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ïëîòíîñòè (15), (16) ïîóðàâíåíèþ (35) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8, ä�ç. Îíè ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íû ïðèâåäåííûìíà ðèñ. 8, à�ã äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè (20)�(22).Ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé ìîäåëè âíóòðåííèõ âîëí âñåãäà îãîâàðèâàåòñÿ îáëàñòüåå ïðèìåíèìîñòè. Ïðèâåäåííûå çäåñü äàííûå ðàñ÷åòîâ ÿâëÿþòñÿ ëèøü èëëþñòðàöèåéïðèìåíåíèÿ ëèíåéíîé ìîäåëè. Âðÿä ëè ñëåäîâàëî îæèäàòü ïîëîæèòåëüíîãî ðåçóëüòàòàåå ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷å î äèíàìèêå ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè â ïèêíî-êëèíå.5. Ïîëíûå óðàâíåíèÿ ÝéëåðàÂ äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ èñïîëüçîâàíèåì �óíêöèè òîêà ψ è çàâèõðåííîñòè

ω̂ (u = ∂ψ/∂y, v = −∂ψ/∂x, ω̂ = ∂/∂y (ρu) − ∂/∂x (ρv)) ïîëíûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðàïðèíèìàþò âèä [27, 28℄:
∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x
+ v

∂ρ

∂y
= 0, (40)

∂ω̂

∂t
+ u

∂ω̂

∂x
+ v

∂ω̂

∂y
= g

∂ρ

∂x
− ∂ρ

∂x
· ∂
∂y

(

u2 + v2

2

)

+
∂ρ

∂y
· ∂
∂x

(

u2 + v2

2

)

, (41)
∂

∂x
ρ
∂ψ

∂x
+

∂

∂y
ρ
∂ψ

∂y
= ω̂. (42)



110 À.Í. Çóäèí, �. �. ×åðíûõÍà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ çàäà÷è ñ ïðèìåíåíèåì ïîëíûõ óðàâíåíèé Ýé-ëåðà àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì óñëîâèÿì äëÿ ïðèáëèæåíèÿ Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà(4)�(6):
ψ = ω̂ = 0, ρ = ρs(y), x2 + y2 → ∞, (43)

ρ = ρ0(x, y), ρ0(x, y) = ρs(y), x, y 6∈ A, t = 0, (44)
ψ = ω̂ = 0, −∞ < x <∞, −∞ < y <∞, t = 0. (45)Îáåçðàçìåðèâàíèå, êàê è âûøå, âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàñøòàáîâ äëèíû R èâðåìåíè T∗ = 1/
√
ag (a = −(1/ρ0)dρs/dy, y = 0); êðîìå òîãî, èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâ-ëåíèå ρ = ρ0aRρ̃; âåëè÷èíà g â óðàâíåíèè (41) çàìåíÿåòñÿ íà g̃ = 1/aR. Îòìåòèì, ÷òî

ρ̃s(0) = 1/aR.×èñëåííîå ðåøåíèå óêàçàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îñóùåñòâëÿëîñü íà îñíîâå ýéëåðî-ëàãðàíæåâà ïîäõîäà, àíàëîãè÷íîãî èñïîëüçóåìîìó â ðàçäåëå 1. Òîãäà (40)�(42) çàïèñû-âàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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= ω̂. (49)Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àíàëîã ñèñòåìû óðàâíåíèé (46)�(49) àíàëîãè÷åí àëãîðèòìó, ïðè-âåäåííîìó â [12℄.Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (49) ñ ïðèìåíåíèåì èòåðàöèîííîé ñõå-ìû ñòàáèëèçèðóþùåé ïîïðàâêè ýêñïåðèìåíòàëüíî âûáðàííûé èòåðàöèîííûé ïàðàìåòðçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò âàðèàíòà ïðèáëèæåíèÿ Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà. Ïîñëåäíååîáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â óðàâíåíèè ïîÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà ρ, êîòîðàÿ ìîæåò ñèëüíî èçìå-íÿòüñÿ.Ïåðâîíà÷àëüíî äèíàìèêà ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè ñ ïðèìåíåíèåìïîëíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà ðàññ÷èòûâàëàñü äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîé ñòðàòè�èêàöèè. �àñ-÷åòû ïðîâîäèëèñü â îáëàñòè 0 ≤ x ≤ 40R, −20R ≤ y ≤ 20R. Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòûâû÷èñëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå 1/aR = 50, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î çíà÷èòåëüíîì ðàçëè-÷èè äàëüíèõ âîëíîâûõ ïîëåé. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêàïðèâîäÿò ê ñèììåòðè÷íîé âîëíîâîé êàðòèíå. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ïîëíûõ óðàâíå-íèé Ýéëåðà ïðè 1/aR = 50 ñèììåòðèÿ ñóùåñòâåííî íàðóøàåòñÿ. Îäíàêî äåòàëüíûéàíàëèç áëèæíåãî âîëíîâîãî ïîëÿ (r ≤ 8R) ïîêàçàë, ÷òî ïîëíûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà,óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà è ëèíåéíàÿ ìîäåëü äàþò áëèç-êèå ðåçóëüòàòû. Îñíîâíîå îòëè÷èå ðàñ÷åòîâ ïî ëèíåéíîé ìîäåëè ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü âíåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê íà÷àëó êîîðäèíàò (r/R ≤ 2). �åçóëüòàòû äâóõ äðóãèõ



Î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ... 111ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âåñüìà áëèçêè. Ïðè ìåíüøåì çíà÷åíèè îòíîøåíèÿ 1/aR (íà-ïðèìåð, 1/aR = 5) èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ïî âåðòèêàëè â ïðåäåëàõ îáëàñòè èíòåãðèðîâà-íèÿ ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê á�îëüøèì ðàçëè÷èÿìâ ðàñ÷åòàõ ïî ïîëíîé ìîäåëè è ïî ìîäåëè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà. Ýòî èëëþñòðèðóåò-ñÿ ðèñ. 10, ãäå ïðåäñòàâëåíû ëèíèè òîêà, ïîëó÷åííûå ïî ïîëíûì óðàâíåíèÿì Ýéëåðàè óðàâíåíèÿì Ýéëåðà â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà. Âèäíî, ÷òî äàæå âáëèçèíà÷àëà êîîðäèíàò èìåþòñÿ çíà÷èòåëüíûå ðàçëè÷èÿ â êàðòèíàõ ëèíèé òîêà. Âåëè÷èíà
1/aR = 5 äîñòàòî÷íî ìàëà; â ðåàëüíîì îêåàíå 1/aR ∼ 103÷104. Îäíàêî â ñâÿçè ñ íàëè÷è-åì â îêåàíå òàê íàçûâàåìîé òîíêîé ìèêðîñòðóêòóðû ãèäðî�èçè÷åñêèõ ïîëåé [1, 4℄ ìîãóòíàáëþäàòüñÿ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ 1/aR. Ïðè á�îëüøèõ âåëè÷èíàõ 1/aR(íàïðèìåð 1/aR = 103) ðàçëè÷èÿ â ëèíèÿõ òîêà, êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, ïðàêòè÷åñêèîòñóòñòâóþò. Äåòàëüíî áûëî ïðîàíàëèçèðîâàíî ðàñïðåäåëåíèå (16) ïðè β̃ = 0.1 (óçêèéãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ). �àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ 1/aR = 103, 102, 101, è 100. Ñó-ùåñòâåííîå ðàñõîæäåíèå ñ ðàñ÷åòàìè ïî ìîäåëè â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà(ñì. ðèñ. 3) íàáëþäàåòñÿ ïðè 1/aR = 1. Ýòîò âàðèàíò äëÿ t/T = 8 ïðåäñòàâëåí íàðèñ. 11. Ïîÿâëÿþùàÿñÿ íåñèììåòðèÿ îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. ÏðèáëèæåíèåÎáåðáåêà�Áóññèíåñêà ñïðàâåäëèâî â óñëîâèÿõ, êîãäà âåëè÷èíà ïëîòíîñòè ρ ìàëî îòëè-

�èñ. 10. Ëèíèè òîêà ïðè t/T = 2, ïîëó÷åííûå ïî ïîëíûì óðàâíåíèÿì Ýéëåðà (1/aR = 5)(à) èóðàâíåíèÿì Ýéëåðà â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà (á); ëèíåéíàÿ ñòðàòè�èêàöèÿ

�èñ. 11. Ëèíèè òîêà äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà, 1/aR = 1, t/T = 8
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�èñ. 12. Ëèíèè òîêà â ìîìåíò âðåìåíè t/T = 2 äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà (1/aR = 2, β̃ = 1.0) (à)è äëÿ ïðèáëèæåíèÿ Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà (β̃ = 1.0) (á)÷àåòñÿ îò ñâîåãî õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ (íàïðèìåð ρ0). Îäíàêî ñ óìåíüøåíèåì ïàðàìåò-ðà 1/aR èçìåíåíèå ïëîòíîñòè óæå íåëüçÿ ñ÷èòàòü íåçíà÷èòåëüíûì. Ïîëíûå óðàâíåíèÿÝéëåðà íå äîïóñêàþò ñèììåòðèè (àíòèñèììåòðèè) ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå ñèëüíîãî èçìåíå-íèÿ ρ íàðóøåíèå ñèììåòðèè ìîæåò ñòàòü îùóòèìûì. Ïîäðîáíî òàêæå àíàëèçèðîâàëîñüðàñïðåäåëåíèå (16) äëÿ β̃ = 1, 2, 5 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé 1/aR. Â êà÷åñòâå ïðèìåðàíà ðèñ. 12 ñîïîñòàâëÿþòñÿ ëèíèè òîêà, ðàññ÷èòàííûå ïî ïîëíûì óðàâíåíèÿì Ýéëåðàè ìîäåëè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà äëÿ β̃ = 1.0 è 1/aR = 2. Âèäíî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èåâ ðàñïðåäåëåíèÿõ ëèíèé òîêà, îáóñëîâëåííîå çíà÷èòåëüíûì èçìåíåíèåì ïëîòíîñòè ïîãëóáèíå.6. Íàëè÷èå âîëíîâîãî �îíàÑ ïðèìåíåíèåì óðàâíåíèé Ýéëåðà â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà è â ýéëåðî-ëàã-ðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ ïîñòðîåíà ÷èñëåííàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿïîëÿ ïëîòíîñòè ïðè íàëè÷èè âîëíîâîãî �îíà. Ôîíîâîå âîëíîâîå âîçìóùåíèå ãåíåðèðî-âàëîñü ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè äàííûìè äëÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè [10℄:
ρ̃0s(x̃, ỹ) =

{

ρ̃0 − ỹ,
ρ̃0 − (tanh ((H1(x̃, ỹ)− 2.0) /0.1) + tanh(9))− 1.1,

−2.5 ≤ ỹ ≤ 1.1,
1.1 ≤ ỹ ≤ 3.0,

H1(x̃, ỹ) =















ỹ − 3A · cos(ϕx̃)
1− A · cos(ϕx̃) , 2 + A · cos(ϕx̃) < ỹ ≤ 3.0,

0.9ỹ + 1.1A · cos(ϕx̃)
0.9 + A · cos(ϕx̃) , 1.1 ≤ ỹ ≤ 2 + A · cos(ϕx̃).Çäåñü A = 0.15, ϕ = 3π/7. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðèíèìàëàñü ðàçìåðîì 0 ≤ x̃ ≤ 63,

−20 ≤ ỹ ≤ 5. ×èñëî óçëîâ ñåòêè ñîñòàâëÿëî 631 × 251. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿóìåíüøåíèÿ âëèÿíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âûáèðàëàñü äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ïîýòîìó íàðèñ. 13 ïðèâåäåíà ÷àñòü ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (0 ≤ x̃ ≤ 21, −10 ≤ ỹ ≤ 5). �èñóíîê äå-ìîíñòðèðóåò áëèçêîå ê ëèíåéíîìó âçàèìîäåéñòâèå âîëíîâîãî �îíà è âíóòðåííèõ âîëí.Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è äëÿ ñëó÷àÿ A = 0.15, ϕ = 6π/7.
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�èñ. 13. Ëèíèè òîêà äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t/T = 2; à � âçàèìîäåéñòâèå âîëíîâîãî �îíà èâíóòðåííèõ âîëí; á� âíåøíèé âîëíîâîé �îí; â � âíóòðåííèå âîëíû, ãåíåðèðóåìûå ëîêàëüíûìâîçìóùåíèåì ïîëÿ ïëîòíîñòè â æèäêîñòè ñ íåëèíåéíîé ñòðàòè�èêàöèåé; ã � ðàçíîñòü ïîëåéà è áÇàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå ñ ïðèìåíåíèåì óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîê-ñà è Ýéëåðà â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà ÷èñëåííûå ìîäåëè äèíàìèêè ëîêàëü-íîãî âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè â óñòîé÷èâî ñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå. Ïîñòðîåíèåíåëèíåéíûõ ÷èñëåííûõ ìîäåëåé îñíîâàíî íà ïåðåõîäå ê ýéëåðî-ëàãðàíæåâûì ïåðåìåí-íûì. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòèæèäêîñòè íà ãåíåðèðóåìóþ ïðè êîëëàïñå ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè êàð-òèíó âíóòðåííèõ âîëí. Â ñëó÷àå äèíàìèêè ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè â óç-êîì ïèêíîêëèíå (èäåàëüíàÿ æèäêîñòü) ïðîäåìîíñòðèðîâàí èçâåñòíûé �àêò ãåíåðàöèèñòàöèîíàðíûõ âíóòðåííèõ âîëí ñîëèòîííîãî òèïà. Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ îñíîâíîéâîëíû è åå àìïëèòóäà óäîâëåòâîðÿþò àñèìïòîòè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ Áåíäæàìèíà.Âûïîëíåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî îöåíêå âëèÿíèÿ âÿçêîñòè íà ãåíåðàöèþ èðàñïðîñòðàíåíèå âíóòðåííèõ âîëí â ïèêíîêëèíå. Ïðåäëîæåíà ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿçàâèñèìîñòü, ñâÿçûâàþùàÿ ìàêñèìàëüíóþ àìïëèòóäó âîëíû è ñêîðîñòü åå ðàñïðîñòðà-íåíèÿ â âÿçêîé æèäêîñòè â �óçêîì ïèêíîêëèíå�: ïðè èçâåñòíîé èç ðàñ÷åòîâ îäíîé èçâåëè÷èí âòîðàÿ íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ Áåíäæàìèíà.Ïîñòðîåíà ëèíåéíàÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ïëîò-íîñòè â óñòîé÷èâî ñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå. Èñïîëüçîâàëèñü êàê ëèíåéíûå óðàâíå-
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